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PRESENTACION

En los capitulos que comprende este texto se exponen 1os instrumentos matematicos
basicos del Algebra Lineal, asi como una introduccion a las sucesiones de nlimeros
reales,

A quien va dirigido este texto  Este manual esta dirigido, principalmente, a los
estudiantes de la asignatura de Matematicas I del Grado de Administracion y Direc-
cion de Empresas en la UNED. Esta escrito pensando en estudiantes a distancia, 1os
cuales deben tener a mano la informacion mas completa posible sobre la asignatura,
Pero, precisamente por este motivo, pensamos que podria ser (til también para estu-
diantes presenciales que necesiten algln libro en el que consultar estos temas.

Contextualizacion de la asignatura en la materia  En el plan de estudios
actual, la asignatura de Matemadticas I, que es la primera de la materia de Matematicas
en el Grado de ADE, se estudia en el primer cuatrimestre de primer curso. Habra
dos asignaturas mas: la siguiente - Matematicas fI— en el primer cuatrimestre de
scgundo curso, v la tercera y Ultima - Matematicas Iff — en ¢l primer cuatrimestre de
tercer curso.

En lo que a contenidos se refiere, la asignatura de Matemadticas [ es una pre-
sentacion de los conceptos v las técnicas basicos del Algebra Lineal, y una introduc-
cion a las sucesiones de niimeros reales, Las siguientes asignaturas estaran dedicadas
a presentar contenidos de Andlisis Matemadtico, con funciones de una y varias varia-
bles, incluyendo integracion, y de otros temas como los Sistemas Dinamicos. Los
contenidos de Matematicas 1 son, pucs, necesarios para el estudio de las restantes
asignaturas de Materiticas, aungue también encuentran aplicacion directa en otras
materias del Grado.

Estructura del texto El texto tiene cinco capitulos, v s¢ completa con dos apéndi-
ces. Los cuatro primeros capitulos son los propiamente dedicados al Algebra Lincal:
espacios vectoriales, aplicaciones lineales, matrices y sistemas de ecuaciones linea-
les; el quinto, presenta las sucesiones de numeros reales. En cuanto a los apéndices,
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el primero recoge varios temas de caracter preliminar: conjuntos, aplicaciones, ope-
raciones y polinomios, de los cuales el lector deberia tener un conocimicnto al menos
introducterio. El segundo apéndice presenta los determinantes, de los cuales no se
hace uso para estudiar sistemas de ecuaciones lineales.

Requisitos previos  Los conlenidos de Matematicas habituales de un Bachillera-
to (con orientacion a ciencias, ingenieria, o ciencias sociales) son mas gue suficientes
para poder abordar esta asignatura. ‘lambién son perfectamente adecuados los con-
tenidos de la asignatura de Matematicas' del Curso de Acceso Directo a la Universi-
dad, para Mayores de 25 Aflos, que imparte la propia UNED.

Como leer este texto  Cada uno de los ¢inco capitulos empieza con una amplia
introduccion. Recomendamos al lector leerla con detalle, pues presenta, de manera
menos formal que el texto principal, los contenidos basicos del capitulo que intro-
duce, a 1a vez que enfatiza lo mas importante, insiste en lo mas dificil, y da idea del
alcance de exigencia de la materia.

Tras la introduccion, el cuerpo principal del capitulo incluye todas las definiciones
y resultados exigidos, acompaiiados unas y otros de ejemplos de distinta dificulfad
para ilustrar su use y aplicacion. A lolargo de este cucrpo principal, se incluyen ejer-
cicios propuestos, cuya resolucién se presenta al final del capitulo. Estos ejercicios
son de dos tipes: algunos, los menos, buscan gque el lector sc ejercite en alguna téc-
nica: otros, los mas, proponen al lector la demostracién de algin resultado adicional.
Del primer tipo son menos porque ese cometido se deja a los ejercicios y problemas
del texto corespondiente;” los segundos, por su parle, se pueden considerar, a modo
de Actividades Complementarias, para ampliar formacién,

Finalmente, cada capitulo termina con una recapitulacién de todo lo visto en su
desarrollo, tanlo definiciones como resultados. Estas recapilulaciones pueden ser
muy tiles como “fichas™ de consulta rapida v referencia.

Sobre los autores Los autores, los profesores Emilio PRIETO SAEZ y Alberto
A. ALVAREZ LOPEZ, llevan trabajando muchos afios en asignaturas de la materia de
Matematicas para }a Fconomia v la Administracion y Direccion de Empresas, con la
metodologia a distancia, y son autores, tanto por separado como cn colaboracion, de
varios manuales sobre estos temas.

Agradecimientos  Los aulores queremos dejar constancia de nuestro agradeci-
micnto a los tuteres v compafieros de los equipos docentes de las asignaturas del

[ Hasta el curse 2008-2009, esta asignatura se llamaba Matemdticas Fspeciales

“Cf. Problemas Resucelios.
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Departamento de Economia Aplicada Cuanlilaliva Il de la UNED, por sus sugerencias,
asi como a los alumnos, con cuyas pregunlas v comentarios a lo large de los afios
hemos podido hacernos idea de sus dificullades y de aguelles aspectos en los que
debemos intentar mejorar.

Un reconocimiento especial merecen nuestros comparieros —y amigos— Ménica
BUENDiA CAPELLA, Javier SANZ PEREZ y Tomdas PRIETQ RUMEAU, a los cuales nunca
dejaremos de agradecer todas sus observaciones, comentarios, y conversaciones so-
bre la materia de este texto. Muchos de los aciertos gue pucda tener son suyos; los
errores, que quedardn varios, son de nuestra exclusiva responsabilidad.

LOS AUTORES
Madrid, junic de 2010
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INTRODUCCION

Definicion de espacio vectorial  El lector se encontrara al inicio de esta seccidn
con la definicion general de espacio vectorial sobre un cuerpe. Un ejemple sencillo de
espacio vectorial sobre un cuerpo lo constituye el conjunto B* de los pares ordenados
de numeros reales sobre cl cuerpo R, Los elementos de este conjunto son de la
forma: (a, b}, con a v b nameros recales. Por ejemplo:

1
gv

Sobre el conjunto R? se define una operacion, la adicidn, de esta manera:

(1,-3) e R?, ( o)euaﬁ, 1¢ R

(x1,x2) + {1, ¥2) ={x1 + Y. X2+ )
(para cada (x;,x5) € Ry (37, ) € R?). Por ejemplo:
(L3 + (=1, 1/2 =1+ (=133 +(1/2)}=(0,7/2).

Esta operacion satisface las siguientes propicdades:
s 5 asocigtiva, es decir, cualesquiera que scan los pares ordenadeos de numeros
reales (a, b), (¢, d) ¥ (e, f), se verifica:

(a,b) +[{c,d) + (e, /)] = [la, b) + (c,d)] + e, f);

« posce elemento neutro: el par (0, 01, lo cual significa que la suma de cualquier
par ordenado (e, b) con (¢, () da como resultado el mismo par (a, &), esto es:
ta, by + (0,0) = {a, b);
e ¢s simetrizable: cualquiera que sea (a, b) € R?, existe un elemento de &, pre-
cisamente {—a, —b)} —del que se dice ¢s ¢l opuesto de (a, b)—, que sumado
a {a, b} da como resultado €l elemento neutro: (i, b) + (—a, -b} = (0,0}
e es commutativa: cualesquiera que sean (a,b) € R* y {¢,d) € R?, se tiene:
(a. by +{c.d)y=(c.d) +(a,b).
La comprobacion de estas proptedades es inmediata. Por verificarlas, se dice gue la
adicion articula el conjunto R? como grupo abeligno.!
Por otra parle, también se define una operacion externa sobre &2 para el cuerpo R,
de esta manera;
Alxy, x2) = {Axy, Ax2)

(para A € R v (x1,x») € RY), Por cicmplo:
| R —
302, - ={3-2,3-(-) =(6,-12), -2 (;. x'2) ={-1,-2.2).

Esta operacion externa satisface las siguicnics propiedades:

EPueden consultarse mas detatles sobre pperaciones, y en particular sobre grupos, en el apéndice A
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+ es asociativa en los elementos de R: cualesquiera que scan los numeroes reales A
v u v el par ordenado de nimeros reales (a, b), se verifica:

Alpla, b)) = (Apita, bi;

s eg distributiva respecto de la adicion de niimeros reales: para cada numero real A
y cada niimero real g, v cada par ordenade de nimercs reales (a, b}, se tiene:
(A +ila, by =Ala,b) + pia,b);

» es distributiva respecto de la adicion de vectores: para cada A de R, y para
cada (a,b) y cada (c,d) de R?, se verifica:

Alta, b)Y + (¢, d)} = Ala, b)Y + Alc, d);
= es neutra para el mimero real 1; para cada {a, b) € R?, se tiene:
I{a,b} = {a,b).

También es inmediata la comprobacion de estas cuatro propicdades. Afirmar gue
el conjunto R?, dotado de la adicion y de la operacién externa recién definida, es
un espacio vectorial sobre el cuerpo R significa afirmar precisamente que, dotado
de la adicién, es un grupo abeliano, v gue la operacién externa satisface las cuatro
propiedades anteriores.

En lo sucesivo, cuando nos refiramos a R? estaremos pensanda en el espacio vec-
torial sobre R. Fn este contexto, a los elementos de B? los denominaremos vectores;
a los de R, escalares.

También consideramos el conjunto R3 de las ternas ordenadas de numeros reales,
cuyos elementos son de la forma: {(a, b, ¢}, con a, b y ¢ nlimeros reales; por ejemplo:

(1,20 e, (-2 -1.meR (2,-3)¢R>.

Asimismo, consideramos ¢l conjunto R* de las cuaternas ordenadas de nimeros rea-
les: (a, b,c,d), con a, b, ¢ y d nimeros reales; v el conjunito R de las guintuplas;
¥, en general, el conjunto R™ de las n-uplas de nimeros reales (n > 1). Observemos
como son los elementos de R™:

(X(,X>3,...,Xn), conxy, Xy, ..., X numeros reales.

Sobre el conjunto R" (para cualquier n = 1, lo cual engloba en particular los
nombrados R?, R* y R?), se define, mutatis mutandis, una adicion y una operacion
externa para el cuerpo R como Jo hemos hecho sobre R”, y se comprueba que estas
operaciones articulan R como espacio vectorial sobre R. A partir de ahora, siempre
que tratemos el conjunto R" estaremos automaticamente pensando en el espacio
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vectorial sobre R, y [lamaremos vectores a sus clementos y cscalares a los elementos
de R, como comentamos para el caso de R”.

Queremos observar que, auncue el texto trata los espacios vectoriales en general,
la experiencia nos muestra gue, al menos en lo que se refiere al nivel exigible a un
estudiante de ADE, €l manejo practicamente exclusivo de los BR" es mas que suficiente
para comprendcer los conceptos v las propiedades mas importantes de los espacios
vectoriales.? Ademas, en ningin caso mancjaremos — para espacios vectoriales— un
cuerpo que no sea R.

Finalmente, queremos enfatizar al lector la definicion de componente de un vec-
tor; si (ety, ¢t2,..., ®¢n) esunvector de R, diremos que su primera componente €8 oy,
que su segunda componente es ¢y, etc.; en general, diremos que su f-ésima compo-
nente cs o (1 < § € 1), Por ejemplo, para el vector (1,-3,7,0) de B, la primera
componente ¢s igual a 1, la scgunda igual a —3, la tercera igual a 7, v la cuarta igual
aQ.’

Subespacios vectoviales  Comgo los Unicos espacios vectoriales que realmente

nos interesan en este curso son los del tipo R® (r = 1), veamos como sc formula

el concepto de subespacio vectorial aplicade sélo a ellos. Un subconjunto F, no

vacio, de R" cs subespacio vectorial del espacio vectorial R™ si se satisfacen dos

propiedades (que cn ¢l texto se designan (8V1) y (SV2)):

(SV1) la suma de veclores de F es un vector también de F; es decir, para cada vec-
torv = (vy,v2,..., Uy ) ¥ cada vector w = {w, wy,..., W,} pertenecientes a F,
pertenece a su vez a F €] vector siguiente:

VW= (v, v, V) (W W, W)
= (V) 4+ W,V + W, L Uy g )
{SV2) el producto de cualquier escalar (¢sto es, de cualquier mimero real) por un

vector de F ¢s un vector también de F; o lo que es lo mismo: para cada A € R
ycada v = {V1,Va,..., Uy} € F, pertenicce a su vez a £ el vector:

Av = A(v), V2, va) = (Av A, AU

Es importante sefialar quc si F es subespacio vectorial de R", entonces F es en si
mismo un espacio vectorial ¢on la adicion de vectores y la multiplicacién de numeros
reales por vectores.?

“Por este motivo 110 se hacen preguntas, en las pruchas presenciales, sobre espacios vectoriales de
otro lipo.

YEl molivo de enfatizar esta sencilla definicion es la posibilidad (que efecrivamente se da con mucha
frecuencia) de que el alumno confunda componente con coordenada, concepto gue surgira mas adelante.

4 Técnicamente, con la restriccion de estas operaciones a F.
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Podemos estudiar si un subconjunto de R" es subespacio vectorial 0 no de otra
forma, haciendo uso de la caracterizacion cnunciada en la proposicion L1 (ct. p. 39).
Esta, para el caso de RP, tiene este aspecto: un subconjunto I de R", no vacio, es
subespacio vecteorial de RP precisamente si cualesquiera que sean los vectores v v w
dec F, v los escalares o v 8, pertenece a F el vector:

QU+ Bw = oy, Uz u o, Un) + Bl wo, o, wy)

=@y + Bw, v + Bwe, ..., oV, + Bug).

Ademas de la caracterizacion anterior, vemos otras propiedades de los subespa-
cins vectariales. Es de destacar que el vector 0 es un elemento de cualguier subespa-
cio vectorial; recuérdese que, en €l caso de log R™, el vector O es el veclor (0,0,...,(
{con » ceros). Otra propiedad muy importante es que la interseccién de subespacios
vectoriales es a su vez un subespacio vectorial.

El estudio de subespacios vectoriales particulares se inicia con los de &2, Ademas
de {{0,0)] y del propio R®, s¢ muesira que es un subespacio vectorial de R? todo
conjunto de esta forma;

Ria,b) = {Ala,b) | A e R},

donde {(a, b) ¢5 un par ordenado de niimeros reales. Por ejemplo:
Ri1,3r={A{1,3)j Ae R] = {(A,30) | A e R}].

Observemos que cada vector de este conjunle R(l, 3) —conjunto que es subespacio
vectorial de R?, como decimos— es de esta [orma: (A, 3A) para algun A € R. Podemos
decir que (A, 3A) es un vector genérica del subespacio veclorial R{1,3). Notese tam-
hién que, a la vista de este vector genérico (A, 34), podemos afirmar que los vectores
dc este subespacio vectorial son los gue satisfacen que su sepunda componente ¢s el
triple de la primera.” Asi: (2,6), (—4,—-12) ¢ (1/3, 1) son vectores de Rt1,3); pero no
loson (1,4), (0,11 01(1/2,2}.

Otro ejemplo: R{2,-5) = {(2A, =54} | \ € R}, Un vector genérico de este otro
subespacio vectorial de R es {2, —3A), 10 que puede interpretarse asi: los vectares
de este subespacio vectorial son aquellos cuya scgunda componente es igual a la pri-
mera multiplicada por —5/2. Los pares ordenados {1,—5/2), {(—4,10) 0 (2/3,-5/3)
pertenecen al subespacio vectorial; no asi los pares (1,0}, (3, -+3) o (1,—-1).

Otra forma de presentar un subespacio vectorial de R? ¢s con una ecuacion (una
ecuacion lineal, para ser mas exactos). Por ejemplo, el conjunto siguiente es un subes-
pacio vectorial de R

F={{x],x2) € R® | 3x, ~x,=0}.

30 tambicn: son aquellos vectores cuya primera COMPORCRLe es igual a un tercio de la segunda.
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Sus clementos son los vectores (x,x;) cuyas componentes, x; y X, satisfacen la
ecuacion 3x; — x; = 0. Verbigracia, (4, 12) es un elementode F, pues; 3-4-12 = 0.
Notemos que la ecuacién 3x, — x; = 0 es equivalente a csta otra: x; = 3x,, lo que
nos permite afirmar: los elementos de F son los vectores cuya segunda componente
es igual al triple de la primera. Es decir, los elementos de F y los del conjunto R(1, 3)
son los mismos; ambos subespacios vectoriales son iguales.

En el texto comprobamos un resultado que generaliza el case particular anterior:
cuando el vector (da, b) no es ¢l (0,0) {o lo gue es lo mismo: a y & no sen simultanca-
mente nulos}, se tiene:

[tx1,x2) € R | ax| + bxy = 0} = R(-b,a).

Otro ejemplo: {(x),x2) € R* | ~3x1 ~ 2x2 = 0} = R(2,-5). Obsérvese que si (a, b)
fuera el vector nule (es decir, si (a, b} = (0,0)), entonces Ria, b) sc reduce al con-
junto {(0,0}}; en simbolos: R{0,0) = {{0,0)1.

Notd s importante sefialar que la ecuacion que define un subespacio vectorial de R* debe
ser de la forma ax, + bx: = 0 {(con a v b numeros reates}. En particular, cualquiera de
la forma ax; + kx> = d, con d un namero real distinto de 0, no define un subespacio
vectorial. Por ejemplo, el conjunto {{x;,x2) € R¢ | —x) + 2x; = —2] no s un subespacio
vectorial de B2 A

A continuacion pasamos a estudiar subespacios vectoriales de R%. Los conjun-
tos 1{0,0,00} v R? son subespacios vectoriales de R?, y también lo son los conjuntos
de este tipo:

Ria,b,c) = {Ata,b,cy | A e R},

donde {a. b, c) es una terna de numeros reales. Asimismao, los conjuntos definidos
por una ecuacion, andlogos al subconjunte F de R* que consideramos anles, son
subespacios vectoriales de R3; por ejemplo, es subespacio vectorial de R?* este con-
junto:

floe), xz,x3) € R? | 2x) — x2 + 3x3 = 0},

formado por los vectores {x;,x2,x3) de R’ tales que 2x; — x» + 3x3 = 0. (O hien
tales que: x» = 2x; + 3x3, lo que se puede expresar con palabras asi: los vectores
de R? tales que su segunda componente es igual al doble de la primera mas el triple
de la tercera.)

La prueba de que los subconjuntos de R* anteriores son subespacios vectoriales
de R* es, mutatis mutandis, como la del caso de RB?, Sin embargo, debemos hacer
nolar que no se verifica para R? ningun resultado de igualdad entre subespacios

%%i es, v 1o veremos mas adalante en este misma capitulo, un subespacio afin
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vectoriates definidos por una ecuacion y subespacios vectoriales del tipo R(a, b, c),
como ocurre para R?.

Queremos llamar la atencién, por ser especialmente ilustrativo, del cjemplo 10
(cf. p. 42). Se trabaja con estos subespacios vectoriales de R3:

F] = {(XI.X:.X_;} L= R:i Ix] — 2x.2 + X3 = 0}'

Fr={lx,x2.x3) € R® | x) = 2x3},

y se demuestra que su interseccion es igual al subespacio vectorial RB({4, 3, 2). Note-
mos que esta interseccion puede escribirse asi:

FrnF)= {{xhX_:.X;;) € R3|X1 —2x+x3=0v x, =2X3],

es decir, como un subespacio vectorial definido por dos ecuaciones.’
Finalmente, generalizamos lo visto a cualquier R, Enfatizamos aqui, en particu-
lar, que es subespacio vectorial de R" cualguiera de la forma:

Hix1, 22,0, xn) €R" layx) +aaXy+ -+ + anXy =0},

donde o, a2, ..., ay SON NUMeros reales. No seria subespacio vectorial este conjunto
si la ccuacion fuera ayx) ~ daXo + - - - + dpXxy, = d con d = 0.

Sumua de subespacios vectoriales  Comienza esta seccion definiendo la suma
de subconjuntos de un espacio vectorial. Si A y B son dos subconjuntos de R”
{no olvidemos que en todo momento particularizamos a B*}), su suma es el con-
junte cuyos elementos son vectores obtenidos como suma de un vector de A y otro
de B. Fsta definicion se generaliza facilmente a mas de dos conjuntos. El ejemplo 11
(cf. p. 44), de suma de dos conjuntos, vy ¢l ejemplo 12 (cf. p. 43), de suma d¢ tres, son
suficientemente ilustralivos.

El resultado mas importante de esta seccion es que la suma de subespacios vec-
toriales es a su vez un subespacio vectorial. El ejemplo 13 icf. p. 45) es importante;
en él se muestra esta igualdad de subespacios vectoriales:

R(]-'O'O) + {R(Ol{)t 1} = {(xl‘x_'.x}} € R; l Xz =0}|

en la que vemos, cn particular, como un subespacio vectorial de R® definido por una
ecuacion se puede expresar como suma de subespacios vectoriales del tipo Ria, b, ¢).
En general, cuando trabajamos con subespacios vectoriales, de lo que se trata es de

“Mas adelante, tras estudiar sislemas de ecuaciones lineales en ¢l capitulo IV, veremos comao rela-
cionar subespacies vectoriales definidos por ecuaciones con subespacios vectoriales de tipo Ria, b, ),
y no sato para RY, sino para cualquicer R,
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relacionar subespacios determinados por una ecuacion o por varias (éstos ultimos
son interseccion de tos determinados por una sola ecuacion) con la suma de subes-
pacios del tipo Ri{ay, do,...,dy). Hasta el capitulo 1V, cuando tratemos los sistemas
de ecuaciones lincales, no tendremos herramientas suficientes para resolver com-
pletamente este problema; por ahora, nos debemos conformar con estudiar algunas
situaciones particulares, como la del citado ejemplo 13 o las vistas en Ios ejercicios
del manual Problemas Resueltos.

Otro concepto importante de la scccidn es el de independencia de subespacios
vectoriales. Dos subespacios vectoriales {(de R™) son independientes si todo vector
de su suma se puede obtener de forma wnica comn suma de un vector del primero ¥
un vector del segundo. La proposicion 1.4 (cf. p. 48) muestra una manera sencilla de
comprobar la independencia: que dos subespacios vectoriales sean independientes
es equivalente a gue su interseccion se reduzca al conjunto [{0,0,..., 0.

kn el ejemplo 17 {cf. p. 48), para los subespacios vectoriales de R? siguientes:

Fl=R0,1,1) v Fo={{x;,xnx3)€ R x; = x2+x3},

se prueba tienen un inico vector en cormn: (0,0, 0), con lo que se esta efectivamente
demostrando que son independientes. Por otra parte, en el ejempla 18 (cf. p. 49)
se comprueba que la suma F| + F» es igual a R3. Esto significa: todo vector de R?
s¢ puede escribir como suma de un vector de Fy ¥ un vector de Fp, v ademas esta
descomposicion del vector en suma de dos, uno de cada subespacio, es unica.

También hablamos de suma directa, que no es mas que la suma de suhespacios
vectoriales independientes. Por ejemplo, la suma de los subespacios vectoriales I
v F» de B3 del parrafo anterior es suma directa; se denota: £, @ Fa. Y también se de-
fine el concepto de subespacios vectoriales suplementarios: son aguellos cuya suma
directa es igual a todo ¢l espacio vectorial. Los subespacios vectoriales F| y Iz de los
que venimos hablando son suplementarios: Fy @ 5 = R3.

Termina el apartado de independencia de subespacios vectoriales con la generali-
zacion {por otra parte inmediata) de la nocién de independencia {y de suma dirceta)
a mas de dos subespacios vectoriales. Es de observar, sin embargo, que la caracte-
rizacion vista de la independencia de dos subespacios vectoriales {interseccion igual
a {(0,0,...,001) no admite una generalizacion inmediata a més de dos.

Lo Altimo que vemos en esta seccion es el importante concepto de combinacion
lineal. Afirmar que un vector v (de R™) es igual a una combinacion lineal de los k
vectores #), Mz, ..., g (todos de B™) no es mas que afirmar sc verilica la igualdad
Vo= o) + our 4 -+ oMy para algunoes nimeros reales o, oy, ..., o (A los
que a veces nos referiremos como los ceeficientes de la combinacion lineal). Dicho
mas técnicamente: el vector v es igual @ una combinacion lineal de fos k vectores u;,
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U, ..., u; si v esun elemento de la suma de subespacios vectoriales siguiente:
Ruy + Buz + -+ - + Rug.

Por ejemplo, el vector (2,3) de R? es igual a una combinacion lineal de los vee-
tores (1, 1) y (0, 1}, pues se tiene:

(2,3y=a(l, 1} + b(0,1) paraa=2yb=1;

los coeficientes de esta combinacion lineal son ¢ = 2y b = 1. Otra forma de transmi-
tir la misma idea: (2,3) € R(1,1) + R(0, 1).

Notese que, sean los que sean los vectores ug, Uz, ..., w; de R, el vector nu-
lo: (0,0,...,0), es igual a una combinacion lineal de ellos; no hace falta mas que
tomar todos los coeficientes iguales a 0:

(0,0,...,0) = Ouy + Ouos + - - -+ Qug.

Subespacios afines Un subespacio afin de R™ es un subconjunto de R obtenido
como suina de un vector y un subespacio vectorial de R”. Si v es un vector y £ es un
subespacio vectorial (ambos de B"}, el subespacio afin obtenido comoe suma de cllos
se denota; v + F.8

Cuando sumamos un vector y ¢l subespacio vectorial {(0,0,...,0)}, obtenemos el
conjunto cuyo unico elemento es el vector. Cuando sumamos el vector (0,0,...,0) v
un subespacio vectorial, obtenemos c¢ste mismo subespacio vectorial. Estos son los
cjemplos mas sencillos de subespacios afines: los conjuntos formados por un solo
vector y los propios subespacios vectoriales.

Para obtener mas subespacios afines, no tenemos mas que sumar un vector a
cada subespacio vectorial que conocemos, v fundamentalmente hemos visto dos
tipos de subespacios vectoriales: los del tipo R(ay,adz,...,an) v los definidos por
una ecuacion.”

In el primer caso, obtenemos un subespacio afin de este tipo:

(v, Mo, . v+ B{a@, dz, .., ap).

Si el vector {ay,dp,...,dy) ¢S no nulo, de este subespacio afin se dice es una recta
de R*1® Por ejemplo, el conjunto (1,1} + R(2,3}) ¢s una recta de R, y el con-

junto (0,1, -3) + R(2, —10,0) es una recta de R?.

8e suyo, fa notacion deberia ser {v} + F, pero abreviamos quitando las laves,
%Estos tipos “basicos” son los que luego intersecamos o sumamos.

YINatese que si el vector (aj.ds,...,d,) es no nulo, entonces el subespacio vectorial Riay, do, ... dy)
no es igual al £10,0,....M1, y el subespacio afin anterior no se reduce al conjunto (v, ve,. .. vy},
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I'n el segundo caso, obtenemoes un subespacio afin de este olro Upo:
(U1, Vo, V) + [0 X200, X0) € R | )Xy +deXa + - + dnXxy =0}

Una consecuencia que se extrae del texto es que estos subespacios afines se pueden
escribir de esta forma:

fixnxeox) e R Tarxy +azxs + -+ apx, =d}, (1)

dondc d es un namero real. (El nimcero d puede ser nulo o no; en ¢l primer caso,
estariamos anle un subespacio afin que también es subespacio vectorial; en el se-
gundo, ante un subespacio afin que no seria subespacio vectorial.) Cuando los niime-
ros a,, daz, ..., d, no son simultdncamente nulos, de todo conjunto de la forma (1) se
dice es un hiperplano de R™.!! Los hiperplanos de R son, pues, subespacios afines
determinados por una ecuacion de la forma a xy + azxz + - -+ + dyXy = 4 con los
NUmeros &, o, ..., d, No simultanecamente nulos.

A modo de muestra de lo dicho, en el ejemplo 33 (cf. p. 61) se prueba que el
hiperplano determinado por la ecuacion x; — x3 = 4, ¢s decir;

A= lix), x0,x3) € R | x| —x3 =4},

verificas A = (4,0,0) + [{x),x2,x3) € R3 | x| — x3 = 0.

[l altimo concepto gque se estudia cn esta seccion es el de combinacion afin. Afir-
mar que un vector v es igual a una combinacion afin de los k vectores uy, uy, ..., Uy
significa afirmar se satisface la igualdad v = ojuy + ool + - - - + o Uy para algunos
numeros reales oy, o, ..., & que suman 1; es decir:

V=l + oy + -+ My ¥ K+t o =10
Por ejemplo, el hecho de que se verifique:
(1,-2,-1y=all,0,-1)+ h(1,2,-1), paraa=2yb=-1,

permite afirmar que el vector (1, -2, —1) es igual a una combinacion afin de los vec-
tores (1,0,—-1)v (1,2,~-1),puesa + b= 1.

Sistemas de vectores  Un sistema de vectores de R® es una coleccion finita or-
denada de vectores de R?. Escribimos un sistema de vectores entre paréntesis, sep-
arando los vectores por comas. Por ejemplo, los cuatro siguientes son sistemas de
vectores de R2:

((1,2),(=1,0), ((0,0),(L,=1),(1,-1)), ({+2,2)), ((=1,0),(1,2)).

V1Si ios nimeros ), a2, ... dy son todos nulos, ¢l subespacio afin resulta igual a RY, que no se
considera un hiperplano.
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El primero vy el cuarto son sistemas en los que figuran dos vectores; se dice que su
cardinal cs igual a 2. El segundo sistema tiene cardinal igual a 3 {se considera que
cn definitiva figuran tres vectores, a pesar de que hay uno repetido); y el tercero,
cardinal igual a 1. Es de observar que el primer sistema y el cuarto tienen los mismos
vectores, pero no en £l mismo orden; se consideran sistemas distintos.

Consideraremos también sistemnas de vectores de B3, que se definen de manera
analoga; por ejemplo: ((1,-2,2},(0,—-1,0}) o {{1,0,0),{1,-1,-23),(1,-1,0). Y
alguna vez también sisternas de vectores de R, como {((0,-1,-2,1),(1,-2,5,0})
o ((0,1,0,0),(0,1,-1,-3),(-1/2,-1,0,1/3)).

Vectores linealmente dependientes  Dados unos vectores de R, sabemos que
es posible expresar el vector (0,0} coma combinacién lineal de ellos: al menos con
todos los coeficientes de la combinacion lineal iguales a 0. Si es posible expresar ¢l
vector (0,0) como combinacion lineal de los vectores dados de forma que alguno de
los coeficientes de la combinacién lineal sea distinto de (, se dice que los vectores
son linealmente dependientes,

A modo de ejemplo, consideremos los vectores (1,-1) y (2, -2) de R>. Toda
combinacion lineal de ellos es de la forma: {1, -1) + 8{2, -2), con & y B numeros
redles; jalguna de estas combinaciones lineales es igual al vector (3,0} v es tal que
uno de los dos coeficientes, & ¢ § (0 ambos), es no nulo? Si; por ejemplo, para o« = 2
y B = -1 se obtiene:

ofl, =)+ f(2, -2y =2(1,-1} - (2,-2) = {0,0),

le que permite responder afirmativamente la pregunta recién formulada. Los vecto-
res (1,—1)y (2, —2) son entonces linealmente dependientes. También expresaremos
esto afirmando que el sistema ((1,-1),(2,-2)) es un sistema ligade.

La definicion se extiende con facilidad a vectores de R? {y de R*). Por ¢jemple, los
vectores (1,-1,0) y (—2,2,0) de R? son linealmente dependientes, pues podemos
escribir:

(L,-1,00 + %{—2,2,0) = {0,0,03,

que es una combinacion lineal de elios igualada al vector (0, 0, 0} v con alguno de los
coeficientes (en este caso, ambos) distinto de ().

Saber si unos vectores dados son linealmente dependientes o no, o lo que es lo
mismo: saber si el sistema que forman es ligado © no, es facil cuando se trata de uno
o de dos vectores. Un sistema formado por un Gnice vector es ligado si el vector es
nulo (es decir, si es igual a (0,0) en €l caso de R?, 0 a {0,0,0) en el caso de RY), y no
es ligado si el vector es otro cualquiera, Por cjemplo, el sistema ((1, -8)) de B no ¢s
ligado, v si lo es ((0,0}), que es de heche el Gnico sistema ligado de R? con un tnice
vector.
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Para un sistema formade por dos vectores, no ¢s mucho mas dificil: si ambos
vectores son proporcionales, el sistema es ligado, v no es ligado en caso contrario.
;Qué significa que los dos vectores sean proporcicnales? Que uno de los vectores
es igual a un nimero multiplicado por el otro. Por ejemple, los vectores (2, —4)
y (1,-2) son proporcionales, porque el primere puede obtenerse del segundo mul-
tiplicando por un nimero, en este caso 2: (2, —4) = 2{1,-2); el sistema que ambos
forman: ({2, -4}, (1, —2}), es entonces ligado.

Otro ejemplo: los vectores (1,0,3) v (—2,1,1) no son proporcionales. jComo
podemos verlo? Si fueran proporcionales, deberiamos ser capaces de obtener uno de
los vectores multiplicando el otro por algiin nimere; un simple vistaze nos mues-
tra gue ello es imposible: no hay forma de multiplicar por un mismo namero los
numeros 1, 0 y 3 para obtener, respectivamente, ~2, 1 y 1, y viceversa: no hay forma
de multiplicar por un mismo namero los nameros —2, 1 y 1 para obtener, respecti-
vamenle, 1, 0 v 3, Estos vectores uo son, pues, lincalmente dependientes; el sistema
que forman no es ligado.

Si tenemos tres o mas vectores, se puede proceder como se hace en el ejercicio 2
{cf. p. 66), o se puede calcular el rango de los vectores e interpretar adecuadamente
el resultado. Para los sistemas de vectores que manejaremos, este segundo método
es en general el mas sencillo, v por tanto el mas recomendable; en la seccién 10 de
este mismo capitulo lo aprenderemos.

Vectores linealmente independientes  Unos vectores dados son linealmente in-
dependientes si no son linealmente dependientes. También se dice: un sistema de
vectores es libre si no es ligado. En concreto, que unos vectores sean linealmente in-
dependientes, o que un sistema de vectores sea libre, significa entonces lo siguiente:
la 1inica combinacion lineal de esos vectores gque es igual al vector nulo es aquella en
la que todos los coeficientes son iguales a 0.

De acuerdo con lo dicho en el apartado anterior, podemos afirmar lo siguiente:

« Fl sistema formado por el vector nule es ligado, v cualquier otro sistema for-
mado por un inico vector es libre,

» Un sisterna formado por dos vectores es ligado o es libre segin sean los vec-
tores proporcionales ¢ no, respectivamente. Por ejemplo, los vectores (1,0, 3}
y (=2,1,1) de R no son proporcionales {lo vimos en ¢l apartado anterior),
luego son linealmente independientes; el sistema que forman cs libre.,

» Para un sistema formado por tres o mas vectores, podemos calcular su rango e
interpretar el resultado (método ya apuntado antes al ver la dependencia lineal,
¥ que veremos mas adelante).
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Sistemus de generudores y bases de un espacio vectorial  Un sistema de
vectores de B2 es un sistema de generadores del espacio vectorial R® si todo vector
de R* s¢ puede escribir como combinacién lineal de los vectores del sistema. También
se dice, mas simplemente, que los vectores del sistema generan R°.

Por ejemplo, el sistema de vectores ((1, 1), (0, 1)) es un sistema de generadores
de R*. ;Qué significa? Que todo vector de R* es igual a alguna combinacion lineal de
los vectores {1, 1} v {0, 1). Por ejemplo:

(1,2) = (1,1} +(0,1), (0,0) =001, 1} + 00, 1),
o (-1,-2y=—-(L1}- (0,1},

y un vector geneérico (a, b} de R? verifica: (a,b) = a(), 1} + (b — a){0, 1)}, igualdad
que lo expresa efectivamente como combinacion lineal de los vectores (1,1) y (0, 1),

Cuando un sistema de generadores es, ademas, un sistema libre, recibe el nembre
de base. Una base de RY ¢8, pues, un sistema cuyos vectores son linealmente inde-
pendientes v generan R-. El sistema dcl ¢jemplo del parrafo anterior: {(1,11,(0,1}),
¢s una base de RZ: sus dos vectores generan R, y como no son proporcionalces,
también son lincalmente independientes. Todo vector de R? es cntonces igual a
alguna combinacién lineal de los vectores (1,1} v (0,1), ya lo hemos dicho, pero
hay algo mas al tratarse de una base: esa combinacion lineal es anica. Por cjem-
plo: (-1,1) = —{1,1} + 2(0, 1}, ¥ no hay otra mancra de escribir {—1, 1) como una
combinacion lineal de (1,1) y (0,1); es decir, los cocficientes de una combinacion
lineal de estos dos vectores que sca igual al vector (-1,1) han de ser necesaria-
mente -1 y 2. Se dice que -1 y 2 {en este orden) son las coordenadas del vec-
tor (-1, 1} enlabase ((1,1),(0, 1)),

Nota benc No deben confundirse las coordenadas de un vector {en una base) con las com-
ponentes del vector. A

Estos conceptos se extienden con facilidad a &', Por ejemplo, el sistema de
vectores ((1,0,0),(1,1,0),(0,0,1)) resulta ser una base de ®*. Esto significa que
cada vector de B3 es igual a una unica combinacion lineal de los vectores (1,0,0,
(1,1,0} ¥ {0,0,1}; los coeficiontes de esta inica combinacién lineal son las coorde-
nadas del vector en la base. Para el vector (1, 1,3}, por ejemplo, sc tiene la igual-
dad: (1,1,3) = 0(1,0,0) + 1(1,1,0) + 3(0,0,1), ¥ no hay otra forma de escribirlo
como combinacion lineal de los tres vectores; los ntimeros 0, 1 y 3 (en este orden)
son las coordenadas del vector (1,1,3) en la base {(1,0,0),(1,1,0),(0,0,1)).

Quercemos enfatizar algo importante: el orden ¢n el que se citan las coordenadas
de un vector en una base es fundamental: se cita como primera coordenada el coe-
ficiente del primer vector de la base, como segunda ¢l coeficiente del scgundo vec-
tor, v asi sucesivamente, Asi, por ejemplo, el vector de coordenadas -1y 2 ¢n la
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base ({1,1},{0,1)} esel {—1, 1}, como ya hemos visto, pero el de coordenadas 2 y ~1
es: 2(1,1) — {0, 1) = (2,1}, que es otro veclor distinto.

No hemos dicho nada en las lineas anteriores schre algiin método practico que
permila averiguar si un sistema de vectores es de generadores, o incluso si es una
base. En general, el método mads sencillo es ef calculo de su rango, que estudiaremos
en la seccion 10. Por otro lado, cuando va sabemos que cierto sistema dado es una
hase y queremos averiguar concretamente las coordenadas en esta base de cierto vec-
tor, encontrarlas requiere en general resolver algiun sistema de ecuaciones lineales;
los estudiaremos en el capitulo IV.

No queremos dejar de resefiar aqui 1o que es la base candnica de R* y la base
canonica de R3. La de R? estd formada por dos vectores: ({1,0}, (0,1)); v la de R3
por tres vectores: ({1,0,0),(0, 1,0}, (0,0, 1)}. Es interesante observar que las coorde-
nadas de un vector en la base candnica son precisamente las componenles del vector,
Por ejemplo, las coordenadas del vector (2,3) en la base canénica de R* son 2 y 5,
exactamente sus componenles, pues: (2,3) = 2(1,0) + 5(0, 1. En ¢l texto (cf. p. 74),
puede encontrar ¢l leclor la generalizacion a la base canonica de R”.

Finalmente, en esta seccién se incluye ¢l deneminade teorema de la base incom-
pleta. Este teorema es un resultado técnico, que se aplica en ciertas demostraciones
tedricas. Aqui solo nos interesa resaltar una consecuencia muy importante. En R2,
tedos los sistemas de vectores que son base tienen la misma cantidad de vectores,
precisamente dos. Para B? la consccuencia es analoga: todas las bases de R’ tienen
el mismo namero de vectores, tres en este caso. Y también acontece que todas las
bases de R tienen }a misma cantidad de vectores: cuatro. La generalizacion de esta
consecuencia a cualquier B" cs que todas las bases de £" tienen n vectores.

Dimension de un espacio vectorial ~ Comeo acabamos de decir, todas las bases
de R tienen la misma canlidad de vectores; esta cantidad de vectores de cualquiera
de las bases de R se denomina dimension del espacio vectorial &2, El espacio vecto-
rial &2 es, pues, un espacio vectorial de dimension igual a 2.

La definicién de dimension se extiende andlogamente a R, y a todos los R™.
Asi, ¢l espacio vectorial R? tiene dimensién igual a 3, R* dimension igual a 4, y R?
dimensi6n igual a ».

Instames al alumno a leer detenidamentc las consecuencias de la definicion de
dimension, por ser may ltiles para trabajar los cjemplos practicos. 1estacamos aqui
una de ellas: cuando tenemos un sisterma de vectores (de R o de R?, por ejempio) de
cardinal igual a la dimension (es decir, con tantos vectores como marca la dimension),
para saber si es 0 no base no es necesario comprobar que sc trata de un sistema
de generadores y también comprobar que se trata de un sistema libre: en cuanto
es una de las dos cosas, automaticamente también es la otra. Por ejemplo, los dos
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vectores (1, —2) v (5, —9) de R? forman un sistema libre {(pues ne son proporcicnales);
como son tantos vectores como marca la dimension de R* (va que son exactamente
dos), automaticamente son también generadores de R2, y el sislema que forman es
una base de R”.

Y otra consecuencia mas: no es posible tener una cantidad de vectores lineal-
mente independientes mayor gue la dimension. Asi, por ejemple, en R? todo sistema
de tres 0 mas vectores es ligado, y en B3 todo sistema de cuatro o mas vectores es
ligado.

También se aplica le definicion de dimension a los subespacios vectoriales de un
espacio vectorial.!? Hay una propiedad en la que se relacicna la dimensién de un
espacio vectorial con la de sus subespacios vectoriales. Inunciada esta propiedad
particularizada para R¢, reza asi: la dimension del espacio vectorial R es mayor
o igual que la de cualquiera de sus subespacios vectoriales, y el Unico subespacio
vectorial de R? que tiene dimensién igual a 2 es el mismo R?, Como consecucncia,
cualquier subespacio vectorial de R” tiene dimension igual a 1, excepto el mismo R?,
que la tiene ignal a 2, y excepto el que tiene como 1inico vector el vector nulo: {(0, 031,
cuya dimension se define como igual a 0.1 La extensién a R® (v a cualquicr R") cs
analoga: todo subespacio vectorial de R? tiene dimension igual a 1 0 a 2, excepto el
propic k3 (dimension igual a 3) y el {{0,0,0)} (dimension igual a 0).

Rango de un sistema de vectores  El rango de un sistema de vectores de R?2
se define como la dimension del subespacio vectorial de R? que generan. Y andloga
definicion tiene ¢l rango de un sistema de vectores de R? o de cualquier R7, En el
texto podemos encontrar una lista exhaustiva de propiedades, todas obtenidas de
forma mas o menos sencilla a partir de esta definicién. Una de ellas es esta: el rango
de un sistema es menor o igual quc la cantidad de sus vectores (dos vectores, por
ejemplo, no pueden generar un subespacio vectorial de dimensién mayor que 2},
¥ el rango también ¢s moenor o igual que la dimension del espacio vectorial al que
pertenecen los vectores (si [os vectores son, por ejemplo, de R*, no hay forma de que
generen un subespacio veclorial de dimension mayor que 3},

Otra propiedad, que es necesario destacar, establece que el rango de un sistema
de vectores coincide con el maximo nimero de vectores lincalmente independientes
que hay entre cllos. Como consecuencia de esta propiedad, si uno de los vectores del

'“Puesto que un subespacio vectorial es en si mismo un espacio vectorial.

'No podemos aplicar al subespacio vectorial (0,07} la definicién dada de dimension: nimero de
vectores de cualquiera de sus bases, ya quc es un espacio vectorial que no admite base (como no hay
vectores no mlos, no hay vectores linealmente independientes), Defininos la dimension de este espacio
vectorial come igual a 0. Lo mismo acontece con el subespacio vectarial de cualquier R? formado salo
por el vector nule, como por ejemplo {10,0, 011 su dimension se define igual a 4.
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sistema es ¢l vector nule, al eliminarle obtenemos un sistema con un vegtor menos
pero con el mismo rango. Lo mismo acontece si climinamos un vector que sea pro-
porcional a algin otro del sistema: el nueve sistema (con un vector menos) tienc cl
mismo rango. Por ejemplo, los tres siguicntes sistemas de vectores de B® tienen el
misma rango:

((1,2),(0,0),(~2,-4)), ((1,2),(-2,-4)), ¥ ((1,2)).

De forma mas general, si un vector del sistema es igual a alguna combinacion lineal de
los restantes vectores, al eliminarle el rango no varia, Por ejemplo, si en un sistema
de tres vectores acontece gue el primerg es igual al doble del segunde menos el
tercero, el rango no varia al quitar el primer vector; es deciy, si # = 2v — w, entonces
los sistemas (4, v, w) v (v, uw} tienen el mismo rango.

Hay una propiedad del rango que sera muy util cuando veamos mas adelante,
en este mismo epigrafe, un método practico para su calculo: el rango de un sis-
tema de vectores no varia si sustituimos un vector del sistema por el resultado de
sumarle una combinacion lineal de los restantes. Por ejemplo, si en un sislema de
tres vectores sumaramaos al primero el doble del segundo mas el cuadruple del ter-
cere, obtendriamos un nuevo sistema con el mismo rango que el primero; ¢s decir:
rango {u,v,w) = rango (1 + 2v + 4w, v, w).

Finalmente, querernos recoger agui una propiedad mas. Cuando eliminamos un
vector de un sistema, sabemos gue el rango no varia si ese vector es igual a alguna
combinacién lineal de los demas. Pero, jgué ocurre si tal vector ne es igual a vna
combinacién lineal de los restantes vectores? Acontece que ¢l sistema nuevo (con un
vector menos) tiene por rango el del sistema original disminuido en 1. Por ejemplo,
dados tres vectores M, v v w, si del tercero sabemos que no es igual a una combi-
nacién lineal de los otros dos, pedemos escribir: rango {u, v, w} = 1 + range {u, v).

Esta ultima propicedad del rango cs especialmente aplicable cuando los vectores
(de B™) son tales que todos ticnen una misma componente igual a 0, excepto uno,
que la ticne distinta de 0. Por ejemplo, los vectores (1,0}, (3,0} v (0, —1) de R® son
asi: los dos primeros tienen una misma componente nula: la segunda, v el tercero
la tiene no nula. ;Qué podemos afirmar de estos vectores? Que no hay forma de
abtener el tercero de ellos come combinacion lineal de los dos primeros.!* Se tiene
entonces: range ((1,0),(3,0), (0, 1)) = 1 + rango ({1,0}, (3,0}).

HNatese que cualquier combinacion lineal de los vectores (1,00 v (3,0) es un vector de la
forma: (1,00 + £13,0% = tee+ 38, (1) (para algunos nameros reales o ¥ 8), v el vector (e + 38, 0) también
tience nula su segunda componente: de ninguna [orma, pues, puede ser igual a (0, —1}. Al hacer cont-
binaciones lineales de vectores gque lienen nula una misma componente, se obtienen inevitablenente
vectores gue siguen teniendo nula £sa contponente.
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Calcular el rango de un sistema de vectores dado no es difici]l en la practica,
al menos para nuestro ¢aso: vectores de R° o de RY, o acaso de RY, Cuando el
gistema tiene un unico vector, ol rango es iguat a 0 81 ese Qnico vector es el vector
nulo: {0,0) o (0,0,0), y es igual a 1 si ese vector ¢s cualquier otro. Por ejemplo:
ranga ((1,2,4)) = 1 y rango ((0,0,0,0}) = 0.

Cuando se trata de dos vectores, y descartado ¢l caso trivial en que ambos fueran
nulos (el rango seria igual a 0), se tiene que el rango es igual a 1 si ambos vec-
tores sen proporcionales, y es igual a 2 si no son proporcionales. (Recuérdese que
el rango coincide con el numere maximo de vectores linealmente independientes.
Si los dos vectores no son proporcionales, soh linealmente independientes y tal
ntimere maximo es 2; si los vectores son proporcionales, son linealmente depen-
dientes y tal nimero maximo ¢s 1.} Por ejemplo: rango {(1,2,0),{-1,-2,M) = 1,
ranga ({—1,1),(7,-7}) = I yrango {(—1,1,2,1/2),{-1,-2,3/2,0)) = 2.

Cuando el sistema tiene mas de dos vectores, es posible reducir ¢l problema a
un sistema con un vector menos, haciendo uso de las propiedades que hemos visto.
Si del sistema que nos dan guitamos un vector directamente, tenemos en general el
problema de saber si ¢s 0 no igual a una combinacién lineal de tos restantes: si lo
es, ¢l rango no varia por quitarlo; si no lo es, el rango disminuye en 1. Lo que se
pretende entonces es “transformar” el sistema en olro nuevo, con ¢l mismo namero
de vectores y con el mismo rango que el original, pero tal que sélo con verlo podamos
asegurar de algune de sus vectores que no es igual a una combinacion lineal de los
demas. Podemeos buscar el nuevo sistema con la intencion de que todos sus vectores
tengan una misma componente igual a , excepto uno que la tenga ne nula; si lo
conseguimos, de este ltimo vector podremos efectivamente decir que no es igual a
una combinacion lineal de los demas.

Consideremos, por cjemplo, el sistema {(1,2,-3),{2,~1,7),{-1,0, 1)), de vec-
tores de R}, Buscamos, & partlr de éste, otro sistema con el mismo nimero de vee-
tores v con el mismo rango, pero tal que dos de sus vectores tengan nula, verbigracia,
la primera componente, y ¢l gue queda la tenga no nula. Hacemos para cllo uso de la
propiedad segin la cual ¢l rango de un sistema no varia si sumamos a un vector una
combinacion lineal de los demds. En concreto, podemos conseguirlo conservando el
primer vector: (1,2, -5) {(quc tiene no nula su primera componente), y sumando a
cada uno de los demas este primer vector multiplicado por algan namero, de forma
que ¢l resultado de la operacidén sea un vector con la primera componente igual a 0.
Sumamos al segundo vector el primero multiplicado por -2:

2, -1L,7)+(-21,2,-53)= 2, -L 7+ {-2,-410) = (0, -5, 17);

y sumamos al tercer vector el primero; (—1,0,1)+(1,2, -5} = {0, 2, —4). El nuevo sis-
tema obtenido: ({1,2,-5),(0, -5,17}, (0,2, —4}), ticne el mismo rango que ¢l sistema
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original, pero la construccion levada a cabo hace que podamos asegurar del primer
vector que no es igual a una combinacion lineal de los restantes. Si “extraemos” este
primer vector, reducimos el rango en 1:

rango ({1,2,-53),(0,-3,17},(0,2,—4}) = 1 + rango ({0, 5,17}, (0, 2, —4}).

Y va tenemos reducido el problema a un sistema con un vector menos gue el original.
Este sistema con un vector menos es: {(0, —3,17),(0, 2, -4}), de dos vectorces; tiene
rango igual a 2 porque los dos vectores no son proporcionales. En resumen:

rango ({1,2,-5),{2,-1,7),{-1,0,1))
rango ((1,2,-5),(0,-5,17),(0,2, —4})
1 +rango {{0,-5,17),{0,2,-4)}=1+2=3.

Finalmente, queremos comentar quc, conocido el rango de unos vectores, pode-

mos decir varias cosas de ellos. Por cjemplo:

¢ si el rango es igual al nimere de vectores, €stos son linealmente independien-
tes; 8i es menor, los vectores son linealmente dependientes;

¢ si el rango es igual a la dimensién del espacio vectorial al que pertenecen los
vectores, se trata de un sistema de gencradores; si es menor, no €s un sistema
dc generadores;

e como consecucncia de los puntos anteriores, si el rango coincide simultanea-
mente con ¢l namero de vectores y con la dimension, entonces el sistema es
una hase,

El sisterna cuyo rango hemos calculado: ((1,2,-5),(2,—1,7),(—1,0,1}), es una base
de R*, pues su rango coincide con su cantidad de vectores (1o que establece que son
linealmente independientes) y coincide con la dimension del espacio vectorial (lo que
establece que se trata de un sistema de generadoeres).
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I.1

Espacio vectorial
sabre un cuerpo

DEFINICION DE ESPACIO VECTORIAL

1. Definicion de espacio vectorial  La definicion genceral de espacio vectorial
sobre un cuerpo es esta:

Definicidn

Dado un cuerpe conmutativo {k,-+,-), se llama espacio vectorial sobre el
cuerpo K a todo conjunte E dolade de una ley de composicion interna + que
lo articula como grupo abeliano, v sobre el que esta definida una ley de com-
posicion externa « para K que es asociativa en los elementos de K, distributiva
respecto de la operaciim + de K, distributiva respecio de la operacion + de E y
neuira para el elemento neutro de la operacion - de [K.1°

A los elementos del conjunto E los llamaremos vectores de E; a los del cuerpo K,
escalares.

Notacion Cuando consideremos un espacio vectorial 7 sobre un cuerpo K, representare-
mos los vectores con letras en negrita: x, u, ... ; ¥ los escalares con letras griegas: o, A, ...
El elemento neutro de la operacion + sobre F (gdicidn de vectores) serd denotado: 0; el
de la operacion + sobre K (adicidn de escalares). 0, v ol de 1a operacion - (multiplicacion
de escalgresy: 1. También omitiremos los signos - v «, de forma que el producto de es-
calares o - B serd denotado: «f, y el vector ¢ » x sera denotado: ox.18 A

Consecuencias e La definicion de espacio vectorial - Sea £ un espacio vectorial sobre
un cuerpo K. De acuerdo con lo exigido en la definicion de espacio vectorial, laley de
composicion externa de la definicion verifica las siguientes propicdades {constltese
¢l cuadro de la pagina 413

s YXEE Ox=10,

e YACSK, A =0,

s Yxef, -x=1(-1l)x,

s YAEK, ¥Yxel Ax=0< 0

13E5 decir, la ley de composicion interna + verifica las propiedades {G1), {G2), 1G3) ¥ (G4) enunciadas
en la p. 406; y la ley de composicion externa o, las propiedades (113, (L2), (E4) v (L4) enunciadas en la
p. 409,

S Excapto por la omision de los signos - y =, eslas notaciones son las que empleamos para las leves de
composicion externas {cf. p. 409).
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EJEMPLO |

EJEMPLO 2

EJEMPLO 3

EIEMPLO 4

Si (I€, +, -} es un cuerpo conmutative, K es un espacio vectorial sobre el cuerpo K al conside-
rar como ley de composicion externa la operacion - del cuerpo:

Kxlk —— K

fot,xX) - - - - o-x=ax.

En efecto: las propiedades exigidas en la definicion de espacio vectorial son una consecuencia
inmediata dec las propiedades que verifica un cuerpo.

El conjunto B {con » = 1} es un grupo abeliano con la operacién + definida por:

VX X2, 000, X)) €R™, V(¥ 00, ¥} € RY,

(2)
(0, X2, o X)) UYL Y V) = (X1 + YL, X + V2,0 Xn + Va ).
Y la ley de composicion externa definida sobre R” para R de la forma:
YAER, ¥, X000, X0} € B, Mg, x2,..0,x0) = (AX, AN, Ay {3

verifica las cuatro propicdades exigidas en la definicién de espacio vectorial.
En definitiva, con las operaciones definidas en (2) ¥ en (3), R" es espacio vectorial sobre

el cuerpo R.

Si (K, +, ) es un cuerpo conmutative, se puede gencralizar el resultado del ejemplo anterior
al conjunto K": para la ley de composicién interna + dada por:

(o, ety 0t} + {81, Bay o Brd = (o + Bry o + Ba, oy 06 + Ba)
{para (o, &2,..., ) E KT Y (B, By Br) € KM, v laley de composicion externa dada por:
AL, 0,0, 0 ) = (Ao, Act, .o Aoy
{para A e Ky (o, oy, ..., 0xp) € K"}, el conjunto K" es un espacio vectorial sohre K.

Si E ¥ F son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, entonces podemos articular
el conjunto F%, de las aplicaciones de E en F, como un espacio vectorial sobre K.

Sean f v g dos aplicaciones de E en F. Si x es un vector arbitrario de £, entonces f(x),
41x) ¥ fix) + gix) son vectores de F. Definimos la suma de las aplicaciones f vy g, que
denctamos: f + g, como la aplicacion de E en F que verifica:

Yx ek [f+glix)= fix)+gix).

Es un ejercicie sencillo, que dejamos al lector, comprobar que la adicién de aplicaciones asi
definida articula el conjunte FE como grupo abeliano.
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Notacion El elemento neutro para la adicion de aplicaciones se denota: O, y verifica:
YxcE Oix) =0,
donde O; designa el elemento neutro de la adicion de vectores de F. A

Analogamente, si @« ¢s un cscalar ¥ f es una aplicacion de E cn F, definimos la apli-
cacion of de E en F como la que verifica:

¥Yxe€kE [aflix) = afix)
Podenos, pues, considerar la ley de composicion externa:
tee, f € K x FE — af € FE

la cual verifica ser, como el lector puede comprobar sin dificultad, asociativa en los clementos
de K, distributiva respecto de la adicion cn K y respecto de la adicion en E, y neulra para cl
elemento | de K.

En conclusion: con la adicion y 1z ley de composicion externa aqui definidas, £* es un
espacio vectorial sobre K.
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Componentes de
un vector de - -

2. Componenies de un vector de K" Siempre que consideremos R o K7,
implicitamente estaremos suponicndo que son espacios vectoriales sobre R o so-
bre K, respectivamente, con las operaciones definidas en los ejemplos 2 ¥ 3 anlterio-
res (cf. p. 35). El primero: R", lo manejaremos en todos los ejemplos; el segundo: K7,
en muchas consideraciones tedricas. Recordamos que dos elementos (o, &6, ..., )
v (B, Bs..... By} de K" sonipuales:

(“llall---nan) = (BllB.‘i'“‘Blt}‘

precisamcente si:
“l = ﬁll “’..’ = ﬁ?! LEEE Y “ﬂ = ﬁll'

Es decir;
&) = Py,
O‘E:BEs
(o, &, .. ttn) = (B, Bave o Br) = .
y &y = Bu.

St (0ty, ¢, .., &, ) s un vector de K", de @) diremos es su primera componente;
de o2, su segunda componente, etc; ¥, en general, de «,, su i-ésima componente
(1=1i<nh

Por tanto, dos vectores de K" son iguales precisamente si sus componentes co-
rrespondientes somn iguales.




- GUBESPACIOS VECTORIALES 37

1.2 SUBESPACIOS VECTORIALES

1. Definicion de subespacio vectorial — Mostramos la definicion de subespacio
vectarial, y a continuacion damos un primer ejemplo.

Definicidn
Subespacio Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo &, De un subconjunto no vacio F de E
vectora diremos es un subespacio vectorial de F si se verifica:

(SV1) Y{r,w)eF! v+w€F,
(SV2) vAek, Yvef, AveF.

Si F es un subespacio vectorial de E, de la definicion —y en concrete del enun-
ciado (SV1)— se deduce que la restriccién al conjunto F de la adicién de vectores de E
es una operacion sobre E:

v, wyeFxF—v+rweF, {4}

y facilmente se comprueba que esta eperacion articula el conjunto F como grupo
abeliano; v tamhién se deduce —del enunciado (SV2)— que lo andlogo acontece con
Ja operacion externa, €s decir, es posible definir la operacion cxterna sobre F para K
siguiente:

(AL V) EKXF— AV EF, (5
operacion externa que evidentemente ¢s asociativa en los elementos de K, distri-
hutiva respecto de la adicion en K y respeclo de la adicion en E, y neutra para el
elemento 1 de K. In consecuencia, el conjuinto F con la operacion {4) y la operacion
externa (5} s un espacio vectorial sobre K.

Podemas, pues, afirmar:

“wdo subespaio Todo subespacio vectorial de un espacio vectorial sobre un cuerpo K es, a su
veciotial es vez, un espacio vectorial sobre K.
- -aula vectorial
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EJEMPLC 5 El subconjunto de RY:
F=[{x),x5,%x3) €R* | x) +x3 =0}

es un subespacio vectorial de RY,
Para justificarlo, analicemos en primer lugar qué significa que un vector de R* pertenezca
arF.
De la definicion del conjunto F deducimos que una terna (x|, x2, x3) dc R pertenece a F
precisamente sk
xy) +x5=0.
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En otras palabras, un vector de &7 pertenece a F precisamente sila suma de sus componentes
primera y lercera es igual a 0.

Para probar gue F es un subespacio vectorial de R¥ hay que probar en primer lugar que F
no es ¢l conjunto vacio, circunstancia que se verifica, pues, por ejemplo, (0,0,0) € F.

En segundo lugar, veamos que se cumple (SVI). Sean v = (x7, X2, Xx4) ¥ W = {¥V[, V2, ¥V3)
dos vectores arbitrarios de F, y por lanto:

xX1+x3=0 v yvi+y3=10. (6)
Entonces:
v o= (X, X, X)) F (v, Ve, W) = (X 4 YL X+ Ve, X3+ V3D,
y ¥ — w es un vector de F, pues la suma de sus componentes primera y tercera, como se
deduce de (6), es nula:

1+ yv)+xa+yv = +x30+ (M +vi)=0-0=0,

En consecuencia, se verifica (SV1).
Por ultimo, probemos se cumple (SV2). Sea v = (x|, x, X3} un vector arbitrario de I, y
por tanto:
x) - x3 =0, (7)
y sca A un escalar arbitrario (en este ejemplo, un nimero real). Entonces:

Av = Axy, x2,X3) = (AX), Ax, Axg).

Pero Av es un vector de F, pues la suma de sus componenles primera y tercera es, de acuerdo
con (7), nula:
Ax)+Axy =Alx; +x3) =0,
En consecuencia, se verifica (SV2).
En conclusion, F es un subespacio vectorial de R*.

Consecuencias de la definicion de subespacio vectorial Sea £ un espacio vectorial
sobre un cuerpe K. Se verifica:
« El conjunto {0} y el propio E son subespacios vectoriales de E.
En efecto: es ohvio que, en ambos casos, se verifica (SV1) vy se verifica (SV2).
« Si z es un vector de E, el conjunto:

Kz=|{xecE|Janek, x=0z| = oz | x € K}

es subespacio vectorial de E.
En efecto. Fl conjunto Kz es no vacio; por ejemplo: 0 = 0z € Kz. Por otro lado, si «z
v «'z son dos vectores arbitrarios de Kz, entonces:

wz+z=(ov+')z,

v [+ &')z € Kz. De esta forma, se verifica (SV1).
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Por ullimo, si oz e un vector arbilrario de Kz v A es un escalar arbitrario, entonees:
Alozy = (Aadz, v (Aayz € Kz, También, pues, se verifica (§V2), y con dlio Kz es
subespacio vectorial de E.

Obsérvese gque si z = 0, entonces: Kz = KO = [0},

= Si F es un subespacio vectorial de E, entonces: 0 € F.
Fn efecto. Por ser F subespacio vectorial es no vacio, asi que existira algan vector x
de E tal que: x € F. De {8V2) sc deduce: {(~11x € F, ¥ de {5V1) se concluye pertenece
aFelvectorr x+ (-1)x =0,
La sipuiente proposicion es una caracterizacion de los subespacios vectoriales.

CNS!T de | Proposicién 1.1 Si E es un espacio vectorial sobre un cuerpo K ¥ F eg un stibcon-
subespacio | junto no vacio de E, una condicion necesaria y suficiente para que I' sea subespacio
vectorial | vectorial de E es:

via, B ek?, Viv,w) € F2, xv + fw € F. (8)

Demostracion La condicién es necesaria. 5i F es subespacio vectorial, v v w son vectores
arhitrarios de F, ¥ o ¥ B son escalares arbitrarios, enlonces de (5V2} sc deduce: o € F
v Bw £ F,y con (83V]) se concluye: av — fw € F.

La condicién es suficientle, Si v v w son vectores arbitrarios de F, de (8) se deduce perte-
nece a f el veclor; 1o+ lw = v + 1w, y por tanto se verifica {SV1). Y si v es un vector arbifrario
de F v A es un escalar arbitrario, de (8) se inficre pertenece a F el vector; Av + 80 - Av, y por
tanto se verifica (SV2). SO VR

EIEMPLO 6 Elsubconjunto F = {tx7,x2,x30 € B* | 2x) — x» + 2x3 = 0}, de B?, es un subespacio vectorial
de R*.
En efeclo: F no es el conjunto vacio, pues, por ejemplo, (0,0,0) € F;y si x = (x, X2, X3}
¥ ¥ = (¥, ¥, ¥3) son dos vectores de F, es decir

2.\‘1 - X7 = 23&'3 = ¥ 2y1 i _"}’5 = U, (QJ

y i ¢« ¥ f son dos cscalares (en este gjemplo, nimeros reales), enlonces perlenece a F el
veclor ax + By = (o) + By, 000 + B, oxy = Ba), pues (de acuerdo con (9)):

20000+ By —laocs + Bvad = 2oes + By = ad2xy - Xe + 2x3) - B2y — V2 = 2wl = O
En conclusion, hemos probado:
Yi,BeR, ¥Vix,¥y)eF', ax +ByeF,

v de acuerdo con la proposicion L1 (cf. p. 39), F es un subespacio vectorial de R

2 P E N T PP T A YR Y KB NN EE I RN EEE EEYIEETI NI PPN NIRRT R AT R A A A NN T A NS AN FEYERAA AR RN R E AR EF NNy

VTCNS: condiclon recesaria v suficiente.
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2. Interseccion de subespacios vecloriales  La interseccion de dos o mas sub-
espacios vectoriales es un subespacio vectorial; ngs lo muestra la siguiente proposi-

cion.

Interseccion de | Proposicion 1.2 Si Fy, Fa, ..., Fr s0n i subespacios vecloriales de un espacio
subespacios | vectorial E sobre un cuerpo K, enfonces su inferseccion:

vecloriales
Fimbanm---nFy,

es un subespacio vectorial de E.

Demostracion Designemos por F la interseccidn de F, F, ..., Fr. En primer lugar, obser-
vamos quc F no es ¢l conjunto vacio, pues ¢l vector 0 pertencee a cada subespacio vectorial Fj,
1 ={i=n,yportanto: 0 € F.

En segundo lugar, si v v w son vectores de F, y & v £ son escalares, entonces acontece que
¢l vector aevr + fw pertenece a F. En efector como F|, Fa, ..., Fy; son subespacios vectoriales,
se tiene {cf. propasicion L1, p. 3%k

vicil,2,...,n}, av+ pw € F,
lo cual implica: av — fw = F. En conclusion, se verifica:
Ve Bl e K, Viv,w) e F? ov - Bw € F,
v I es subespacio vectorial de F. COu

3. Cjemplos de subespacios vectoriales de k°  De acuerdo con las consecuen-
cias de la definicion de subespacio vectorial, 1os siguientes subconjuntos de R

{(0,00}, RZ,
Ria, by = {Ala, by e R®* | A € R} con (a,b) € &,

son subespacins vectoriales de R”.
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EIEMPLO 7 El subconjunto de R-:
R(1,2) = {A(1,2) A€ R) = [(M,2A} | A € R}

es un subespacio vectorial de B2,
Ohsérvese que cada vector de E{1,2} es un vector de la forma:

(A, 2A) para algdn A € R.

Y, reciprocamente, todo vector de esla forma, esto es: (A, 24) para algin A € R, es un vector
de R{1,2), Podriamos decir —con fines exclusivamente practicos— que (A, 2A) es un vector

genérico del subespacio vectorial R(1,2).
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EJERCICIO §

EJEMPLO 8

Si{a,b) es un veclor de R? y ¢4 es un nimero real no nulo, demostrar se verifica:
E{pa,ub) =Ria,b).
(Greneralizar este residtado. 'y
S$ia y b son dos numeros reales, €] subconjunto de R
G = {{x,x2) € R? | ax) + bx; =0}

lambién es un subespacio vectorial de R”.

En primer lugar, ohservamos quc si ¢ = b = 0, entonces G = R2, con lo que & es
un subespacio vectorial de R, En otro caso: si a4 y & no son simultancamente nulos,
s¢ verifica:

G =Ri-b,a), (10)

y par tanto § 1ambién es, en este caso, un subespacio vectarial de R*. La igualdad (10)
se puede justilicar de la siguiente mancra. $i suponemos que a # 0, s¢ tienen las
siguientes equivalencias:

(X1, X2 EG = x1 = —gx-g

= (X),X2) = X (—E'l)
o

= {X,X2) € R(—E,l) .
“

= (X1, x2) e B{-b,a),

y en consccuendcia:
fix), x2) € R? | axy + bxp = 0] = Ri-b,a).

Sia = 0, entonces b = (¢ (pues a v # no son simultdneamente nulos), v de forma
similar se llegaria al mismo resultado.

El subconjunto de R
“xllxg) 1= R—' | BX] - X :(_]}

es un subespacio vectorial de R2. Se verifica:

{(X],X_J} e R* | 3x; — x =0} =Rtl1,3}.
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4. Fjemplos de subespuacios vectoriules de R* Los siguientes subconjuntos
de R*:

[10,0,0)}, R,
Ria,b,c) = {Ma,b,c) eR¥ |A e R} con{a,b,c)e R}

son subespacios vectoriales de R3,

EJEMPLO 9  El subconjunto de R*:
R(1,2,-1) = [A(L,2,-11 A e R] = {(A,2M,-A) A € R]

s un subespacio vectorial de B3,
Observemos que un vecter genérico de R(1,2, ~1) es (A, 2], —A), cn el mismo sentido ¢n
que (X, 2A) 1o es del subespacio vectorial &(1,2) de R? (cf. ejemplo 7, p. 40).
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$i a, b y ¢ son nameros reales, razonando de forma andloga a como se hizo en ¢l
ejemplo 6 (cf. p. 39, se comprobaria que ¢l subconjunto de R:

H{x1, x3,x3) € R3 | ax| + bx2 + cx;5 = 0} (1

es subespacio vectorial de R?, Nétese que si a4, b y ¢ son simuttaneamente nulos,
entonces este conjunto coincide con R3.
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EJEMPLO 10  Los siguientes subconjuntos de R*:
Fi=lx) x2, 530 € BY Ly - 220 4+ x3 = 0,
F = [{x,x2,x3) € RY [ x) = 2x4),

son subespacios vectoriales de ®*, y por tanto su interseccion: £, n £, rambién es un subes-
pacio vectorial de R {cf. proposicion 1.2, p. 40). Ademas, se verifica:

FinF:=Ri4,3,2). 12)

Nota En el capitulo TV veremos un método que nos permitird obtener el subespacio vecto-
rial que es interseccion de dos o mas subespacios vectoriales dadoes, Por el momento, nos
limitaremos en este ejemplo a comprobar se verifica (12). A

Un vector (4, b, ¢) de R* perlenece a F» precisamente si; @ = 2¢. Todo veclor de F, es,
pues, un vector de la forma:

(2¢c.b,c) paraalginc e Ryalgin b € &,
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L.3

v todo vector de la forma anterior pertenece a Fa. Podemos decir que el vector (2¢, b, ¢) esun
vector genérico del subespacio vectorial Fa.

Ahora, el vector (2¢, b, ¢) pertenece a Fy {y por tanto a F| n F») precisamente si la suma
de su primera componente, su segunda componente multiplicada por —2 ¥ su tercera compo-
nenle es igual a 0: 2c — 2k + ¢ = 0, o bien; & = 3c¢/2. Podemos, pues, afirmar que un vector
pertenece a Fy » Fy precisamente si es de la forma:

(ZC, %c.c) para algin ¢ € g,

es decir: 3
un vector geneérico de F| 1 F» es: (ZC, EC’ c) .

En conclusion: 3
Pk =R(2.3.1) = Ri4,3,2),

donde en la altima igualdad se ha utilizadoe el resultado del ejercicio 1 {cf. p. 41). (hieda asi
probada la igualdad (12).

5. Ejemplos de subespacios vectoridles de 17 Los siguientes subconjuntos
de R":

{10,0,...,0)}, R*,
R(a,, az,...,an) = [AMay, az,....an) € R"| A€ R} conlay,az,...,as) € RY,

son subespacios vectoriales de R?,
¥ generalizando la prueba de que el conjunto de (11) (cf. p. 42) es un subespa-
cio vectorial de R®, sc comprobaria que dados n nimeros reales @, ds, -.., dy, €l

subconjunto de R?;
P, xo, o o x) € R L a Xy +apXo + 00+ anXy = 0}

es un subcespacio vectorial de R™,

SUMA DE SUBESPACIOS VECTORIALLES

1. Smna de subconjuntos de un espucio vectorial  Considercmos un espacio
vectorial E, v sean A v B dos subconjuntos no vacios de E. Se define la suma de A y B,
gue se denota: A + B, como ¢l conjunto de los vectores de F que pueden obtlencrse
como suma de un vector de A y un veclor de B. En simbolas:

A+B=1lz€E|3ixeA dyeB, z=x+¥}.
También escribiremos:

A+B={x+y xeAy yeB}].
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EJEMPLO 11 SiA=1{{1,11,(0, 1)ty B =1(=-1, -1}, entonces:

A+ B=1{(0,0),(-1,0)},

Notacion Si x es un vector del espacio vectorial £ v A es un subconjunto ne vacio de E,
escribiremos: x - 4, en vez de: {x) + 4; es decir:

x+A={x+y|lyeAal.

Del conjunte x + 4 diremos es la suma del vector x y el conjunte A (notese que, de
no haber hecho esta cbservacion, deheriamos decir: “suma del conjunto formado por el
unico veclor x y el conjunto A™). A

Consectiencius de la definicion de suma de conjuntos S Ay B son dos subconjun-
tos no vacios de un espacio vectorial E, se verifica:
{5110+ A=A,
En efecto:
C+A=10+rylyeAl={yIve A=A

(52) 8§i x es un vector de E, entonces:
VzeE zex+A &S z—xeg A,
En efecto, para cada z € E se liene:

zeEX+A = JuEA z=x:iu

= ducAd z-x=u = z-Xc 4
(S3} 8i x v ¥ son vectores de E tales que: x + A = ¥ + B, entonces:
VzeE {(z-x)+A=(z-yiI -8B

Para demostrarlo, sea z un vector cualquicra de £, Un vector arbitraric de (z + x} + 4
es de la forma:
tz+x)+u paraalginu € A,

Ahora bien, de la hipotesis: x + 4 -+ ¥ = B, se ticne que x 1 u {que pertenece a x + A)
es un vector de ¥ + B, con lo que:

x+HW::y—u paraalginu’ € B.

Ash (z+xi~u=zl(x+ut=z+{y+u't- (z=y)+u, ylz+ ¥ - €{2+y|+B,
luego: fz+ x} +u € {z+ ¥ + B. En conclusidon: {(z+x)+ A€ (Z2+y) +B.

La otra inclusién se obtiene, con el mismo razonamienloe, partiende de un vector
arbitrario de {z + ¥} + B.
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EJEMPLO 12

Suma de
subespacios
vectoriates

EJEMPLO 13

La definicion de suma de 1 (n > 2) subconjuntos de un espacio vectorial es una
generalizacian de la anterior. Si 45, Ap, ..., 4, son subconjuntes del espacio vecto-
rial £, se define la suma de Ay, Ay, ..., 4y de la forma siguiente:

A+ Ao+ tA,=1x x4 +xlx1 €A, x0€40,..., ¥ Xn €A},

Reconsiderando los conjuntos Ay 8 del ejermnplo 11 {cf. p. 44), 51 C = {(0,0), (1,01}, se verilica:

A+B+C=[{0,00,(1,00, (-1, 1.
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2. Suma de subespacios vectoriales de un espuacio vectorial  La suma de
subconjuntos de un espacio vectorial tiene gran interés cuando ¢stos son subespacios
vectoriales.

Proposicion 1.3 $i F v G son subcespacios vectoriales de un espacio vectorial E,
entonces su suma: F + G, ¢s un subespacio vectorial de E.

Demostracion Sean v ~w fconv, € Fyw, € Glyiwy +wsicon vy &€ Fy w, € G)
dos vectores arbitrarios de F + ¢, y sean & ¥ § dos escalares. Entonces podemos escribir:
cloyH ey h= Blas+we) = (v + Burg) + (o + fws ) como F y G son subespacios vectoriales,
so ticne: ov) 1 S € Fy o + Pws € G, luegor

olvy + )+ e runt el ~ G
En conclusién (cf. proposicion 1.1, p. 39%: F + G es subespacio vectorial, C0ED

De forma similar se probaria que si Fy, Fa, ..., ¥y son subespacios vectoriales del
espacio veclorial E, entonces su suma: Fy « F» + - -« + Fy, también ¢35 un subespacio
vectorial dc E.

Consideremos los siguientes subespacios vectoriales de R3:
Fl=R(1,0,00 v F =R{0,0,1).
Se tiene que F| + Fa ¢s el subespacio vectorial:
F=Adix; x2x10 € B | x3 =0}.
[n efectq. Un elemento arbitrario de Fy + Fy es de la [orma:

AMLOO) (0,0, 1) paraalgan A € R y algun ¢ € R;
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pero: A(1,0,0% + u{0,0,1) = (A,0,u4), ¥ (A,0,u) € F (pues su segunda componente es nula).
En consecuencia: F; + F» € F,
Por otra parte, un vector arbitrarico de F es de la forma:

tx1,0,x3} paraalgiin x; € R v algin x; € §;

peron (xp,(xs) = 20(1,0,00 + x3(0,0, 1), v x,(1,0,0) + x3(0,0,1) € F) + F». En consecuen-
cla: F € Fy + Fs, y en definitiva: F = | + I,

3. Subespacios vectoriales independientes  Si F y G son dos subespacios vec-
toriales del espacio vectorial £ v z es un vector de F + &, por definicion de suma
existen vectores ¥ € F y w € & tales que z = v + w. Pero puede ocurrir que existan
otros vectores v' € Fyw € Gdemodoque z =v +w',conv’ = vy w + w. El
siguiente ejemplo ¢s una muestra de ecsta situacion.

EJEMPLO 14 Consideremos los siguicntes subespacios vectoriales de Ri:

Fr=fxnx,x3 e R | x) +x3 =0},

Fr={tx;,x5,x3) € R | 2x) — x2 + 2%, =0},

Por ejemplo, los vectores {2,1,-2) v {3,6,0} pertenecen, respectivamente, a £, v a £
{como se comprueba inmediatamente), v 50 suma cs:

w

(2,1, -2V +{3,6,0) = (5,7, -2}

pero el vector (5,7, -2} también puede obtenerse comea suma del vector (0, 1,0, el cual per-
tenece a F), y el vector (5.6, --2), ¢l cual pertenece a Fa. El vector (3,7, -- 2 pucde obtenerse,
al menos, de dos tormas diferentes como suma de un vector de £; y un vector de Fo.

También pucde ocurrir que un vector z de £ + ¢ tenga una Unica descomposicion
como suma de un vector de F y un vector de &; cslo ¢s, que existan dos finicos
vectores v y w, el primero de F v ¢l segundo de &, tales gque su suma seca igual
& z: z = v + w. El siguiente ejemplo nos lo muestra.

EIEMPLO 15 Si F| ¥ F: son los subespacios vectoriales del ejemplo 13 (cf. p. 43), se tiene que el vec-
tor (2,(),3) pertenece a F, + F., pues:

(2,0,3) =(2,0,00 + 10,0, 3} (13)
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y (2,0, € Fy ¥ 10,0,3) € Fo. Ademds, [a anterior s la unica manera de obtener el vec-
tor (2,0, 3) coma suma de uno de Fy v otro de Fo.
En efecto: un vector genérico de Fr es de la forma: (A, 0,0); uno de Fy, de la forma: (0,0, 1),
Yy Si:
(2,0,31 = (A,0,00 1 ¢0,0,u), {14)
es decir: (2,0,3) = (A, 0, 1), entonces necesariamente A = 2 v ¢ = 3, v la igualdad (14) se
reduce alail3).

De dos subespacios vectoriates de un espacio veclorial se dice son independien-
tes si todo vector de su suma se puede obtener de forma Gnica como suma de un
vector del primero v un vector del segundo. En otras palabras: dos subespacios
vectoriales F y & de un espacio vectorial son independientes si de:

u=x+y, conxel, yeg,
y
u=x+y, conx €F, ¥y G,

sededuce: x =x"y y = y'.
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EJEMPLO 16 Los siguientes subespacios vectoriales de R*:
Fi=R(0, 1,1} v Fo=[{xi,x2,x3) € R | ¥y = x2 + x4},

son subespacios vectoriales independientes.

Por el momento, nos limitamos s6lo a una comprebacion: tomemos, por ciemplo, os
vectores {(3,2,2) € Fy ¥ (3,1,2) € Fa, cuya suma es (3,3,4], que por tanto &8 un veclor
de F| + Fz, v veamos que de la igualdad:

(3,3, Hr =10, x, xV+{v+zv 2z} {15}

donde 10, x,x} ¥ (v + z,¥,2) son vectores genéricos de F) y de F,, respectivamente, se
deduce: (0,x,x)=1{0,2, 2y (¥ + z,3,2) = (3, 1,20,
De (15) se obtiene:

3=0+¥+2z 3=x+¥» ¥y d=x+2

que solo admite como solucion: x = 2, v = 1y z = 2, vy asi (O,x,x} = (§,2,2) v tam-
bién (v +z,v,z) =(3,1,2).

Sole hay, pues, una forma de expresar ¢l vector {3, 3,4 de Fy + F, como suma de un vector
de F; vy un vector de e

(3,3, =1(0,2,2y+(3,1,2).

[e todas formas, insistimos, no hemos demostrado que Fy v Fr sean independientes,
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CNS de
independencia de
dos subespacios
vectoriales

EFEMPLO |7

Una caracterizacion de la independencia de dos subespacios vectoriales la pro-
porciona la siguicnle

Proposicion 1.4 Uina condicion necesaria y suficiente para que dos subespacios
vectoriales F| v F» de un espacio vectorial sean independientes es:

Fy i Fa = {0}

Demostracion La condicion es necesaria: si suponsmos que & v £ son independientes,
¥y v es un vector de Fy m Fa, entonces v € Fp vy v € Fo, v podemos escribir:
v=v+0 conveF, 0efF,
y
r=0+v, conQtefF, veF,,
de lo que se deduce: v = 0, dado que F| ¥ F; son independientes (cf. definicion, p. 47). En
conchugiom: si Fy ¥ F» son independientes, entonces £, » Fo = {0].
{.a condicion es suficiente: si suponemos que Iy N F = {4, v v € F| + F», entonces de:
r=v +p, conv e F, vy e F,
y {16}
v=U+us, coneEF, vieF,,
se deduce (restando): 0 = (vy — v} + (v — v3), de donde:
v -, =V, -V (17)
Ahora bien, como se tiene que v, —v| € F) v que v — vy £ Fa, de {17} se deduce que también
v -v; €y U=l e L), luege
vy—vieFnf; v vy-vye Nk,
v con la hipétesis: Fy i £, = {0}, se infiere: vy = v} v vz = v}, ¥ las dos descomposiciones
de (16) son idénticas. Asi, todo vector de Fy + F» se puede expresar $0lo de una forma como
suma de un vector de Fy ¥ un vector de Iy, esto es, F) y F2 son independientes, t.thil,

Ahora estamos en condiciones de probar son independientes los subespacios vecroriates |
¥ Fa de B3 vistos en el ejemplo 16 (cf. p. 47). De acuerdo con la proposicion 1.4, lo justificare-
mos si demostiramos se verilica: £y n £ = {{0,0,00}.

Un veclor que perlenezca a Fi es de la forma: (0, x, x), y si pertenece, ademas, a Fz, su
primera componente es igual a la suma de las otras dos:

O0=x+x,

v por tanto: x = (. En consecuencia, silo el vector (0,0,0) pertenece simultaneamente a F| v
a F:t FynFy = {(0,0,01}. Los subespacios vectoriales Fy y £ son, entonces, independientes.
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81 F v G son dos subespacios vectoriales independienies de un espacio vectorial E,
su suma; F + G, se denofa de la forma:

F&G,
y de F & G se dice es la suma directa de F y G. 5i, ademas, se verifica:
E=Fsad(,
de los subespacios vectoriales F v G de E se dice son suplementarios.

EIEMPLO 18 Los subespacios vectoriales I} y £ de B vislos en el ejemplo 16 (cf. p. 47} son suplementar-
ios.

En efecto. En el ejemplo 17 (cf. p. 48) va vimos que F| ¥ F» son independicntes, con lo
cual su suma es la suma directa F| & Fu. S0lo resta, pues, comprobar que esta suma directa
es igual al espacio vectorial R3.

Pero si (X7, X2, X;) €8 un vector arbitraric de R*, entonces (x, Xz, x;) es igual a:

X+ X3 —X) Xz+X3— X Xr—X3+X| X|—Xp+ X3
. 2 ' 5 + 11X 2 ! 3 '

y ademas:

Xp+ X3 ~X) X+ Xi—X) Xy —X3+X] X| — XA+ X3

0, —— . )ef, (x," : , )ng,

(_ 2 2 ! ! 2 2

luego: (x|,x2,x3) € F| @ F». En consecuencia: B* © F| & F», y como obviamente se verifi-
ca F| & F» = R3, se concluve: F; & Fa = R}, es decir, los subespacios vectorides F, ¥ F; son
suplementarios.
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De forma analoga a comao hemos hecho con dos subespacios vectoriales, se define
la independencia de # (n > 2) subespacios vectoriales. De los subespacios vectoriales
£y, Fs, ..., Fy de un espacio vectorial E se dice son independientes si todo vector
de su suma: it € Fy + F2 + - - - + Fy;, se puede escribir de forma Ginica como suma de #
vectores: ¥ = W) + Hy + - - - + U,y de manera que; ¥y € £y, up € Fs, ..., Uy € Fy.

En otras palabras: los subespacios vectoriales Fy, Fs, ..., F; son independientes
si, para cada vector u de su suma, de:

U= +U+---+MHy, conu L, U EFs ..., Uy EFy,
¥
U=V, +Vr+-- +Uy, COnNnh e, vl ..., ¥y € Fy,

se deduce: uy = v, Uy = Vs, ..., Uy = Up.
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Finalmente, otra forma de expresar la independencia de los subespacios vecto-

riales F|, Fa, ..., Fy es la siguiente: cada vector # de su suma determmina de forma
univoca (inequivoca) n vectores Uy, W, ..., 4, lales que;
e Ff,ure kb ..., up €l
U=u U+ -+ U,

Podria pensarse que la caracterizacion de la independencia de dos subespacios
vectoriales dada en la proposicion L4 {cf. p. 48) es gencralizable a mas de dos subes-
pacios; en particular, que si los subespacios vectoriales Fy, Fa, ..., Fy fueran de inter-
seccion igual a {0}, entonces serian independientes. Pero esto no se verifica, como
comprobamos en el siguiente ejemnplo.

EJEMPLO 19  Es facil comprobar que los siguientes subespacics de &
F=R(L0), F.=Ril,1) v Fy=R{0,1j,

verifican: Fr n Fo N Fy = {(0,0)}. Sin embargo, eslos tres subespacios vectoriales no son
independientes: por ¢jemplo, el vector (2,2} puede obtenerse de mas de una forma como
suma de tres vectores, uno de cada uno de los subespacios vectoriales F|, Fr v Fj:

{2,2)={(0,00+(2,2) - (0,00 ¥ {2,2)={(2,0)+ (0,0} +(0,2).

No obstante, podemos utilizar de alguna forma la caracterizacion de la proposi-
cion 1.4 (cf. p. 48} para estudiar la independentcia de mas de dos subespacios vecto-
riales. Comencemos con el caso particular de tres subespacios. Consideremos, pues,
tres subespacios vectoriales Fy, F» ¥ F; de un espacio vectorial E. Si se verifica:

Fy v (F, + F4) son independientes,

F» v F; son independientes,

entonces podemos atirmar que los tres subespacios F), F» y Fy son independientes,
En efecto. S5i u es un vector de F, + F; + Fy, entonces:

W =M - U +uy paraalgan u, € F), algtn ¥, € F> v algan i3 € F3,
v los vectores ), u» y i3 que verifican lo anterior son Gnicos; podemos escribir:

MW=H) + (U U3 con, EF ¥ U | Ha&E Fa+Fy,
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lo que establece que u pertenece a la suma de los subespacios Fy v (F, + F3), ¥ de
suponer son éstos independientes obtenemos como consecuencia la unicidad de u,
y la de u> + u3; también podemos cscribir:

Ur+U3EFp+Fy conuy € Fz ¥y Uy € Fy,

y de suponer ia independencia de los subespacios F» v F; se deduce la unicidad de los
vectores u; ¥ H3. Los subespacios vectoriales F|, Fa ¥ F3 son, pues, independicntes.

En gencral, silos subespacios vectoriales Fy, Fy, ..., Fy verifican:
[1]: Yy (Fotereranns + Fy )} son independientes,
[2]: F, ¥ (F3+ -- -+ Fy) son independientes,
[n-1]: Fp_1 v £, son independientes,

entonces son independientes,
En efecto. Seam € F) + Fs + + -+ + Fy; entonces: ¢4 = ) + #y + -+ - + Uy para
algunos vectores u; € Fy, u> € Fo, ..., by € Fy. Se tienc;

ueF!+(F2+"'+F}1)'

y del enunciado [1] sc deduce que #, esta inequivocamente determinado. También
se verifica:

My~ U3+ - +UyEFa+(F3+---+Fy),
v del enunciado {2] se infiere que u. queda también ineguivocamente determinado.
Asi, sucesivamente, llegamos a;

Up. | + Uy € Fy- + Fy,

y de [n — 1] se obticne que w,_1 v 4, estan inequivocamente determinados. En
conclusion: siw € Fy + F; + - - - + Fy v se verifica: [1], [2], ..., [n — 1], entonces
hay una unica forma de escribir # como suma de »n vectores, uno de cada uno de los
subespacios vectoriales Fy, Fz, ..., Fy. Es decir: F, F;, ..., £, son independientes.
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EJEMPLO 20 Los cuatro siguientes subespacios vectoriales de R

Fi={ixixxnx5,x) € R | x) = x0 = x5 = x4},

£ =Ri(1,1,0,0,0}, Fy=R{G,1,1,0,0), ¥y, =R{D,0,0,7,0),

s0n independientes.
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Para demostrarlo, comprobemaos en primer lugar que son independientes los subespacios
vectoriales F| v {Fs + Fy + F}), para lo cual (cf. proposicion 1.4, p. 48) veamos se verifica:

Firmi{F+ Fis+ Fq) =110,0,0,0,0}.

Un vector genérico de F, es de la forma: (x,x,x,x,¥). Si este vector pertenece, a su vez,
a (F2 + F3 + Fy), entonces:

(x.x,%,x,¥)=15,50,0,0)+(0,1,1,0,0) = (0,0,0,1,0) {18}
para algunos numeros reales s, t y L. De (18) se deduce:
xX=5 x=s5+1, x=f x=1{ v=0,

dedonde: x =5 =t =1 = y = 0. En consecuencia, F| n (F» + Fy + F3) es igual a {(0,0,0,0,01,
y los subespacios Fy y (F2 + F3 + F3) son efectivamente independientes.

Fn segundo lugar, comprobemos que Fp y (Fz + Fa) son independientes, o lo que ¢s lo
mismo: F> N (Fy + Fy) = 1(0,0,0,0,0 1. Si el vector tx,x,0,0,0), que es un vector generico
de F», pertenece a (F; + Fy), entonces:

{x,x,0,0,0) = (0,5,5,0,0) - (0,0,0,[,H

para algunos nuimeros reales s y . Se obtiene:

de donde: x = s =1{ =0, Por tanto: Fon{Fy + Fyy = 110,0,0,0,01, v Fa ¥ {Fy + F3) son
independientes.

Finalmente, veamos que F3 v F, son independientes. §i (0,x, x, 0,01, vector genérico de Fs,
pertenece a Fy, entonces:

(0,x,x,0,0) = (0,0,0,1,0) paraalgiun! e R.

Se nbtiene: x = 0y 1 =0,y por tanto: F3 N Fy = {{0,0,0,0,014, v F3 ¥ Fy son independientes.

Tomemos el vector (0,2, -1, -2,1) —que admitiremos pertenece a la suma de F|, Fo, Fy
y Fy—, v comprobemos ¢uedan determinados univocamente unos vectores g, Ma, Hy y iy,
petenecientes, respectivamente, a Fy, Fs, F3 v Fy, tales que su suma es igual a ((,2,-1,-2,1n

(0,2,-1,-2,1) =u + Uz + u3 + u,.

Si(x,x,x,x,¥), (5,5,0,0,0), 10,1,{,0,0) y (0,0,0,{,0) son vectores de Fy, F», F3 v Fa, res-
pectivamente, tales que:

(0,2,-1,-2, 1) = (2, x,a,, )+ (8,5,0,0,0) + (0, £, 8,080,000 + (0,0,0,4, 01,

enlonces:
O=x+s, 2=x+s+1, -l=x+1, “2=x+1, 1=y,
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de donde:
En consecuencia, el vector (0,2, —1,-2, 1} gueda descompuesto, univocamente, como suma
de los vectores:

u =1-3,-3.-3,-3.1YefF, w.=1{331000)eckF,

w; =(0,2,2,000eF v uy=10,00,1,0)€ F,.

SiFy, s, ... F, son subespacios vectoriales independientes de un espacio vecto-
rial E, su suma: F; + F» + - - + F, se denota:

FreF,e. .. @ Fy,
yvde Fl@F:@ -+ & F, se dice es la suma direcla de £y, F, ..., Fp.
EJEMPLO 21 Los cuatro subespacios vectoriales de R* vistos en ol ejemple 20 (cf. p. 51) son independien-

tes, como en este mismo cjemple citado se demostraba, asi que su suma es suma directa:
FireF.eF,aF;.

4. Combinaciones lineales Afirmar que un vector es igual a una combinacion
lineal de otros significa io siguiente:

Definicien

Combinacion Dados n vectores ¢, Va2, ..., Uy de un espacic vectorial E sobre un cuerpo K,
de cada vector de la suma de los subespacios vectoriales Kvy, Kvy, ..., Kvy, es
decir, de cada vector de:

kv + Kvp + - - - + Kvy,

se dice ¢5 una combinacion lineal de los vectores vy, ¥, ..., Vy.

Un vector z de E es una combinacion lineal de los vectores v, vz, ..., ¥y precisa-
mente si existen escalares o, o2, -- -, i, tales que:

Z=00U) + 0V + - Ay,

Todo vector que es combinacion lineal de vectores de un mismo subespacio vec-
torial pertenece, a su vez, al subespacio vectorial.
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EIEMPLD 22 El vector (3,0, —3) de B? es una combinacion lincal de los vectores:
(1,1, 00, (3,1,.1) v (3, 1,2},
pues los escalares (, -1 y 1 son tales que:
(3,0,-3)=0t1,1,00 + (=13{0,1, 1) + I(3,1,-2).
EJEMPLO 23 El siguiente subespacio vectorial de R*:
F={tx,x2,x3) € R [ xp = 0},
es el conjunto de las combinaciomes lineales de los vectores:
(1,0,0) v (0,0,1},

pues (cf. ejemplo 13, p. 43% F = R{1,0,0} + R(0,C, 1}.
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.4 SUBESPACIOS AFINES

1. Definicion de subespacio afin  Vemos en primer lugar la definicion de subes-
pacio afin de un espacio vectorial:

Defiricién

Subespacio afin l}e un subconjunto no vacio de un espacio vectorial E se dice es un subespacio
afin de E si puede obtenerse como suma dec un vector de E y un subespacio
vectorial de E.

En siimbolos: el conjunto no vacio A € E es subespacio afin de E si existen un
vector v € E v un subespacio vectorial F de E de forma que:

A=v+F=|lv+x|xcF}.
Nota En lo sucesivg, con la frase “w + G s un subespacio afin del cspacio vectorial E”,

supondreimos implicitamente gue tw s un vector de F vy que G es un subespacio vectorial
de E. 'y
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EIEMPLO 24

EJEMPLO 25

EIEMPLO 26

Kl siguiente subconjunto de R*:
A= {1, 1,1},

que obviamente £s no vacio, es un subespacio afin de R?, pues:
A={i1,1,11} =i1,1,1) + {{0,0,0)|.
El subespacio vectorial de R* siguicnte:
A= fx,Xxnx) €R¥ I x  +x, =0y x2 +x3 =0},

es un subespacio alin de R4, yva que, como comprobamos a confinuacion, A es igual al si-
gutente subespacio afin de R

S=(0,0,)+R{-1,1, 1].
Si{x7.xz,Xx3) es unvector de A, es decir:
Xi+xe=0 v xo+x3=0,

entonces: x; = ~x: ¥ X3 = —x.». Podemos, pues, afirmar gque todo vector de A es de la forma:
{—X2,Xs,—Xx;) para algun x» € R. Pero:

(—Xxy, 20, —xo) = x2(-1,1,-13 ={0,0,0) + xa(-1,1,-1},

lo que establece que el vector { —x», X, —X») pertenece a S. Ask AT 5.
Reciprocamente, un vector de § es de la forma:

10,0,0) + A{—1,1,—1) paraalgun A € §,

pero; (0,0,00 + Al=1,1,-1) = (=N, A, —A), y se ticne: (—A, A, —A) € A, vaque: (-A) + (A1 =0
v (A} + {(—A) = 0. En consecuencia § € A. Y en definitiva: A = S, ¥y A es un subespacio atin
de R,

El sigutente subconjunto de R*:
A= x,xx3) R |2 - x5 =4,

que es no vacio {por ejemplo: (4,0,0) € A), es un subespacio afin de RY, pues es igual al
subespacio afin:
B=(400)+R{1,0,1) + R{G, 1,00,

como comprobamos seguidamente.
81 txy, &2, x3) 05 un vector de A, ha de verificar: x, — x3 = 4, con lo cual puede escribirse
de la forma: (x,3:, x3) = (x4 + 4, x2,Xx3), ¥ como:

(X3 +-1,X3,)C3) = 14,000+ x_;{l,(),l} + x2(0, 1,09,
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se tiene: {x,X>, X3) =1{x: +4,x3,Xx3) € B, En consecuencia; A = 5.
Reciprocamente, todo vector de B es de la forma:

(4,0,00 + A1,0, 10+ p{0,1,0) = (4 + A, A),

que es un vector que cumple la condicion para pertenecer a A: (4 + A) — (A) = 4. En conse-

cuencia: B = A, v en conclusion: A = B.

Consecuvencids de fa definicion de subespacio afin Si £ es un espacio veclorial sobre
un cuerpo K, se verifica:
o Un subconjunto de E furmado por un tnico vector es un subespacio afin de E.
En efecto; si A = {v} € E, entonces: 4 = v + {0}, Obsérvese gue, en particular, el
conjunto {0} es un subespacio afin de .
« Todo subespacio vectorial de E ¢s un subespacio afin de E.
Pues si F es un subespacio vectorial de £, se puede escribir: £ = 0 + F. Notese que, en
particular, el propio E es un subespacio afin de E.
« Siv yw son dos vectores de E, ¢l conjunto:

v+ Kw={v+iw|Ae Kk}

es también un subespacio afin de E.
Es una consecuencia inmediata de la definicion, Notese que si w ~ 0, el subespacio afin
anterior se reduce a {v}.

Siw = 0, del subespacio afin v+ Kw de E se dice es una recta del espacio vectorial E.

EIEMPLO 27  El subespacio afin de R? visto en el ejemplo 25 (cf. p. 35»
A=l x3,x3  ER? | x) +x2 =0y x3 +x3 =0},
es una recta de R?, ya que, como se demosird en el ejemplo citado, se tiene:

A=1(0,0,00 + B(-1,1,~11,

y (-1, —=1) = {0,0,0).

Proposicion L5 Siv + F es un subespacio afin de un espacio vectorial E y w c§
un vector de E, entonces:

fwev+F) < (w+F=v+F).
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Demostracion Demostramos en (52) {cf. p. 44} la siguiente equivalencia:
iwev+F) < (w-veFh
pero al ser F un subespacio vectorial podemos escribir:
iwev+fF) & (w-veF) = (v-wefF)
Por otra parte, como ¢l lector puede comprobar, se verifica:
(wev+F) = (wirkcv-F)
En consecuencia:

w-Fetr+F) e (WEV+ F) = (v-wefF)

e pEw - F) &= (v+Fcw+F),
yenconclusion: iwev-F) = (w+F=v+F). ot

Como consecuencia de esta proposicion se tiene la siguiente

INS para que un | Proposicion 1.6 Si v + £ es un subespacio afin de un espacio vectorial E, se
subespacio afin | verifica:
s€a subespacio

( v+Fes

subespacio rccfon‘al) = WHF=F = Wweh.

vectorial

Demostracion Por un lado, si v + F es subespacio vectorial, entonces a €] pertenece el
veetor 0, v de acuerdo con la proposicion L5 se ticne:

v+F=0+F: [,

El reciproco es obvio: si v + F = F, entonces v + F ¢s un subespacio vectorial. Queda asi
probada la primera equivalencia.
Por otro lado:

(wefF) <= (WELB+F) &= (W+F=0+F} e {(v+F=F)
le gue termina de probar el resultado. oL
Dado un subespacio afin A de un espacio vectorial E, es decir:
A=v+F conveE y Funsubespacio vectorial de E,

nos preguntamos si existe algun vector w de E, distinto de v, y algiin subespacio
vectorial G de E, distinto de F, de forma gue:

A=v+F=w+¢G.

Una respuesta parcial nos la da la siguiente proposicion.
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Igualdad de | Proposicion 1.7 Siv+ Fyw+ G son el mismo subespacio afin de un espa-
subespacios | cio vectorial E: v + F = w + G, entonces los subespacios vectoriales F y G son
afines | fguales: F = G.

Demostracion De la hipotesis: v + F = w + G, ¥ teniendo on cuenta {S3) (cf. p. 44), se
deduce: (v + (—v}) + F = {w + (—)) + G, de donde (cf. (51), p. 44):

F={w-vi+ (. {19}

De esta forma, el subespacio afin (w - v) + € es un subespacio vectorial, y por tanto (cf. pro-
posicion L6, p. 57 6 = (w - v} + GG, que unide a la igualdad (19) permite finalmente concluir:
C=tw-v)+G6=F. Cagl.

Nola bene 5i v + F es un subespacio afin de un espacio vectorial £ v w es un vector de £
tal que: v + F = w + F, no sc deduce necesariamente que ¢ sed igudl a w. &
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EJEMPLO 28  Si F es el subespacio vectorial de K3:
F=R{1L,010 + RO, 8,0},

se verifica: (4,0,0) - F = (0,0, -4} + F.
En efecto, podemos escribir: (4,0,0) = (0,0,—-4) + {4,0,4}, con {4,0,4} € F; de esta
lorma: {4,0,0) € (0,0, -4} + F, y por tanto (cf. proposicion 1.5, p. 58k

{4,0,0) = F =(0,0,—4) 1 F.
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2. Interseccion de subespucios afines  Puede ocurrir que dos subespacios afi-
nes de un espacio veclorial no tengan ningin vector en coman; en este caso, su
interseccién es el conjunto vacio, que no es subespacio afin.
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EIEMPLO 29 los siguientes subespacios afincs de R
A=, +RILOL v B=1(2,0,-11+R(0, 1,13,

son tales que A B = @, como el lector puede comprobar facthmente.
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194
]

Pero si la interseccitm 1o es el conjunto vacio, entonces ¢sta ¢s un subespacio
afin, como probamos en la siguiente proposicion.

Interseccion de | Proposicion 1.8 Siv+1F yw+G son subespacios afines de un espacio vectorial E
subespacios | tales que su interseccion es no vacia: (v + F) 0 (w + G) = @, entonces:

afines
(W+-Fyn(w+G)=2z2+(FnG),

donde z es un vector de (v + F) 0 (w + G).

Demaostracion Como, por hipolesis, z € (v + F) n {w + G), se tiene {cf. proposicion 1.5,
p.36kv+F=z+Fvw+ G =2z+0G,yportanlo:

v+ Fin{w+G)=(z+F)nilz+ G). {20)}

Si x es un vector de [, se verifica:

xez+F
xe(z+F)niz+G) <= 1 ¥
x€z+6G
x—-z&cF
= ¥
x-ze§G

= x-zeFnG < xez+ (Fn{),

y en consecuencia: (z + FYn (z+ G) = z -~ (F n G), que unido a (20) permite finalmente
conclui (v + Fyniw + G) =z - (Fn G). C.0.0.

EJEMPLO 3¢ Recordemos los subespacios vectoriales de R? vistos en el ejemplo 10 (cf. p. 42):
Fl={ix;, x0,x3) € B | x) = 2x5 + x3 = 0},
Fr = [(xy,x2,x3) € R? | X1 = 2x3},
los cuales verifican: Fj n Fx = R(4,3, 2), y consideremos los subespacios afines de R3 siguien-

tes:
A=1(32,1)+F vy B=1(7.53)+F.

La interseccion A ri B no es el conjunto vacio, pues por ejemplo (como el lector puede
comprobar sin dificultad) (-1,-1,-1} € A n B. La proposicion 1.8 nos permile asegurar
que A B es un subespacio afin de R+

AnB=(-Ll,-1,-IY+F nFr=(-1,-1,-1} + R(4,3,2).
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3. Hiperplanos de R" Llamamos hiperplano de R" a tedo conjunto de la forma:

iﬂrxi = d}v

-1
donde @, dz, ..., a4y ¥ J 80N NUMeros reales, ¥ da;, dy, ... d, No son simultaneamente

H= {(X[,X;g,...,xn) c R?

nulos.

EJEMPLO 31  El conjunto siguiente:

%xl + Xu = 7] ,

{(xl.szEﬂﬁz

es un hiperplane de R<,
El conjunto {{x;,x2,xz, x4) € R | 2x» - x4 = 4} es un hiperplano de &%
El conjunto {(x, Xy, X3, X4, X3, %5) € R® | x5 = 0} es un hiperplanc de RY.

Los hiperplanos son subespacios afines, como vemos en la siguiente proposicion.

Un hiperplano es | Proposicion L9 Todo hiperplano de R" es subespacio afin de RY.
subespacio afin

Demostracion Hacemos la demostracion para n = 3.

Sea A = [{xy,x0x4) € RY | ay1x) + @xxy + azxy = d} un hiperplano de R, Si d = 0,
entonces 4 es un subespacio vectorial de R* y, por tanto, un subespacio afin dec R* Sid = 0
v, por ejemplo, a; = 0}, designemos por B cl siguiente subespacio afin:

8= (j—].o.o)w. 21)

siendo F el subespacic vectorial F = {{x),xp, x3) € B | a1x) 1 asxs + avxq = 0], Entonces
se verifica: 4 = B, vy el hiperplano 4 es un subespacio afin de R*.
En efecto, se ticnen las siguientes eguivalencias:

(it t3) € B <= (t. 02 ty) - (%,0,0) €F
] .
= (t] - i,t:,t;;) eF
i)
d
= ) (f] - ﬂ_) +aat; + azty =0
1

= b +dtr+asty=d

= (), bt ta) E A,

v Como consecuencia: A = B,
Si fuera a, = 0y a, = 0, entonces 1a definicién de B, en (21), hubiese sido:

B= (0, i,()) + F;
a.
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EJEMPLO 32

EIEMPLO 33

EJEMPLO 34

EIEMPLO 35

y 81 fuera a3 ¢l tinico no nulo, hubiese sido: B -: (0,0,d/a3) + F. En ambos casos, se com-
prueba que 4 = B.
La demostracion para ¢l caso general es analoga: si 1 es el hiperplanc de R™:

n
7= {0e X2, x0) €R" | Dax, =d},
-1
entonces existe k € {1,2,...,n} tal que a; = 0, ¥ se tiene:
a3
E;—1,0“.“0) + {1 X0, Xn) € R | Yai, = 0}
k

=1

H=(U....,0,

y quedaria asi probado que /7 es un subespacio aflin de R7, L

El siguiente subconjunto de R
A={txn e, x, x50 € R 2x —xy - 4],

es un hiperplano v, de acuerda con la propesicién anterior, un subespacio afin de R*. Un
coeficiente no nalo en la condicion de la definicién de A es el de x», que es igual a 2. Por
tanto:

A= (0,%,0‘0) +F,

donde F = {{ix;, x:, x5, x4 € R | 2xp — x4 = 0l
Es un hiperplano de E* el conjunlo:
A=, x) R x) —x3 =4,

el cual ya se comprobd es un subespacio afin de R® (¢f. ejemplo 26, p. 55). De acuerdo con lo
dicho en los parrafos precedentes, se ticne:

A= (%.0.0) + e, X0 X0 € RY | Xy — x3 = 0]

4. Subespucios afines purdalelos  De dos subespacios afines v + F v w + & de
un espacio vectorial E diremos son paralelos si F = 6.

Algunos autores definen el paralelismo débil: el subespacio afin v + F es débil-
mente paralelo al subespacic atin w + Gsi F € G,

El hiperplanc (de B*) A = {(x1,x2,x3) € R* | x| — x4 =4} y el subespacio afin (también
de R C = (1,1,1) + R({1,0,1) + R(D,1,0} son paralelos, pucs se verifica (cf. ejemplo 26,
p.53%n A= (4,0,0} + Ri(1,0,1) + R{0,1,0).

Larecta (1,2,3)+ R(1,2,1) es débilmente paralela al subespacio afin A del ejemplo anterior,
vaque: BR(1,2,1) € J{xy,x2.x3) € RY | Xy — x3 = 0}
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5. Combinaciones afines  1)ados n vectores w, wy, ..., Wy de un espacio vec-
torial E, si ot, &, ..., &y SON M escalares tales que:

o+t oy =1,

del vector ohw, + o2l + - - - + ptr, diremos es una combinacion afin de los
veclores w, ws, ..., Wy.

EJEMPLC 36 Flvector (0, -1,3) de BR* es una combinacion afin de los vectores t1,1,0), (0,1,1) ¥ (1,0,1},
pues, par ejemnplo, los escalares —2, 1y 2 son tales que suman 1: {~2) +1+2 = 1, y sc Hene:

t0,—1,3) = {(=2M1,1,00 + 14O, L, 1} + 2{1,0,1}.
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Todo vector que es combinacion afin de vectores de un mismo subespacio afin
pertenece, a su vez, al subespacio afin. Para comprobarlo, consideremos un subes-
pacio afin v + F de un espacio vectorial E, vy sean v + ©, v + Uy, ..., ¥ -+ Uy vectores
pertenecientes a v + F (y por tanto u;, #y, ..., U, son vectares del subhespacio vec-
torial £). Si w ¢s un vector de E que es una combinacion atin de ellos, probemos
quew € v + I.

Por ser w una combinacion afin de v v 1, v+ 1y, ..., U = Uy, existen escalares «,
O, ., O talesque: o) + o + -+ g =1,¥
W= U+ +oitv+u)+ - e+ Uy, {22}

Simplificando en la igualdad (22), obtenemos:

n 1 n
w = (Zui)u+ oouu = v+ D g,
i=1

| t=1

n
Yy Como Zmui e F (pues es combinacion lineal de u |, wy, ..., 4y, vectores del
i-|

subespacio vectorial F}, sc concluye:w € v + F.

Escolio Siv+ U, v+, ..., U+ U, son vectores del subespacio afin v + F, ¥y w es el
vector:
W oV 0 )t U+ Uy, {23)
donde o, o, ..., &y son escalares tales que:

H
D+, (24)
=1
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L5

entonces w mo pertencce a v + F, salvo en el caso clemental en que v + ¥ sca subespacio
vectorial de E.

kn efecto. Supongamos gue v + F no es subespacio vectorial, y por tanto que v € F
{cf. proposicion LG, p. 57). Queremos probar, bajo las hipotesis enunciadas en el parrafo
anterior, se tiene que w & v + F, y para ello procedemos por reduccion al absurdo, es
decir, suponemos que w € v + F. De (23) oblenemos:

" H
w = ( Za,) VD o
r=| [
pero si w € v+ F, entonces existe u € £ tal gue: w = v + u, y por tanto:

i "
(Ea, U el = U+,

1=1 r=|
o bien:
" 1
(zm)v—v= u- DU,
-

[

de donde (teniendo en cuenta (2-4)):

n 1 H
U=((Z(‘{T)—l) (u-- Za,u,),
to : 1=
que contradice el hecho de que v ¢ F, pues el segundo miembro de esta igualdad es un

vector de F.
En particular, si ¢ + £ es un subespacio afin de un espacio vectorial £y v + F no es
subespacio vectorial, entonces se verifica:

VAekK-{1},Yvwev+F, Awgv +F.

SISTEMAS DE VECTORES

I'n esta seccidon introducimos varias definiciones y notaciones gue seran dc gran uti-
liclad en el resto del texto.

Consideremos un espacio vectorial £ sobre un cuerpo K. Llamaremos sistema
de vectores de E a toda lista, 0 coleccian, finita ordenada de vectores de E. Si vy,
Vs, ... Uy 500 1 vectores de E, el sistema § formado por ellos se denota:

S={vy,va,.... V).

De los vectores v, v, ..., ¥y diremos son los vectores del sistema S. Al conjunto
formado por cllos lo denotaremos por 5.
Dados dos sistemas {(v,,vs,..., V) ¥ (W, W2,..., W) de i1y m vectores do F,

respectivamentc, consideraremos son iguales si:

n=n y U =w, th=u, ..., Uy =W,
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EJEMPLO 37 Considercmos los vectores v = (1,00 v - {0 1), v = (3,1 y vy = {2, 2) de B3, Con ellos

podemos formar, entre otros, 10s sigiientes sistermas:

= S = {v,v0s),

= 5r= (v vy, va,04),

» A= (v, v,v,) donde chservamos gue el vector v figura dos veces,

« B = (v, vy, vy v v ), donde observamos que el vector v, figura tres veces, y el vee-

lor v, dos.

Los conjuntos asociados & estos cuatro sistemas son: §) = v, ve,va), S0 = vy, v, 04, U4,
A=ivi, vyl y B= 1, v,

...... R R R R R R A N N N N R N N I I A R R T R L L]

Dado un sistema 5 = (v, v>,..., Uy} de vectores de E, definimos el cardinal de S,
que denotamos: Card(8), como el namero de vectores de la lisla que define §. Es
decir; Card(5) = Card (v, v.,...,.¥,) = n.

EJEMPLO 38 El cardinal de los sistemas del ejemplo 37 es: CardiS;} = 3, Cardi$;} = 4, CardiA)y = 3
y Cardi{B) = 5.

Dados dos sistemas § = {v|,vs,..., vy} ¥y 5 = (w, w»,..., w,y) de vectares de £,
definimos el sistema (5,5} de la forma: (5,8 = {vy,vo,..., vy, W, W2, ..., Wp).

Dados dos sistemas S v §° de vectores de E, diremos que § ¢s subsistema de 57
si todo vector de 5 es de 87 y no figura en la lista de los vectores de § mas veces que
enladeS’.

EJEMPLO 40 Para los sistemas del ejemplo 37 (cf. p. 64) sc cumple:
= 5] e5 un subsistema de Su;
» A esun subsistema de B, puesto que v, no figlira mas veces en 4 que en B, v v, figura
menos veces en A que en B;
» & no es subsistema de &), pues vy es un vector de §», pero no lo es de §y;
s B no es subsistema de A, pues, aungue todo vector de B es vector de A, el vector vy
[igura mas veces en B que en A.
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.6 VECTORES LINEALMENTE DEPENDIENTES

1. Definicion. Propiedades bdsicas A continuacion, vemos la definicion de
dependencia linead de vectores:

Definicion
Vectores Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. De los vectores vy, ¢, ..., vy de E
lineaimente se dice son linealmente dependientes, ¢ del sistema (v, v2,...,v,) se dice es

dependientes un sistema ligado, si existen escalares 0, &3, ..., 0y, o todos nulos, tales que:

Sistema ligado
XV + 00U+ XUy = 0

( pnsecuchcias de I definicion de dependencia lineod Sca E un espacio vectorial.
Se verifica:
= () es un sistema ligado.
Fn efecto: 10 -: @y 1 # {); es decir, el vector 0 es linealmente dependiente, o lo que es
lo mismo: ({0} es un sistema ligado.
= Si v es un vector de E distinto del vector 0, entonces (v) 7o es un sistema
ligado,
Si e es un escalar, de la iguaidad av = 0 se deduce (consecuencia de la definicion
de espacio vectorial) que o ~ 0; es decir, no podemos encontrar un escalar o = 0 tal
que av = 0. El vector v no es un vector lincalmente dependiente, o bien: (v} no es un
sistema ligado.
« Todo sistema de vectores en el que figure el vector 0 es ligado.
(ue cl sistema (0) es ligado lo sabemos por la primera consecuencia de la definicion de
dependencia lineal. Por otra parte, 5i B = (0,0, vs,..., Uy} (donde 11 € N* = N — {0},
cntonces es posible encontrar escalares f§, o, ¢y, ..., &4, no todos nulos, lales que:

BO+ oy + o0t + o o0y =0

fpor ejemplo: B =1y o = 0ox = ... = o, = 0}, lo que establece que ¢l sistema 8 es
ligado.

Todo sistemna en el gue uno de los vectores es igual a una combinacion lineal
de los restantes es ligado.

Si w es igual 4 una combinacién lincal de vy, v, ..., V,, &5 decir, para algunos es-
calares oy, o, ..., Oy SE TENe: W = & U7 + oV + - - - + Nyt ENoNces:

{-Dw v + o+ - + vy =0,
y no todos los escalares (—1}, ), ¢, ..., o, son oulos. Los vectores w, v, Uy, ..., Uy

son, pues, linealmente dependientes, o o que es lo mismo: el sistema (w, 0,02, ..., Uy)
es ligado.
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EIEMPLO 41 Los vectores (1,2,3) v (3,2, 1) de R4 no son linealmente dependientes.
En efecto. Si o v £ son escalares tales gue:

«(l,2,3)+ B03,2,1) =(0,0,0}, (25}
o lo que es 1o mismo: (o + 38,20 + 28,30 + B = (0,0,0), entonces:
w+38=0, 2+28=0, 3a+p=0.

De la segunda igualdad deducimos: & = —§, ¥ sustituyendo en la primera llegamos a: 28 = 0,
y por tanto: § = 0y « = 0, En consecuencia, solo los escalares &« = 0y § = 0 verifican (25).

Al no existir dos escalares o y 8, no ambos nulos, que satisfagan (25), concluimos que los
vectores (1,2,3) v (3,2,1) no son linealmente dependicntes, o lo gue es lo mismo: el sistema
{1,2.3},¢3,2, 1)) no es un sistema ligado.

EJEMPLO 42 Los vectores (1,1), (1,3 ¥ (3,1) de B” son linealmente dependientes, pucs por cjemplo los
tres escalares —4, 1y 1 no son todos nulos y se verffica: —401,11+ 101,31+ 1{3,1} = (0,0).

EJERCICIO ?  Estudiar para qué valores de a € R es ligado el sistema de vectores ((1,0,0),10,1,4),(0,a, 1))
de R3, 'y

2. Otras propiedades  En las siguientes proposiciones mostramos dos propie-
dades de la dependencia lineal.

CNS de sistema | Proposicion L10 Sean v v w dos vectores de un espacio vectorial E sobhre un
de dos vectore~ | cizerpo K. Si v = 0, entonces una condicion necesaria y suficiente para que (v, w)
ligado | $ea un sistema ligado es: w € Kv.

Demostracion La condicion es necesaria. Si o« v £ son dos escalares, no ambos nulos,
tales que:

or + fw — 0, (26)

entonces f§ + (J, pues en caso contrario de (26} se deduciria: o = 0, y como por hipotesis v =
0, se tendria: o = {), que vulneraria que los escalares no son ambos nulos. Al ser 8 + 0, de {26)
se deduce: w = B~ -a)w, y por tanto: w € Kv.

La condicion cs suficiente. 5i w & Kv, entonces w = Av para algun A € K, v podemos
escribir: {—A)v + 1w = 0. Al no ser los escalares —A v 1 simultineamente nulos, esta igualdad
cstablece que (v, w) es un sistema ligado. EERE
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EIEMPLO 43

Incontremos para qué valores reales de a y & son linealmenle dependientes los siguientes
vectores de R
v=1_(1,-1,2} v w=(2,ab).

Como v =+ (0,0,0), la proposicion L.10 afirma que v ¥y w son linealmente dependicntes
precisamente si: w £ Ry, es decir, precisamente si existe alglin nimero real o tal que:

wfi,-1,2)=1{2,a,b).
Esta igualdad vectorial es eguivalente a:
=2, —-wm=a, 2a=bh,

equivalente asuver s ad =2, a=-2v b =4.
En conclusion, los vectores v v w son linealmente dependientes si, v s6lo si, a = -2
vb =4
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En la siguientc proposicion se presenta una condicion necesaria y suficiente para
gque un sistema de vectores sea un sistema ligado.

Proposicion L11 I/na condicién necesaria y suficiente para que un sistema de
vectores sea ligado es que exista un sistema ligado que sea subsistema suyo.

Demostracion La condicion es obviamente necesaria, pues todo sistema es subsistema de
si mismo.

La condicion también es suficiente. Para demostrarlo, consideremos un sistema de vec-
tores B = (v, vz,..., ¥y}, ¥ Supongamos es ligado el sistermna:

B =(v,v2,...,u,), conpsmn,

gue es subsistema de B (no se pierde generalidad al suponer que tal subsistema ligado es de

esta forma). Como B’ es un sistema ligado, existen escalares oy, o6, ..., &, no lodos nulos,
tales que:

vy 4+ v+ -+ Kt =0, (271
Si definimos: o, = 0 para p < j € n, entonces los escalares oy, o, ..., s o son todos nulos,

y de acuerdo con (27) podemos escribir:
MV + 06U+ -+ vy =0,
lo que establece gue el sistema B es ligado. ¢l

Nota benc Puede ocurrir que un sistema B sea ligado y que todo subsistema de B de
cardinal menor ne lo sea. Por cjemplo, el sistema de vectores ((1,0),10,1),(1,1)) de R
es un sistema ligado, perc cualquier subsistema suyo de cardinal menor no es un sistema
lizado, como el lector puede comprobar sin dificultad. A
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EJEMPLO 44  Fstudiemes para qué valores reales de a, b, ¢ v d es ligado esie sistema de vectores de R
B= (@551, 01,-1,21,(13.c + b, (a+ b+ e, {ib: = cLd), 2.-2,4).

En el ejemplo 43 (cf. p. 67} vimos que el sistema B’ = ({1,-1,2),(2, -2,4}) es un sistcma
ligado, Como B’ es un subsistema de B, de la proposicion L11 (cf. p. G7} se deduce que
también B es un sistema ligado.

Notese que ¢l sistema £ es un sistema ligado independientemente de los valores que

puedan tomar a, b, ¢ y d.

1.7 VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES

1. Definicion. Propiedades bdasicas  De manera informal podemos decir que la
independencia lineal es la negacion de la dependencia lineal. De forma mas precisa:

Definicton

Vectores De los vectores v, vy, ..., ¥, se¢ dice son linealmente independientes, o del
linealmente sistema (¥q,v32,..., Py} se dice es un sistema libre, si los vectores vy, vy, ..., vy
independientes no son linealmente dependientes, es decir, si de 1a igualdad:

Sistema libre
U+ V2 + -+ oGy, =0,

donde ¢, oo, ..., 0, son escalares, necesariamente se deduce:

X3 =0(2=...=(X”=(}.

Consecuencias de la definicion de mdependencia tineal Sea E un espacio vectorial.
Se verifica:
+ {0} no es un sistema libre,
Ya vimos que (0) es un sistema ligado,
« Siv esunvector de E distinto de 0, entonces (v) es un sistema libre.
Ya probamos que si v = 0, entonces (¥) no s un sistema ligado,
« Un sistema de vectores en ol gue figure of vector 0 no es libre.
En la seccion anterior probamos que un sistema en estas condiciones es un sistema
ligado.
« Un sistema ¢n ef gue uno de 1os vectores es combinacion lineal de los restantes
no es libre,
Vimos cn la seccion anterior que si w es una combinacion lineal de vy, v,, ..., v,,
entonces (w, ¥, v.,...,Uy,) ¢85 un sistema ligado.
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EJEMPLQ 45  Los vectores {1,2,3} y {3,2,1) de R? son linealmente independienles, pues, como vimos en
el ejemplo 41 (cf. p. 68), estos vectores no son linealmente dependienles.
Recordemos que en el ejemplo citado buscamos qué valores de o v 8 verificaban:

(1,2,3)— 8i3,2,1) = 10,0,0),

y vimos gue la anica posibilidad es: o« = § = 0, lo que confirma que los veclores (1,2.3)
y (3,2,1} son efectivamente linealmente independientes, o dicho de otra forma: el siste-
ma ((1,2,31,(3,2,1}} es libre.

EJEMPLO 46 Los veclores (1,1}, (1,3} ¥ (3, 1) de R? no son linealmenle independientes, pues son lineal-
menle dependientes (cf. ejemplo 42, p. 66).
Si tratamos de resolver en las incognitas o, B v v la ecuacion:

et L, 1)+ B{1,3) + y{3,1y = (0,0), {28)

no oblenemos necesariamente que @ = f = ¥y = O como yva vimos en ¢l ¢jemplo citado,
para «« = -4, B =1 v y = 1 se verifica (28).
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SJERCICIO 3 Estudiar para qué valores de a € R es libre ol sistemna de vectores ((1,0,00,(0,1,a}, (0,a, 1))
de R+, A

2. Otras propiedades  El resultado siguiente es una consecuencia inmediata de
la propasicion 1.1 {cf. p. 66x

7.5 de sistema | Proposicion 1.12 Sean v y w dos vectores de un espacio vectorial E sobre uin
- ... vectores | cuerpo K. Siv = 0, entonces una condicion necesaria y suficiente para que (v, w)
libre |sca un sistema libre es: w ¢ Kuv.

EJEMPLC 47  Lstudiemos para qué valores reales de @ y » sen lincalmente independientes los siguientes
vectores de R*:

v=1(1,-1,2) v w={2,a,b).

En e ejemplo 43 (cf. p. 67) vimos que v v w son linealmente dependientes precisamente
siia = -2 v b =1 Por tanto, v v w son linealmente independienles precisamente si: @ + -2
ok =
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Proposicion 1.13 U'na condicion neccsaria y suficiente para que un sistema de
vectores sea libre es que todo subsistema suyo sea un sistema libre.

Demostracion La condicién es necesaria: si B es un sistema libre y B' es un subsisterna
de B, entonces B' es un sisterna libre, pues en caso contrario tampoco scria libre # (cf. propo-
siciom .11, p. 67).

Reciprocamente, la condicion es suficiente: si todo subsisterna de un sistema B es un
sistema libre, también cs libre el propio B, pues es subsistema de si mismo. [RXINSE

EJERCICIO 4 Seanvy, vy, ..., U, vectores de un espacio vectorial E. Demostrar que una condicion necesaria
y suficiente para que un vector w € E no sea una combinacion lineal de estos vectores es que
de fa igualdad:

MU+ U2~ -+ XaUp + S =0,

se deduzea: 8= 0. A

EJEMPLO 48 Para cualquier a € R, el vector (a, l,a + 1) de R3 no es igual a una combinacion lineal de los
vectores (1,0,1),(0,1,0) ¥y (1,1,1).
In efecto, de la igualdad:

oqt1,0, 1+ 06(0,1,0) + &3(1,1, 1)+ Bla,1,a + 1) = (0,0,0)
se obtiene:
(¥1+£¥3+GB=U, t¥3+(¥3+ﬁ=0, (Xl—,t‘(j+aﬁ—;ﬂ=0,

de donde (restando la primera igualdad de la tercera) se deduce: 8 = (0. Con el ejercicio 4 se
concluye el resultado.

EJERCICIO 5  Demostrar que si (v, Va,...,vy) es un sistema libre de vectores de un espacio vectorial E
y w es un vector de E gue no es igual a una combinacion lineal de vy, vy, ..., vy, cnton-
ces (w, vy, v, ..., v, lambién es un sistema libre. A

1.8 SISTEMAS DE GENERADORES Y BASES
DE UN ESPACIO VECTORIAL

1. Sistemnas de generadores Sca B = (vy,vs2,...,v,) un sistema de vectores
de un espacio vectorial E. Por: L(B}, o también: L (vy,v2,...,v, ), denotaremos el
conjunto de todos los vectores de £ que son combinacion lineal de los vectores v,
v, ..., Uy; es decir (cf. p. 33):

LiBY=Livy,vg,...,u) =Ku + Kvs + -+ + Kiy.
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Fl conjunto L(#) es, pues, un subespacio vectorial de E: es el subespacio vectorial
de E de los vectores que puedcen escribirse de la forma:

oy o+ -+ Uy,

donde oy, ¥2, ..., &y SON escalares.

Definicion
Sistema de De uncs vectores vy, ¥z, ..., Vy de un espacio vectorial E diremos son gene-

generadores radores de £, 0 que F estd generado por los vectores vy, ¥z,..., Vg, 0 del sis-
terna (¥1,¥3,...,¥,) diremos es un sistema de generadores de E, si;

L(vl.vz,...‘vn) =E,

es decir, si todo vector de E es combinacion lineal de los vectores vy, ¥y, ..., V.

Si los vectores vy, ¥, ..., ¥, son generadores del espacio vectorial E ¥ v es un
vector de E, entonces existen escalares o, o, ..., &, tales que:

V= U+ Uyt Oty

De esta igualdad diremos es una descomposicion del vector v como combinacion
lineal de los generadores vy, vy, ..., Uy
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EJEMPLO 49  El sisfema {(1,01,{1,1),t0,1}} es un sistema de generadores de R”.
En efecto. Para cada vector (d, b) de B se verifica:

X a a tf
ia,b) = 0,0 4 E(l.li+(b . E)(O’”’

lo que establece que td, k) es combinacion lineal de los vectores (1,0}, (1,1} y (0,1}, En
consecuencia:
L{(1,0),11,1}3,10,1)} = R™.

Con palabras: & esta gencrade por los vectores (1,0}, {1, 1y y (0, 1.

EJEMPLO 50  El sisterna {(1,1,0},10,1,1}) no es un sistema de generadores de B/,
Por ejemplo, el vector (1,1, 1} no es combinacién lineal de 1,1, y (0,1, 1} En efecto,
afirmarlo seria o mismo que afirmar existen dos ndmeros reales « y f tales que el vector:

«t1, 1,00+ 810,1,11, obien (x, o+ 3,8},

es igual a {1,1,1}, pero esto significarfa decir que tanto & y f como su suma: & + B, son

iguales a 1, lo cual es claramente imposible,
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EJERCICIO &

Base

EIEMPLD 51

EJEMPLD 52

EJERCICIO 7

Sean A = {v),vy,...,vp) ¥ B = (w,w,,...,w,] dos sistemas de vectores de un espacio
vectorial E. Demostrar:

a) Ac L{A);

b} 51 F es subespacio vectorial de E, se verificar A F = LA} F;

¢} Ac L{B) = [{A)c L(B);

d) si A es subsistema de B, entonces: L(A) € L(B);

e) paracadau € E se tiene: L{A) = L(B) = L{A, () = L(B,(u));

f  si A es un sistema de generadores de E v A es subsistema de B, entonces B también

es un sistemna de generadores de E. A

2. Buses. Coordenadas de un vector en una base A continuacion definimos
el concepto de base de un espacio vectorial:

Defiricion
De un sistema {v1,vz,...,Vy} de vectores de un espacio vectorial E se dice es
una base de £ si:
(B1) (v,v2,...,v,} es un sistema de generadores de E, o escrito de otra
forma: L{v,v2,...,vn) = E;
(82) (v1,v3,..., Uy} es un sistemna libre, o0 1o que es lo mismo: los vectores vy,
Vs, ..., 'y son linealmente independientes.

El sisterna B = {(1,1),{0, 1)) es una base de R2,
En cfecto: B es un sistema libre, pues (1,1} ¢ B(0,1) (cf. proposicion E12, p. 69). ¥ B es
un sistema de generadores de R, pues si (@, b) es un vector arbitrario de R?, entonces:

{a. by =al{l, 1)+ (b—a)(0,1),
lo que establece que toda vector de R? es combinacion lineal de (1,1) y (0,1},

El sistema: ((1,0),(1,1},(9, 1)) no es una base de ®*, pues aunque es un sistema de genera-
dares de B? {cf. ejemplo 49, p. 71), ne es un sistema libre: por ejemplo, los escalares -1, 1
v -1 —no todos nulos— verifican: {—13(1,00 + 1(1,1) + (-13(0,1} = (0,0}

§iB = (v,v.,...,vp} ¥B = {w w:,...,wy) son dos bases de un espacio vectorial E, de-
maostrar guc no puede ocurcir: B ¢ B, ni tampoco: B’ < B. A

Nuota Ohsérvese que es posible gue dos bases de un mismoe espacio vectorial no tengan
vector alguno en comun. Por ejemple, los sistemas ((1,1),(0,11) ¥ ((—1,-1},{0,-1))
son, ambos, base de B2 y no tienen vecteres comunes. A
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La
descompasicion
de un vector
como
combinacion
lineal de los
vectores de una
base es Gnica

Zoordenadas de
CenCLOr 8N una
hase

Proposicion .14 Una condicion necesaria y suficiente para gue un sistema de
vectores B = {vy,va,...,vy) de un espacio vectorial E sea una base de E es gue
todo vector de E se pueda descomponer de manera unica como combinacién lineal
de los vectores de B, en el sentido siguiente: si

KU+ XUy + o+ Ol } BV + fota + o+ Briy

son dos descomposiciones de un mismo vector como combinacion lineal de los
vectores de B, entonces:

o = f1, o =B, ..., 0 = B

Demostracion La condicién es necesaria. Supongamos gue B es una base de E. Por ser B
un sistema de generadores de E, todo vector w de E puede escribirse al menos de una forma
como combinacion lineal de los vectores de B, Supongamos se verifica:

W= QU + 00U+~ Bty ¥ W= B+ Batva -+ By,

para algunos cscalares o, o0, ..., On, ¥ Bi. B2, ..., Pn. Restando a la primera igualdad la
segunda, se obtiene:

0=(cy - Bulwy + {02 — Bolug + - - + Ly — Br)Un,
v de esta nltima igualdad, por ser B un sistema libre, se deduce:
@ —Bi=oa;-fr=..=0n—Bn=10,

o bien: o, = Bi, & = B»,..., &, = By. En conclusion, todo vector de £ se escribe de una
inica manera come combinacién lineal de los vectores de 8.

La condicién es suficiente. Supongamos gque todoe vector de £ se puede descomponer de
una finica manera comeo combinacion lineal de los vectores de B. En primer lugar, ya tenemos
gue el sistema B es un sistema de generadores de E. En segundo lugar, para el vector 0 se
verifica: 0 = Qv + Ov. + - - - + Quy, v esta descomposicidén es Gnica, luego de la igualdad
AU+ OV + - - Gty = 0 se deduce necesariamente: o) = oy = ... = &y = 0, y asi el
sisterna B también es un sisterna libre. Fn conclusitn, B es una base de E. SRIRPH

SiB={v,v:..., Uy esunabase de un espacio vectorial E, enionces podemos
afirmar {cf. proposicion L14, p. 73) que para cada vector v de E existen unos
Unicos escalares oy, oy, ..., 0ty tales que:

V=0 + 02U+ e+ Ky,

De &1, &z, ..., &, se dice son las coordenadas del vector v en la base B.

Es decir, que los escalares «;, o, ..., & sean las coordenadas del vector v en la
base B = (v).v3,...,vy) significa: v = ot ¥y + ol + -+ + Oy
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EJEMPLO 53 En el ejemplo 51 (cf. p. 72) vimos que ¢l sistema ((1, 1), ((, 1)} es una base de R”, y observa-
mos que si {4, #) es un vector arbitrario de R?, entonces:

(a,bYy=all, 1} +{bh-a)0,1).

Nos preguniamos si habra otras formas de escribir {a, #) como combinacion lineal de {1, 1)
y 10, 1}; en otras palabras, si la ecuacion:

{a.b) = (l,1) + 800,11, 29

en las incognitas o v 8, admite otras soluciones distintas de x = ay $=b - a.

Dc acuerde con la proposiciom Li4 (cf. p. 73}, ¥ como consecuencia de que el siste-
ma ({1,13,(0,1)) es una base de B®, podemos afirmar que la iinica solucién de {29) es: @ = a
v B = b—a. Qdicho de otra forma: los escalares @ y b-a son las coordenadas del vector (4, b}
en labase ((1,1),(0,1)).

Por ejemplo, las coordenadas del vector {6,5) en la base {(1,1),(0,1)) son 6y -1, pues:
(6,5) = 6(1,1) + (-1} 1}.

Nota bene  Es fundamental ¢l orden en que se escriben las coordenadas de un vector
en una base. En este gjemplo vemos que 6 y -1 son las coordenadas de (6,5) en la
base {(1,1},(0,1}) de B% el vector cuyas coordenadas son -1 v 6 (en la misma bhase)
seria: (~1)(1,1}+6(0,1) =(—1,3}L A

3. Base canonica  Sea (I, +, ) un cuerpo, y sea n = | un numero natural. Como
ya se vio ¢n el capitulo | (¢f. p. 17), el conjunto K" es un espacio veclorial sobre K
con las operaciones:

(o, o2, 0 + (B Bave sy Bad = Lo + Bryoa + Bay o @a + Ba),
Aoy, o2, ..., 0t) = (Ao, A, L. Aoy )
Fl siguiente sistema de n vectores:
Be = (11,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)),

es una base de K". En efecto. Fl sistema B es un sistema de generadores de K"?,
pues si (e, a2, ..., &y} s un elemento arbitraric de K7, entonces:

(o .o, o) = 00 (1,0,..., 00+ 00200, 1,0,...,0) + - -+ + (0,0, 1)
También es B¢ un sistema libre, pues de la igualdad:
Bi01,0,...,0) + 8200,1,0,...,0  + -« - 4+ B8,(0,...,0,1) = {0,0, 1.,

se deduce: (£, 82,....84)=(0,0, .0}, obien: 8 = =...=8,=0.
De la base B¢ se dice es la base candnica de K",
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EJEMPLO 54

Tennerma de da

© e ingcompleta

Notacion Para los vectores de la base canonica de K", utilizaremos la notacion siguiente:
e =1(1,0,...,00, ex = (0, 1,0.---,0}‘ v, € =1(0,...,0, 1),
La base canonica de K7 es, pues, el sistema: B¢ = (e, ez, ..., e,). 'y

Dado un vector x de K", si las componentes de x son: X, X2, ..., Xp, ¢§ decir,
si: X = (X7,X2,...,Xn), entonces la descomposicion de x como combinacién lineal
de los vectores de By es:

X =X1€) + X284 - -+ Xpyép,

Esto es: las coordenadas de un vector x de K" en la base candnica son precisamente
sus componentes,

En B! se tiene: g; = (1,0} v e» = (0, 1). La base can6nica de ®* es el sistema ({1,03,(0,1)}.
En B se tiene: e; = (1,0,M, &> = (0,1,0} v 4 = (0,0,1), ¥ la base canénica de R? es
((1,0,0),(0,1.0),(0,0,1}}.
Observese que hemos desighado con la misma netacion los vectores {1, 0}y (1, 0,0}, vy que
lo misme acontece con los vectores (0, 1) ¥ (0,1,0). La practica demuestra que este abuso de

notacién no da lugar a confusion.

Nota bene $i K es un cuerpe ¥ 1 = | s un numero natural, sabemos qué es la base
candnica de K". En general, s6lo ticne sentido referirse a la base canénica de un espacio
vectorial £ sobre un cuerpo K si F = K" para algan n = 1. A

4. Teorema de lu base incompleta Il llamado teorema de la base incompleta
se enuncia de la siguiente manera:

Tearema 1 Si el sistema:
S = (v|rv;Z!'-'!vj_?!vp-i—h'--svﬂ)

es un sistema de generadores de un espacio vectorial E, 3 si los vectores vy,
vs, ..., Up son linealmente independientes, cntonces existe una base de E que es
subsistema de S, v en la gque figuran los vectores vy, v, ..., Vp.

Demostracion  Designemos por B el sistema libre (v, va, ..., v;).
Definimeos el sistema B, de la forma siguiente:
i, 51 Wy € L{BY,

Bp,[ =
(B,(wp_1)}, sivp. € LB
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Se veritica:
al Bp.1 esun sislema libre (cf. ejercicio 5, p. 70), v B es subsistema de By,
b} v, € LBy ).
Ahora, definimos By ,a:

” Bp_1. Sivper € LiBpay),
p-2 =
(Bp_h{v;,..g)}, §i Wpex € LiBp-1),

quc verifica:
aj Bp.z esun sistema libre, ¥ 8, o8 subsistema de Bp.»,
Bl vper € LiBy.g).
Iterando este proceso llegamos al sistema By:

By 1, sity e LiBy_1h,

{By 1,{vnl}, Sivy, & LiBL_y),

que verifica:

@) By osun sistema libre, ¥ By- | es subsistema de By,

v, = LiB, L

De esta construccion se deduce que B es subsistema de By, que a su vez es subsistema
de 8, ¥ de los apartados (a) se infiere (cf. gjercicio G, p. 72)

Bo (B2 LBy, )e...c LBy s LIS (30

De los apartados (b)y de (30) se deduce: § = LiBy} = L{5), de donde (cf. ejercicie &, p. 72)
Li§)yc LiBy,} € LiS), ¥y enconsecuencix: L{B,) = L{§} = E, y el sistema libre B, ¢s un sistema
de generadores e L.

En definitiva, B, es una base de £ que es subsistema de § y en la que figuran los vec-
tores vy, Uz, ..., Up. .

Fl teorema anterior ticne una consecuencia importante: no hay dos bases de un
mismo espacio vectorial con distinto niimero de vectores.

Todas las bases | Proposicion 115 St{v, s, v YW, we, ... w,) son dos bases de ui es-
de un mismo | pacio vectorial E, entonces: p = 4.

espacio veciorial
tienen igual Demostracion Procedemos por reduccion al absurdo; hacemos la hipotesis de que p < 4.
nimero de En primer lugar, el sistema (1, v2,..., Uy, w) 8 un sistema de generadores de £, y
vectores como {w,) es un sistema libre (al ser subsistema de (w ), w-,..., w,)}, que es sistema libre},
del teorema de la base incompleta se deduce existe una base B ral que:
al {w) es subsistema de 8y,
b) By es subsistema de (v, 0a,...,0p, 0.
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Pero como (v, v,.... v, w} no es base de F (obsérvese que w, es combinacién lincal de v,
Vi, ..., Up), de {b) se deduce gue ¢l namero de elementos de B, es a lo mas igual a p. En
simbolos: Card(B;} < p.

En segundo lugar, consideramos cl sistema: {8y, (w2 1), que es un sistema de generadores
de £. Como (w;, w.} es un sistema libre que es subsisterna de (B, (w;}), existe una base B»
de E tal que:

a) (w,,w>) cs subsistema de Bs,

b) B es subsistema de (By, (w:)).

Pero como (B, (w:)) no es base de £, se liene: Card(B,) < p.

Iterando este proceso conslruimos una coleccion ftinita de bases B, de F tales que el siste-
ma (wy,w-,..., w;) cs subsistema de B, v Card(B:) s p. De esta forma, llegaremos a cons-
truir una base By, tal que: By = (W), Wz,...,wWy) vy m s p, lo cual es absurdo, pues se
afirmaria que los sistemas:

(w), wa,....wy) v (w w,. . w,), conm=<aq,

son dos bases de E {cl. ejercicio 7, p, 72).
Por lanto, no puede ser p estrictamente menor que 4. De lamisma forma demostrariamos
que tampoco puede ser g estrictamente menor que p. En conclusion: p = 4. IR

DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL

1. Definicion de dimension de un espacio vectorial — Antes de ver, propia-
mente, la definicién de dimensién de un espacio vectorial, introducimos el concepto
de espacio vectorial de dimension finita.

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. De [ diremos ¢s un espacio vecto-
rial de dimension finita si existe algiin sistema (v, vz,...,v,) de vectores de E que
¢s sistema de generadores de E. En otro caso, de E diremos es de dimension infinita.

Proposicion 1.16 Siw,, wy, ... w, sonvectores linealmente independientes de
un espacio vectorial E de dimension finita, entonces existe una base de E en la que
figuran los vectores wy, wy, ..., Wp.

Demostracion Como el espacio veclorial £ es de dimension finita, admite algan sistema
de generadores (vy,va,...,v,). Si aplicamos ¢l teorema de la base incompleta al siste-
ma (W, w,..., Wy, U, Vz,...,Ux), que también es de generadores, deducimos existe una
base de £ en la cual figuran los vectores linealmente independientes wy, wy, .., wu. .

Nata En las condiciones de esta proposicion, se dice que cl sistema libre {w, wy,...,w,)
sc¢ ha ampliado a una base de E. A
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Todo espacio | Corolario Si E es un espacio vectorial de dimension finita, distinto del espacio
vectarial de | vectorial |Q}, entonces admite una base (con un mimero finito de vectores), y todas
dimension finita | sUs bases tienen ef mismo numero de vectores.
{distinto de [0
admite base

Demostracidn Como E + [0}, existe algiin vector v de £ distinte de 0. El vector v es,
pues, linealmente independiente, ¥ como consccuencia de la proposicion anterior el espacio
vectorial £ admite alguna base,

Finalmente, que tedas las bases de F tienen el mismo nimero de vectores cs una conse-

cuencia de la proposicion 1.15 {(¢f. p. 76). Can,
Definician
Dimension de un Sea F un espacio vectorial de dimension finita. 8i E = {0}, se llama dimension
espacio vectorial del espacio vectorial £ al namero de vectores de cualquiera de sus bases. Se

denota: dim E,

Dimension riula Del espacio vectorial {0} se dice tiene dimension (), o dimension nula. Se escribe;
dim{0} = 0.

Si E es un espacio vectorial de dimension finita distinto del espacio vectorial {0},
y B es una base de E, entonces: dim E = Card{B}. Notese que el espacio vectorial |0}
no admite base, pues el unico sistema posible de vectores de este espacio es: ((), que
no es libre,

EJEMPLO 55  El espacio veclorial B? es un espacio vectorial de dimension 2, pues el sistema ({1, L), (0, 1})
e5 una base de R® (cl. ejemplo 51, p. 72}y esta formado por dos vectores: dimR? = 2,
El espacio veclorial B es un espacio vecturial de dimension 3, pues su base candnica:
(11,0,03,(0,1,01,10,0, 1)), liene tres vectores: dimR* = 3,
En general, R" es de dimension #, pues su base canonica:

(11,0,...,01,(0,1,0,...,0,...,40,...,0, 11,

esta formada por n vectores: dimR" — n.
Analogamente, el espacio vectorial K" s de dimension »n: dim#&” = n,
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Convecuencias de la definicion de dirnension Sea F un cspacio vectorial de dimen-
sion finita, con dimE = 1, v » = 1, Se verifica:

* Si n vectores vy, vy, ... Uy son generadores de E, entonces el sistema que
forman: (v, v, ..., v, ), es una base de E.
Como dimE = n > 0, alguno de los generadores v, v;, ..., v, €5 0o nulo, v por

tanto linealmente independiente. Como consecuencia del teorema de la base incom-
plela, exisle una base de E que ey subsistema de {vy,v;,..., v, ). Pero todas las bases
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La dimension de
un subespacio
vectorial es
menor o igual
gue la de su
zspacio vectorial

de E tienen # vectores, luego los vectores de tal base deben ser precisamente los n
generadores vy, va, ..., Uy

» Si i vectores vy, vy, ..., Uy de £ son lineaimente independientes, cntonces ef
sistema {v1,va,..., Uy} s una base de I,
El sistema libre (1), v2,...,v,}) se puede ampliar hasta una base de £ (cl. proposi-
cion L16, p. 77); pero tal base tienc n vectores, lucgo éstos deben ser los del sis-
tema (v, va, ..., vy).

« fodo sistema de vecrores de E formado por mas de n vectores es ligado,
Si(w, s, ... Uy}, sistema de mr vectores de E, con > #, fuera libre, también lo
seria (¥, Vs, ..., Uy}, Que por tanto seria una base de E (consecuencia anterior). Pero
cn tal caso, el vector vy, por gjemplo, seria igual a una combinacion lineal de los
vectores vy, v, ..., Uy, [0 que contradice que el sistenta (v, va, .. .. V) sca libre.

« LI nomero maximo de vectores linealmente independientes de I es n.

No puede ser mayor gue u, pues todo sistema con mas de 1z vectores es ligado.

Si las vectores v, v, ..., Uy, Son generadores de E, es posible escoger entre

eilos n vectores linealmenre independientes, pero no mas de n.

Aplicando el teorema de la base incompleta come se hizo en la primera consecuen-

cia, podemos afirmar existe una base de E que es subsistema del sistema de genera-
dores (i, v2,..., 1,y }; existen, pues, i vectores linealmente independientes entre los
generadores vy, vz, ..., fy. Que no puedan ser mas de »n se reduce a la consecuencia
anterior.

Proposicién .17 SiE es un espacio vectorial de dimension finita v F es un subes-
pacio vectorial de I, entonces E es un espacio vectorial de dimension finita, y

dimf < dimkE.

Siademas b + E (es decir: F C I'), entonces: dimf < dimE.

Demostracion Seq p el maxino numero de vectores linealmente independicentes de F. Se
tiene: pp = dim E, pues también son vectores de I lincalmente independicntes.

Si+ = {0}, entonces p = 0. Y si F = {0}, entonces p vectores de F linealmente indepen-
dientes forman una base de F, pues si tales vectores no fueran generadores de F, existiria
algiin vector de £ que no serfa combinacion lineal de ellos, v podriamos encontrar p + 1 vee-
tores de F linealmente independientes (cf. ejercicio 3, p. 700 In cualquiera de los dos casos,
se verifica gue el subespacio vectorial F es un espacio vecterial de dimension finita igual a p,
que es menor o igual que la dimension de E.

Finalmente, si £ = {0} v F C E, no puede ocurrir que p sea igual a dim F, pues en tad
caso p vectores linealmente independientes de E formarian una base de E, v F seria igual
afF YsiF =0l yF CE csolwio que p < dimE. En consecuencia, st F < E, podemos
escribir: p = dimF < dim £. L.
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Rango de un
sistema de
vectores (0 rango
de unos vectores)

LCDroIario SiFCEyvdimF =dimk, entonces ¥ = E.

Demostracion Si F no fuera igual a £, entonces F estaria estrictamente contenido en E, ¥
la dimension de F seria menor que la de E, en contra de la hipotesis. EINEN

RANGO DE UN SISTEMA DE VECTORES

1. Definicion de rango de un sistema de vectores  El rango de un sistema de
vectores s¢ define como la dimension del subespacio vectorial que generan:

Definicion

Consideremos un espacio vectorial £ de dimension finita. S vy, vz, ..., ¥y
son vectores de E, s¢ deline ¢l rango de estos vectores, o el rango del sis-
tema (v, v2,..., vy}, que se denota: rango (v, vg,..., ), como la dimension
del subespacio vectorial L (v, vy,...,vy) de E:

rango (v, vz, ...ty =dimL{v,,va,....ty).

Consecuencias de la definicion de rango Sea E un espacio vectorial de dimension
finita con dim £ = n, y sean vy, U», ..., U,y vectores de E. Se verifica:
« Sirango (v, v2,...,Uw) = P, chtonces p cs of mimere mdaximo de vectores
linealmente independientes que figuran entre los veclores vy, Vo, ..., V.
Sip = l,estoesirango (v, ve,.. . ty) = dim/i{v,, v ..., 00, = p = 1, de las con-
secuencias de la definiciom de dimensién se deduce el resultado. 5i p = 0, es decir:
dimL (e, Ua,.. . V) = 0, entonces los vectores v, s, ..., UV, son todos nulos, ¥ no
hay vnitre ellos vectores linealmente independientes,
s rango (v, vy,..., Uy} € M, ¥ este rango cs igual a m precisamente si los vee-
tores v, v, ..., Uy son lincalmente independientes.,
Se dedure inmediatamente de la consecuencia anterior.
s rango (v, va,....Uy) < dimE.
En efecto, en un espacio vectorial de dimension dimE = n no hay mas de 1 vectores
linealmente independientes.
s Siw es igual a una combinacion lineal de los vectores vy, vo, ..., v, es decir,

SIW = 0 U+ 00V + - - = MUy, PArA L0 e5CRIAres oy, tia, . .., My, EHEONCES!
rango (W, v, Vy, ..., Uy} =rango (v, vs,..., 0y}
Es consecuencia de que L{w, vy, vz, ..., Um) = L{0|,V2,..., Um).

» Silos vectores vy, vz, ..., Uy son generadores de E, entonces su rango es igual
a la dimension de E.
Pues: rango (v U2, ... Uy =dimL (v, ve,. .., U} = dimE.
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o Si o 05 un escalar ino nulo y en el sistema (v, ¥, ..., Vy) sustituimos el vec-
torv; {con 1 < i s m) por ovy, entonces el sistema resultante tiene el mismo
rango que el primero; es decir:

rango (), ..., &, ..., Uy =rango (vy,..., V..., Um) -
Tenicndo en cuenta que K{ow,) — Kv; (al ser o no nulo), se tiene:

rango (U, ..., X, U} = dim LV, .., a0, V)
=dim{kKvy F-c + Kiav + -+ Koy
=dim(Kv| 4o +er R +Kvm)

=rango{v, ..., ¥n...,Um) .
« Sien el sistema (vy,...,v;,...,U,,...,Uy) permutamos entre si dos vectores,

por ejemplo: v; v v;, entonces ef sistema resultanteticne el mismo rango que el
primero. Esto es:

rango (U, ..., Uy, V... Up) = 1aNgo (V... V5,0, V4, o U ) .

En efecto:
rango (v.,...,v,,...,v_,,...,vm) =dim{Kv; + - -+Kv,+ - -+ Ky - -0 4 Krgy)
=dim(kv, + - - + K, + -+ Ky 5 - - - + Key,)

=rango (Ui, Uy, Vigee oy U)

« rango (() = 0.
Pues: rango 10} = dimL (0} = dim{Q] = 0.
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EJEMPLO 56 Si v es un vector de un espacio vectorial E, entonces el rango del sistema (v, 2v, 3v) es:

), siv=0,
rango (v, 2v,3v) =
1, siv=0

EJEMPLO 57 El rango de los vectores (1, —1,13 (1,03, =1} ¥ (2,4, -10} de R? es igual a 2.
En efecto. Como los vectores (1,—1,1) v (1,0, —1) son linealmente independicntes, y el
vector (2,4, — 10} es combinacion lineal de ellgs:

=L, -1,1y+ G(1,0, -1y = (2,4, -10},

¢l maximo numero de vectores linealmente independientes entre los vectores dados es dos;
podemos escribir:
rangof(l, 1,1} (1,0,-17,(2,4,-10}) = 2.
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EJERCICIO 8

El rango no varia
si se sumaaun
vector una
combinacion
lineal de los
demas

El rango
disminuye en | si
se extrae un
vector que no es
combinacion
lineal de los
demas

Fstudiar segun los valores de a, b y ¢ el rango de los vectores (1,0,al, (b,0,-1) y (0,¢,¢)
de R°, A

Proposicion 1.18 No se modifica el rango de un sistema de vectores al sustituir
uno de ellos por la suma de él mismo y una combinacion lineal de los restantes.

Sea (v, v, ..., vy} un sistema de vectores de un espacio vectorial F, y

elijamos en ¢l un vector, por ejemplo: vy, ¥ si oo, ...

Demostracion
. (Xn, Son escalares, consideremos el
vector:

(31)

Ul =V + 00U+ -+ dpUnp,

y por tanto:

(I R R LU (32)

De (31) se deduce: {v),va,..., vy} € L{v|,va, ..., vp), ¥ por tanto (cf. ejercicio 6, p. 72%

L{vy,ve,...,vp) S L(0,00,...,U0); (33)
a su vez, de (32) se deduce: vy, va,..., v} € L(V), t2,..., vy ), ¥y por tanto:
L{vy,va,..., o) S LV, U2, ..., 04). (34)
De (33) y (34) se obticne: L(v, v, ..., vy,) = L{v}, vy, ..., vy,), ¥ en consecuencia:
rango (U, Uz,...,. ) = dimL{v |, vs, ..., Uy)
=dimL(vi,vs,...,vy) =rango (v, vs,...,Un),
v en conclusion:
rango (¥, Vz,...,Uu) = rango (U + 0oty + « -+ + SuUp, U2, ... Uy) .
IS REN
Proposicion 1.19 Si vy, va, ..., v, son vectores de un espacio vectorial E de

dimension finita, v w es un vector de £ que no es igual a una combinacion lincal de
cllos, entonces:
rango {w, vy, va,..

LUypd=rango (v, ve, ..., Uy + 1.

Demostracion Designemos por p el rango de los vectores vy, vz, ..., Uy

Sip =0,entonces vy = vy =... = v, = 0, y puesto que w no es combinacion lineal de v,
Uy, ..., Uy, 80 tiene: w =0,y
., Up) =rango (w) =1 = rango (v, vz, .

rango (w, v, vV, .. B THO N
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Si p = 1, entonces hay p vectores linealmente independientes entre los vectores v,
Ui, ..., Uy, ¥ N0 mas de p; podemos suponer, sin pérdida de generalidad, son los p pri-

MErus: vy, Uy, ..., V. De esta forma se tiene: L{v,, vy, .. v} = Liv, vy, vp), v de
acuerdo con ¢l ejercicio 6ie) (cf. p. 72), podemos escribir:

Llw, v, Vo vn) = Llw, v e 0],

de donde:
rango (w, v, vz,...,vn) = rango (w, v, vs, ..., p) . (35)

Ahora, como w no es igual a una combinacion lineal de los vectores v, va, ..., vy, tam-
poco es igual a una de los vectores vy, Uz, ..., Uy, asi que el sistema {w, vy, ..., Up) €8
libre (cf, ejercicio 5, p. 70}, v se tiene;

rango (w, v, vz,..., V) =p + L {306}
Finalmente, de (35) y {36) sc concluve:

rango{w. v, va,...,by) =rango (W, v, vs,...,Vp) = p+ 1 =rango {1, Uz,..., ) = 1.
O

2. Ejemplos de calculo de ranges  Las proposiciones L18 v L19 permiten cal-
cular en la practica el rango de un sisternia de veclores de R". Veamos cen un ejemplo
el procedimiento.

Calculemos el rango de los siguientes vectores de R3:

vy =(1,1,0), v2=1(2,1,1), v3=1(0,0,1), wvy=1(~1,0,2)

[n primer lugar, elijamos un veclor cuya primera componente sea no nula; por
ejemplo: v,.
A conlinuacion, consideramos el vector:

v, = Vo + oy,
donde & es un escalar tal que la primera componente de v, es nula. Nos girve ¢ = —2:
U;z =v;—2v; ={0,-1,1)
de acuerdo con la proposicion L18 (cf. p. 82} se tiene:
rango (v, ¥, v, ) = rango (v, v), s, vy). (37)

Analogamente, definimos los vectores vfj Y v; a partir de vy ¥y vy, respectivamente, y
sirviéndonos de v, para conseguir que la primera componente resulte nula:

U;; =vy+ 0vy; ={0,0,1},

vi=v44 v, =10,1,2).
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Aplicando dos veces consecutivas la proposicién 118, sc obtiene:
rango (v, v, vy, v4) = rango (v, v5, vy, vy} = rango (v, v, U5, vy,

v con (37) se deduce:

rango{(1,1,0),(2,1,1),(0,0,1},{-1,0,2))
= rango((1,1,0),¢0,-1,11,{0,0,1),(0,1,2)).
Los vectores v, vy ¥ v}, es decir: (0, -1,1), (0,0,1), (0,1,2), tienen su primera
componente nula, ¥ por tanto lo mismo le ccurrira a cualquier combinacidn lineal de

ellos. [n particular, el vector v = (1, 1,0} no sera combinacion lineal de v, v3 y v5.
En consecuencia, y de acuerdo con la propoesicion 1.19 (cf. p. 82)

rango({1,1,0),(0,-1,1),{(0,0,1),(0,1,2)}
=1 +rango ({0, ~1,1),(0,0,1),40, 1, 2}}.
Ahora, llevamos a cabo un procedimiento andlogo con los vectores v, v} y v
como sus primeras componentes son nulas, buscamos uno de ellos que tenga no
nula sn segunda componente, por ejemplo: v, y sirviéndonos de él chtenemos de
los restantes vectores, ¢sto es, de v y v}, vectores cuya segunda componente si sea
nula. Definimos:
vy = v} +0v, = (0,0,1),
vy = v+ v, =10,0,3),

y de acuerdo con las proposiciones 18 y 1.19, se tiene:

rango({0,-1,1),(0,0,1),(0,1,2}) = rango({0, -1, 1),{0,0,1),{(0,0,3)}

1 + rango((0,0,1),(0,0,3)).

El vector v7, es decir: (0,0,1), ticne no nula su tercera componente. Si conside-
ramos: vy’ = vy - 3vY = (0,0,0), se cumple:

rango{(0,0,1),(0,0,3)) =1 + rango((0,0,0)) =1+ 0= L.
Finalmente, recapitulande lo obtenido:

rango(v, v, v, v4) = 1 + rango (v, v,,v))
=2 + rango (v}, v]}

=3 +rango (v)') = 3.
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EJEMPLO 58 Calculemos el rango de los siguientes vectores de R™:
v, =0,0,1,0m, ©v,=10,1,1,-1), v, =1(0,—-1,2,1},
vy = 10,0,0,0), v, =1{0,2,1,11,

La primera componente de todos estos vectores es nula. Buscamos, pucs, alguno que
tenga la segunda no nula, Por ejemplo: v;, Sirviéndonos de v2, obtenemos los vectores:

(0,0,1,0},

v =
v, =v,;+ v:=10,03,0}
v, =1, = (0,0,0,0},
10,0,-1,3),

U= v -2
y aplicando las proposiciones 118 (cf. p. 82} vy 1.19 {cf. p. 82X
rango (v;,v:, v, vy, v3} = | + rango (v, vy, v, v5) .

La tercera componente del vector v| no es nula: a partir de él definimos los vectores del
siguienle paso:

vy =v,-3v) =10,0,06,0),

v, = v, = {(0,0,0,0,

vy =+ v =140,0,0,3,

de donde se deduce: rango (v}, v5,v5,v5) = 1 + rango (v5, vy, vy ).
S6lo hay un vecter con la siguiente componente no nula: ¢, v por tanto;

rango (v, vy, vy =1 +rango (v}, vy} =1+0=1,

v recapitutando: rango (v, v2, vy, vy, 05 = 3.
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.11  SOLUCION DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicn 1 Sea g € R* = R — {0/, Se tienen las siguientes equivalencias:
ip. 4l
(x1,x2) €ER{a,b) <= x;=Aa ¥ x; =Ab paraalginA € R

= xy=A(ua) y xo=A{ub) paraalginA’ € R
= (x1,x2) € Rlpa, ub),

donde A" = A/pu.
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Ejercicio 2
{p. B6)

Ejercicio 3
ip. 69)

Ejercicio 4
ip. 70

Este resultado puede generalizarse a un espacio vectorial cualquiera: si w es un
vector de un espacio vectorial E sobre un cuerpo K, v g es un escalar distinte de 0,
entonces sc verifica: K{pyw) = Kw. La prueba es analoga a la efectuada en el parrafo
anterior.

Fl sistema ({1, 0,0}, (0,1,a},(0,a, 1)) cs ligado precisamente si cxisten tres escala-
res o, # ¥ ¥, no lodos nulos, tales que:

o(1,0,00 + B0, 1,a) + ¥(0,a,1) = (0,0,0),

o bien:
=0 Pp+ya=0, Pa+y=10 {38)

Supongamos que «, § vy y son tres nameros que verifican (38). De la segunda
igualdad s¢ obtiene: B = —ya, que sustituido en la tercera nos da: —yat+y=00
bien: y(1 —a%) = 0.

Sil—a?#0,delaigualdad anterior se deduce que y = 0, y sustituyendo en (38)
se obtiene que o = $ = €. De esta forma, si 1 — a* = 0, los escalares «, f# y y son
necesariamente nulos, ¥ por tanto los vectores (1,0,0), (0,1,a) v (0,4, 1) no son li-
nealmente dependientes, o lo que es lo mismo: ¢l sistema ((1,0,0},(0,1,a),{0,4, 1})
no es ligado.

Analicemos ahora qué ocurre 8i 1 —a® = (0, es decir, sid =1 0 a = ~-1. En el caso
en que a = 1, las igualdades de (38) se reducen a:

=0, B+y=0 f+y=0,

las cuales son verificadas —por ejempio— por ¢ = 0, £ = 1 vy = —1. En conse-
cuencia, en el caso en gue a4 = 1, los vectores (1,0,0), (0, 4,1} y (0,1,a) son lineal-
mente dependientes, pues hemos encontrado tres escalares no todos nulos —pre-
cisamente: 0, 1y —1—, gue verifican: 0(1,0,0} + 110,a,1} + (=13{0, L, a} = (0,0,0).

Un analisis analogo nos mostraria que en el case en que a = —1 también cs ligado
el sistema {(1,0,0),¢0,1,a),(0,a,1}).

Recapitulando: ¢l sistema {(1,0,0),{0,1,a),t0,a, 1)) es un sistema ligado pre-
cisamentesiga=10a = --1.

Concluye el ejercicio 2 con la afirmacién de que el sistema ((1,0,0),(0,1,a}, (0,4, 1)}
es ligado precisamente st @ = 1 0 @ = —1. Este sistema ({1,0,0),{0,1,a}, (0,4, 1)) es
entonces libre precisamente sia = 1y a = -1.

La condicion es necesaria. Supongamos que w no e$ igual a una combinacion lineal
de los vectores ¥y, Ua, ..., Uy, ¥ 8€AN &), &, ..., 0, ¥ B escalares tales que:

KUy + Doy + o+ Uy + B = 0.
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Ejercicio 5
(p. 70

Ejercicio &
{p. 72}

Si ocurriera que § es no nulo, de esta igualdad podriamos deducir:
w = '8 1 (=) — XUy — v - - — O{qu”}|

lo que cstableceria que w es combinacion lineal de vy, va, ..., vy, en conlra de lo
supuesto. Por tanto, necesariamente se tiene: g = 0.

La condicidon es también suficienle. Supongamos que de cualquicr igualdad de la
forma ov) — covs + - - = O, UR + B = 0 se deduce que 8 = 0. 50w fueraigual a
una combinacion lineal de vy, vy, ..., Uy, ¢S dedn, siw = Y0 + y,02 + - - - + yuUy
para algunos escalares v, ¥», ..., ¥». $¢ verificaria;

YIVL + yaUa+ - YaUn + fw =0 (39)

para § = -1, ¥ llegariamos a una contradiccion, pues de verificarse {39) deberia
deducirse gque 8 = (.

Sean o, &, ..., &y ¥ B escalares tales que;
Bw + oquy + ooty + - - - Aty = 0L (40)

Como ¢l vector w no es igual a una combinacion lineal de vy, vy, ..., vy, de (40) se
deduce: B = 0 {cl. ¢jercicio 4, p. 70), ¥ por tanlo oy v + oty + - -+ + qpvy = 0,
de donde se infiere son nulos los escalares o, &>, ..., &, pues los vectores v,
vy, ..., v, sonlineaimente independientes. En consecuencia, de la igualdad (40) se de-
duce: B =) = o2 = ... = o, = 0, lo que establece que el sistema (w, v, vo, ..., Uy)

es un sistema libre.

Se tiene:
a) Siv; € A, entonces podemos escribir: vy = vy + oavz + - - + a7y, donde:
o, = lyo; =0sii = j Todo vector de A es, pucs, combinacion lineal
de vy, vy, ..., Uy, que es lo misme gue decir que todo vector de 4 pertenece
alfA) Ac LiA).

Nota bene Puede ocurrir: A = LiA), como sucede si A = (0). A

b) Si A © F, entonces vy, Us, ..., Uy son veclores del subespacio vectorial F, y
loda combinacién lineal de cllos pertenece a F, es decir: LIA) € F.

¢} Es un caso parlicular de (), tomando: I = L{5}.

d) Se tiene la siguicnte cadena de implicaciones:

[

(A es subsistema de B) <> A < L(B) -2 L(A) < L(B).
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Eiercicio 7
ip. 72}

Ejercicio 8
(p. 82)

e} Se tiene la siguicnte cadena de implicaciones:

1
LA =LB) 2 AacL B aci(B un)

{a) Loe

B AUTu S LB (W) 2 L(A, (W) < L(B. (u) |
v andlogamente sc demostraria: L{B, (1)} = L{4, (u)).

f} Se tiene: A es subsistemade B, B € E ¥ L{A) = E, y como consecuencia:

E=LA)= LIBYSE,
de donde: L(B) = F, es decir: B es un sistema de gencradores de E.

Supongamos, por ejemplo, que B < B'. Lntonces cada veclor de B figura en la base B,
y existe algin vector de B® —consideremos que es ur — que no pertenece a B.

Como B es unabase de E, ¢l vector w) es una combinacion lineal de los elementos
de B: w) = xqv| + oaUs + -+ + XpVp, de donde:

MU + 00Uz + -+ oty —wy =0,

Pere esta dltima igualdad es una forma de expresar que (v, va,..., Ve, )} €5 un sis-
tema ligado, en contradiccion con el hecha de que (v, vs,...,vp, w ) €3 un sistema
libre (al scr subsistema del sistema libre B'),

Un argumento analogo demostraria que no puede ocurrir que B’ esté estricta-
mente contenido en B.

Denoternos por v el rango de los vectores (1,0,a), (b,0,-1) v (0,¢,¢), es decir:
¥ =rango{{1,0,a), (#,0,—-1),{0,c,c)).

En primer lugar, observamos que (1,0,a) v (b,0,-1) son linealmente indepen-
dientes precisamente si ab = —1. De esta forma, si ab = —1, entonces:

v =rango((1,0,a), (h,0,—1),(0,c,c)} = rango((1,0,a),(0,¢,¢)),

vasircesigualalsic =0,y esiguala2sic = 0.

Por otro lado, si ab = —1, como va sabemos que (1,0,a) y (b, 0, —1) son lincal-
mente independientes, solo nos resla estudiar si el tercer vector: (0, ¢, ¢), es igual a
una combinacion linecal de cllos. Desde luego, si ¢ = 0, la respuesta es afirmativa, y
se tiene:

¥ =rango ({1,0,a),(b,0,-1})) = 2.

Si ¢ # 0, supongamos se verifica la igualdad:

xl(l,0,a) + Bibh,0, -1} + y{0,¢c,¢) = {(0,0,0)
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{para algunos escalarcs o, B v y). Esta igualdad vectorial es equivalente a estas tres
igualdades:
o+ B8b=0, yc=90, oa-B+yc=10,

y de la sepunda de éstas se obtiene: y = 0. Ll resultado del cjercicio 4 (¢f. p. 704 per-
mite inferir que (0, ¢, ¢) no es igual a una combinacion lineal de (1,0, a) v (b, 0, -1 .
v en conclusion:
¥ = rango({llola)t(b:{)!_l)! (O‘Clc)) = 3'
Resumimos en el siguiente cuadro lo obtenido en este ejercicio:

c=10 c =0
ab=-1 =1 =2

ah + -1 ¥ =2 =3




go

L. ESPACIOS VECTORIALES

RECAPITULACION 1

Definicion de espacio vectorial — Consideramos un conjunte E no vacio y un
cuerpo (K, +, -} conmutativo:
« E es un espacio vectorial sobre el cuerpo K significa: sobre E estan definidas:
¢ una ley de composicidn interna gue articula E como grupo abeliano;
¢ una ley de composicion externa para K que verifica: es asociativa en los
clementos de [, distributiva respecto de 1a operacion - de K, distributiva
respeclo de la operacion + de E, y neutra para ¢l clemento | de K.
Se llama a los elementos de E vectores; a los de K, escalares.
» Propiedades:
¢ VxceFE Ox-0,
¢ VAaek, AD=0,
¢ ¥YxeE, - x=1{-1)x,

u\ = 0
o ¥AekK ¥YxeF Ax=0<« o
x = 0.
« K es espacio vectorial sobre K@ al considerar la operacidn - coma operacion

exlerna.
« K" {(n > 1) es espacio vectorial sobre K con las operaciones:

(0], 02y, ) + (B1, Baye oy Br) = (o + B + Bavo o o + ),

Ao, 0, ..., 00) = (Ao, Ane, ... Aoy ).

En particular; BR" es ¢spacio vectorial sobre R,
« Dados dos espacios vectoriales E y F sobre K, FF (conjunto de las aplicaciones
de E en F) es espacio veclorial sobre K con las operaciones:
¢ adicion de aplicaciones: | f + g){x) = fix) + gix);
o multiplicacién por un escalar: [Af]{x) = Af(x).
£l elemento neutro de la adicion de aplicaciones se denota: O, y verifica; ¥V x €
E, Oix) = 07 {donde 0; designa el clemento neutro de la adicién de vectores
de F).
« Para un vector (o¢y, &2, ..., &) de K" &y es su primera componente, &; s su
segunda compenente, ¢t¢, ¥y «; es su {-6sima componente (1 < < »),

Subespacios vectoriales Consideramos un espacic vectorial £ sobre un cuer-
po K:
« Subespacio vectorial de E: F € E, F no vacio, y tal que:

(vivw eF viweF) v (VAEK VveEF, AveF).
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= Propiedades:
¢ §1 F es subespacio vectorial de E, entonces: 0 € F;
¢ todo subespacio vectorial es espacio veclorial;
& {0} v E son subespacios vectoriales de F;
o Kz = [z | o € K} es subespacio vectorial de E;
< la inlerseccion de subespacios vectoriales ¢s un subespacio vectorial,
« Condicitn necesaria y suficiente: F es subespacio vectorial precisamente si:
Vi, f) e K2, Viv,w) e E, qv + pfw € F.
e El conjunto [ix),Xs,....Xn) € R® |uyx| +daxa + -+ dgx, =0} es subes-
pacio vectorial de E".
Sifa,b) = (0,00 {(x),x2) € R? | axy + bxa =0} = Rt—b,a).

Suma de subespacios vectoriules  Consideramos un espacio vectorial E sobre

un cuerpo K:
s Si AcEyBcksonnovacios, se define:

A+B=Ix+ryvlxeAdy yeB].

Caso particular: x + A = {x! — A,
Si A, Ar, ..., A, son subconjuntlos no vacios de E, se deline la suma A + A +
-+ A, como el conjunto:

X +xa+ - +xp | X1 €A X2 € A0, ..., ¥ Xp € Ayt

e SiF|, Fu, ..., Fy son subespacios vecloriales, su suma es subespacio vectorial,

« Dos subespacios vectoriales F y & son independientes si: todo vector de F + &
se puede obtener de manera tnica como suma de un vector de F y un vector
de G.

Si F vy ( son independientes, su suma se llama suma directa, y se denota: F& G.
Condicion necesaria vy suficiente de independencia: F v & son independientes
precisamente si: F o~ G = [0].

Dos subespacios vectariales F v G son suplementarios si: son independicntes

v su suma (directales L: F & & = E.

« Combinacion lincal de los vectores vy, v2,..., Uy de E: cada vector del subes-
pacio vectorial Kv, + Kvp + - - - + Ky,
LIn vector z € F es una combinacion lineal de v, vs, ..., vy, si v s0lo si existen
escalares o), o2, ..., oy tales ques 2 = v+ U2+ Oy

Toda combinacion lineal de vectores de un mismo subespacio vectorial perte-
nece al subespacio vectorial.
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Subespacios afines  Consideramos un espacio vectorial E sobre un cuerpo k:

Subespacio afin de £E: A € E, Ano vacio, v A= v + F, con v € FE v I' subespacio
vectorial de E.
Son subespacios afines de F: {v} (donde v € F), y cualquier subespacio vecto-
rial de E.
Recta de E: v — K, donde w # 0. Toda recta de E es subespacio afin de E.
Propiedades:

¢ (wev+F) < (w+F=v+F}

¢ (v + F es subespacio vectorial } <= (v € F);

o siv+F=w+ G, entonces F = G;

¢ lainterseccion de subespacios afines, si no es vacia, es subespacio afin.
Hiperplano de R": dados a,, az, ..., dy nameros reales no simultancamente
nulos, es el confunto:

H
{1, X2, xn) €RT | Dagx; = d} .
=1
Todo hiperplano de B es subespacia afin de R”.
Subespacios afines paralelos: v + F v w + G son paralelos si: F = G.
Ll subespacio afin v + F es débilmente paralelo al w + G si: F € G.
Combinacion afin de los vectores wi, w. ..., w, de E: todo vector de la forma:
oW+ W + -+ oy, donde o o+ -+, = 1.
‘Tado vector que es combinacién afin de vectores de un mismo subespacio afin
pertenece al subespacio afin.

Sistemas de vectores  Consideramos un espacio vectorial E:

Sistema de vectores de E: lista, o coleccion, finita ordenada de vectores de E.

El sistemna § formado por los vectores vy, ¢, ..., Uy Se escribe de esta forma:
S={v|,v,...,vn}, v de ellos se dice son los vectores de S.
El cardinal del sistema § es: Card($) = Card (v, v2,...,Vy) = A.

Que el sistema S es subsistema del sistema §° significa: todo vector de § es
de §’ v no figura en la lista de § mas veces que en la de §'.

Vectores linealmente dependientes  Consideramos un espacio vectorial E so-
bre un cuerpo [K:

Los vectores ¢4, U, - .., vy de E son linealmente dependientes, o bien: el siste-
ma (v, vs,...,¥,) ¢s un sistema ligado, si: existen escalares a, @, ..., &y,
no todos nulos, tales que o vy + apvrs + 0+ @, = O

Propicdades:

< (0} es un sistema ligado;
& siv e Eyv £ 0, entonces {v) no es un sistema ligado;
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< todo sistema cn ¢l que figure el vector 0 es un sistema ligado;

¢ todo sistema cn ¢l gue uno de los vectores sea ignal a una combinacion
lineal de los restantes es un sistema ligado;

¢ dados dos vectores; v = 0 y w, (v, W) es sistema ligado precisamente
siw e Kv;

¢ &i B’ es subsistema de B y B' es sistema ligado, también 1o es B,

Vectores linealmente independientes Consideramos un espacio vectorial E so-
bre un cuerpo K:
« Los vectares v, ., ..., Uy de E son linealmente independientes, o hien: el

sistema (v, ¥s,..., vy} €8 un sistema libre, si: los vectores no son lincalmente
dependientes, o equivalentemente: de laigualdad ov| ~ocva+- - +ou, = 0
sededuce: oty = oty = ... = ixp = 0.

= Propiedades:

< {0) no es un sistema libre;

¢ siv e Eyv =0 entonces (1) ¢s un sistema libre;

o todo sistema en el que figure el vector 0 no es un sistema libre;

o todo sistema en el que uno de los vectores sea igual a una combinacion
lineal de los restanles no es un sistema libre;

o dados dos vectores: v += 0y w, (v, w) es sistema libre precisamente si
w ¢ Kv;

¢ todo subsistema de un sistema libre también es sistema libre.

Sistemas de generadores. Bases  Consideramos un espacio vectorial E sobre
un cuerpo K, yun sistema B = (v, vz,...,v,) de vectores de £:

« Notacion: L{B) = L{v,,v,,...,v,) =Kv, + Kvo + - -« + Koy,

+ Sistema de generadores de E: se¢ dice que 8 es sistema de generadores de E, o

que los vectores v, v5, ..., v, gencran E, st: L{K) = £,

Base de E: B es base de F significa; B es sistema de generadores de £ v B es
sistema libre.

Condicion necesaria y suficiente: £ es base de E precisamente si todo vector
de E se puede expresar de¢ manera unica como combinacion lineal de los vec-
tores de B.

Coordenadas de un vector v de E en la base {(v,v,,...,v,): los Gnicos es-
calares o, -, ..., 0, tales que: v = 0¥ + U2 + 0« + KUy
Basc canénica de K™: el sistema B¢ = (e1,ez,...,e,), ton: €] = {1,0,...,0),

e,=1(0,1,0,...,00, ..., &, = {0,...,0,1).
Las coordenadas de un vector de K™ en la base canénica son sus componentes.
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» Teorema de la hase incompleta; si B es un sistema de generadores de E v vy,

Vs, ... Uy son vectores de B linealmente independientes, enlonces existe una
base de E que es subsistemna de B y en la que estan los vectores vy, vo, ..., Up.
Si B, v B» son dos bases de E, entonces: Card{B;} = Card(B:).

Dimension Consideramos un espacio vectorial E:
» Dimension finita: que £ es de dimensién finita significa admite un sistema de

generadores (¥ ,v4,..., V).
En particular, £ = {G] es de dimensidn finita,
Si E = {0} v es de dimension finita, admite una base.
Dimensién de E: si E = {0}, sc define como el niimera de vectores de cualquiera
de sus bases (que s ef mismo para toda base); si E = {0}, se define igual a Q.
Sc denota; dimE.
Se tiene: dim K™ = n, dimi0} = 0.
Propiedades: consideramos dimE = n,con # = 1:
¢ n generadores de £ forman una base dc E;
¢ n vectores linealmente independienles de F forman una base de E;
¢ todo sistema de vectores de E de cardinal mayor que n es un sistema
ligado;
& el nimero maximo de vectores linealmente independientes de F ¢s n;
© entre los veclores de un sistema de generaderes de E es posible escoger n
linealmente independientes, pero no mas de #;
¢ todo subespacio vectorial de E es, como espacio veclorial, de dimension
finita menor o igual gue »;
si el subespacio esta estrictamente incluido en E, entonces su dimensién
es menor que i;
siun subespacio vectorial de E es de dimensién igual a #1, entonces ¢oin-
cide con E.

Rango de un sistema de vectores  Consideramos un espacio vectorial E:

» Rango del sistema (v, v2,....Uy), 0 de los vectores v, vs, ..., v, dimension
del subespacio vectorial que estos vectores generan,
Se denota; rango (v, va,...,vy).
Por definicién: rango (v, va,...,v,) =dimL(vy,va,..., 05}

Sc verifica: rango (0) = 0.

» Propiedades: consideramos un sistema B de vectores de [

¢ el nimero maximo de vectores lincalmente independientes de B coincide
con €l rango de B;
< el rango de B es menor ¢ igual que ¢l cardinal de B, v se da la igualdad si
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¥ s0lo si B ¢5 sistema libre;
¢ sidimE = n, entonces ¢l rango de B es menor ¢ igual que 1, vy se dala
igualdad si B cs sistema de generadores de L;
o st B = (¢, V..., Um) ¥ ¢l vector w es combinacion lineal de los vectores
de B, al ahadir w a B el rango no varia:
FANGO (I, U Uy ... Uy} = FANQG {V 1, Vg, ..., Ui )i
pero si w no es combinacion lincal de los vectores de B, al apadir w a B
el rango aumenta en 1:
range (w, v, vz, ... Uy) = rango (v, v:,...,¥,,) + 1.
» No se modifica ¢l rango de unos vectores vy, v, ..., Uy SE
& ge sustituye uno de los vectores: v, (1 € 1 € m), por av,, donde « = 0;
< se permutan entre si dos de los veclores;
< se sustituye uno de los vectores por la suma de €l mismo y una combi-
nacion lineal de los restantes.
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INTRODUCCION

Recordatorio sobre aplicuciones  Fl lector que no esté familiarizado con las
aplicaciones o con su manejo puede consultar el apéndice A. No obstante, ofrecemos
en esta introduccion un repaso de lo mas esencial sobre ello,

Recordemos, en primer lugar, que una aplicacion esta definida por un conjunto de
partida, un conjunto de llegada, y una forma de asignar a cada clemento del conjunto
de partida un elemento y s6lo uno del conjunto de llegada. Por ejemplo, si conside-
ramos el conjunto A = [1, 2,3} como el de partida, el conjunto B = {a, b} como el de
llegada, ¥ asignamos al elemento 1 el a, y a los clementos 2 v 3 et b, tenemos una apli-
cacion del conjunto 4 en el conjunto B. Si la denolamos por f, escribimos: fi1) = a,
para dar a entender que al elemento 1 le asignamos ¢l elemento a, y decimos: la ima-
gen por la aplicacion f de 1 esigual a a (o j aplica el elemento 1 en el elemento a);
analogamente: f(2) = by f(3) = b.

En segundo lugar, tenemos interés en recordar los conceptos de imagen por una
aplicacion de un subconjunto del conjunto de partida, y de imagen reciproca por una
aplicacion de un subconjunto del conjunto de llegada. Lo vemos con un ejemplo.
Sea f la aplicacion del conjunto A = {1,2,31 en el conjunto B = {a, b,c} definida
por ft1) = a, f{2) = by fi3} = b. Si consideramos ¢l subconjunto 4, = |1, 2} de 4,
la imagen por f de sus elementoses: f(1} = ay f{2) = b. Se llama imagen por | del
conjunto A, al conjunto formado por estas imagenes, v se denota: f[4,]. Es decin:
el conjunto f[A ;] es el formado por aquellos elementos de B que son imagen por f
de algun elemento de Aj; en simbolos: f[A;] = | f(x) | x € Ay} = {a,b}. Si, por
ejemplo, A» = §2,3}, entonces f(2) = f(3) = b,y f[A2] = {b}. Y si consideramos
como subconjunto de A el mismo A, obtenemos: flA] = {a, b} (¢l elemento ¢ no
es imagen de ningun elemento de A4); al conjunto f[A] se le llama imugen de la
aplicacion f, y se denota: Im f.

Por otra parte, si consideramos ¢l subconjunte B; = {b,c} de B, todos los ele-
mentos de A cuya imagen por f pertenece a B) son 2 v 3 (ambos se aplican en b y
no hay mas que se apliquen en b, y a su vez no hay ninguno que se aplique en ¢).
Se Nlama imagen reciproca por f del conjunto By al conjunto formado por los ele-
mentos de A cuya imagen por f pertenece a By, y se¢ denota: 7' B, |; en simbolos:
fUBl = {xe Al fix)e B} = {2,3}). Otros ejemplos de imagenes reciprocas
son: f~{a}] = {1}, £~ 1a, b}] = {1,2,3 y f~1c}] = 0.

Nota bene Notese que la palabra imagen aparece de cuatro mancras: imagen de un ele-
mento por una aplicaciom, imagen de un conjunto por una aplicacion, imagen de una
aplicacion, e imagen reciproca de un conjunto por una aplicacion. A
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A continuacion, recordemos gue una aplicacion f de un conjunto A en un con-
junto B es invectiva si las imagenes por f de elementos distintos de A son ele-
mentos distintos de B; ¢ dicho de otra forma: dos elementos de A que tengan la
misma imagen por f son neccesariamenle iguales. Por ejemplo, si f es la aplicacion
de A = {1,2,3t en B = {a,b,c,d} tal que f(1) = a, f(2) = by f(3) = d, enton-
ces f es inyectiva, pues no hay dos clementos distintos decl conjunto de partida con
la misma imagen por f. Sin embargo, la aplicacién h, entre los mismos conjuntos,
definida por h(l) = a, h(2) = b y h(3) = b no es inyectiva, pues hay al menos dos
elementos distintos con la misma {magen: h{2} = h(3) = b.

Recordemos asimismo que una aplicacion f de un conjunto A en un conjuntc B
es suprayectiva si cada elemento de B {conjunto de legada) es imagen por f de al
menos algin elemento de A {conjunto de partida); o expresado de otra forma: sila
imagen de f coincide con B. Por ejemplo, la aplicacion u del conjunio A = {1,2,3! en
el conjunto B = {a, bl definidapor uil) = by 1{2) = ui{3) = @ es suprayectiva, pues
cada elemento en el conjunto de llegada, es decir, en B, es imagen por u de algin
elemento de A; Imu = B. Pero la aplicacion v, entre los mismos conjuntos, dada
por v(1) = v{2) = ¥(3) = @ no es suprayectiva, pues hay al menos un elemento de B
—precisamente: b— que no es imagen de ninguno de A:Imv = {a} * B.

Finalmente, recordemos que una aplicacion bivectiva es una aplicacion inyectiva
y suprayectiva a la vez. Por eiemplo, es bivectiva la aplicacién f de 4 = {1,2,3}
en B = {a,b,c} definidapor f{l)=b, f(2)=ay f(3)=c.

Definicion de aplicacion lineal  En este capitulo estamos interesados en aplica-
ciones cuyos conjuntos de partida v llegada son espacios vectoriales, ¥ que cumplen
cierfos requisitos, Consideremos esta aplicacién de R? en R2:

m3 L. k<

(X1, X2, X3} ———— (X1 -2X2,Xx2 + X3).

Esta notaciom nos informa de lo siguiente: la aplicacion f tiene como conjunto de
parfida ®&*, como conjunio de llegada R”, y la imagen por f de un vector arbi-
trario (x,,x», x3) de B3 es el vector (x| — 2x2, x» + x3) de RZ; por ejemplo:

fi1,0,-1)y=1(1,-1), [f(0,0,0)=(0,0), f(-1,1/2,1)={(-2,3/2).

Esta aplicacion verifica estas propiedades:

« cualesquiera que sean los vectores {x, X2, X3} ¥ (¥1,v2,¥3) de R4, se tiene;
FLO, X x3) + (Y1, Y2, ¥3)) = Flxn Xa,x3) + f(v1, ¥2, v3), esto es: la imagen
de la suma de dos vectores del espacio vectorial de partida {en este caso, &)
es igual a la suma de sus imagéncs, que son vectores del espacic vectorial de
llegada (en este caso, R2);
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« cualesquiera que sean el vector (x1, Xz, X3} de R? y el niimero real &, se cumple:
Flolxy, x2,x30) = oof (x1,x2,x3), es decir: la imagen del producte de un na-
mero real por un vector de R? es igual al producto del nmero por la imagen
del vector (en R2).

La comprobacién de estas dos propiedades es sencilla, y totalmente analoga a la que
sc lleva a cabo en el ejemplo 1 (cf. p. 113). Por verificarlas, se dice que la aplicacién f
es una aplicacion lineal.

Nota  Podriamos haber presentado la aplicacion f de esta otra forma: la aplicacion f de R’
en R? que verifica: fix,x,x3) = {x, — 2X», X2 — x3). Esta notacion, quizd mas sencilla, es
general, no exclusiva de las aplicaciones lineales,! Veremos mis adelante otras formas de
determinar una aplicacion lineal que si son especificas para aplicaciones lineales. A

Queremos comentar como es toda aplicacion lineal de R* en R*: es tal que la
imagen de un vector arbitrario (x,x2,x3) de R® es un vector de R? que es de la
forma (ax, + x>+ cxy, a’ x| + B x2 + ¢’ x3), para algunos nimeros reales a, b, ¢, @',
b’y ¢'. Es decir:

[R3 [RE
(x1,X%2,%3) ——-—— (ax)+bxs+cxy,a’'x)+bx:+c0'x3),
para algunos numeros reales &, b, ¢, a’, b’ y ¢’. Por e¢jemplo, son lineales las aplica-
ciones de R? en R? definidas de esta manera:
Frlx, xe, x5y = (2x1,00,  falxy, x2,x3) = {x2 — x1.5x3),

Falx1,x2,x5) = 2x3, %) — 3x2 + 9x3),  falxy, X2, x3) = (0,0}
y 1o son lineales las definidas de esta otra:

drixy xe,x3) = (x, 1), galx1, X2, X3) = (x2x3, X1 + 2x3),

g3(x1,x2,x3) = (x3,x1 — 3x3),  ga{xy,x2,x3) = (1,0}

Estos comentarios sobre como son las aplicaciones lineales se generalizan sin
dificultad a aplicaciones de R" en R™. Por ejemplo, toda aplicacion lineal f de R-
en R? csta definida de la forma:

fix1,x2) = (ax) + bxs,a'x; + b'xp,a”xy + b x2),

para algunos numeros reales a, b, a’, b', a”, y b"'; algunas aplicaciones lineales de R®
en R* son las definidas por:

hyixy,x2) = (2x1 + X3, ~X) +3x2.x1), halx1,x2) = (-x2,0,5x) — x2/2),

hstxy,xz) = (0,0,x1 + x2), hilxy,x2) = (x1,3,x1).

T£n el citado apendice A se pueden encontrar otras notaciones generales para aplicaciones.
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Propiedades de una aplicacion lineal  En csta seccion se detallan propiedades
generates de las aplicaciones lineales. La mas sencilla establece que toda aplicacion
lincal aplica el vector nulo del espacio vectorial de partida en el vector nulo del es-
pacio vectorial de llegada. Por ejemplo, si f es una aplicacion lineal de R? en R¥, la
imagen por f del vector (G,0, ) es el vector (0,0}; en simholos: £(0,0,0) = {0,0).

Otra propiedad compara el rango de un sistema de vectores con el range del sis-
tema formado por las imagenes de tales vectores por una aplicacion lineal: el primer
rango es mayor o ignal que el segundo. Por ejemplo, ¢l sistema ((1,2),(0,1),(1,1)),
de vectores de R?, tiene rango igual a 2, y si f es una aplicacion lineal de R? en R®
cualquiera, el sistema (£(1,2}, £(0, 1}, £11,1}}, que esta formado por vectores de R?,
tiene rango a lo mas iguat a 2.

Una propiedad muy importante establece que la imagen por una aplicacion lineal
de un subespacio vectorial {del espacio de partida) es a su vez un subespacio vectorial
idel espacio de llegada}. Si f es una aplicacion lineal de R* en R?, al calcular la imagen
por f de cualquier subespacio vectorial de R?, gbtenemos un subespacio vectorial
de RZ. En particular, la imagen del propio R3, es decir, la imagen de la aplicacion
lincal £: Im f. es un subespacio vectorial de R“. El subespacio vectorial im f cs de
especial importancia, como veremos mas adelante.

Otra propiedad, también muy importante, es analoga de la anterior para imagenes
reciprocas; la imagen reciproca por una aplicacién lineal de un subespacio vectorial
idel espacio de llegada) es a su vez un subespacio vectorial {(del espacio de partida).
Dada una aplicacién lincal f de R? en R°, por efemplo, la imagen reciproca por f de
cualquier subespacic vectorial de B? e¢s un subespacio vectorial de R®. Una imagen
reciproca interesa especialmeate: la del subespacio vectorial formado por el vector
nulo, es decir: £71[{(G,0}]. Este conjunto, subespacio vectorial del espacio vecto-
rial de partida {en este case R*), se dencmina niiclee de la aplicacion lineal £, y se
denota: Ker f. En simbolos:

Ker f = fH0,003] = {{xq,x2,x3) € RY | Fixy, x2,x3) = (0,00} .

Notese que ¢l niicleo de f tiene al menos un clemento: ¢l vector nulo.

Veamos un ejemplo, Consideremos la aplicacion lineal f de R3 en R® definida
por fixi,xz,X3) = (X1 + X»,x3). La imagen de f es el subespacio vectorial de R?
formado por los vectores de &2 que son imagen por f de alguno de R?, es decir, son
aquellos vectores (a, b) de R? tales que:

Fixy,x2,x3) = {a,b) paraalgin {x;,xz x3) € R3.

Laigualdad f{x;,x»,x3) = (a,b) es cquivalente a (x; + x2,x3) = (a,b), loquees a
su vez equivalente a las ecuaciones;

X1+X2=8 vV Xx3=25
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cs Facil obtener una solucidon: x; = 0, x» = @ v x3 = b (aungue hay mas solu-
ciones), con lo que efectivamente es posible encontrar, para cada vector {a, b} de R?,
algan vector (xy,x2,x3) de R® tal que fixi,x2,x3) = (a,b); por cjemplo, nos sir-
ve: {xy, X2, X3) = (0,a, b). Laimagen de la aplicacién f es, entonces, R%; Im f = R?.

Por otra parte, el nucleo de la aplicacién lineal f es el conjunto de los vec-
tores (x,Xx3,x3) de BY cuya imagen por f es igual al vector nulo: {0,0), es de-
cir: Filx|,x2,x3) = (0,0). Esta aitima igualdad es cquivalente en este ejemplo a
esta otra: (x; + X2, x3) = (0,0}, a su vez equivalente a las ecuaciones:

X1+x2=0 y x3=0,

Podemos afirmar, entonces, que el nicleo de f es el subespacic vectorial de R? de
ecuaciones xj + x» = 0y x3 = 0, es decir:

Ker f = {{xnx2,x3) €R3 | x; +x2 =0y x3=0}.
Otro ejemplo: la aplicacién lineal g de B* en R? definida pot:
glx,xz) = (x1,x,x1 +Xx2).
Su imagen esta formada por aquellos vectores (a, b, ¢) de R3 tales que:
gix1,x2) = (a,b,c) paraalgun (x;,x2) € R

es decir: x; = a, x> = b ¥ x; + x» = c. Estas tres ecuaciones admiten una solucién
simultinea si y solo si a + b = ¢ {y tal solucién seria: x; = a y x: = b}, eslo es, s0lo
hay solucién para los vectores {a, b,¢) de R® cuya tercera componenle es igual a la
suma de las dos primeras. La imagen de g es, pues, el subespacio vectorial de R? de
ecuacién v; = y; + ¥»; en simbolos:”

Img = {(¥1,32,¥3) € R} | 3 = y1 + »2].

Por otra parte, el nuclee de g esta formado por los vectores de R? cuya imagen es
igual a (0,0,0), es decir, por aquelles {x1,x:} de R~ tales que gix, x2) = (0,0,0), lo
que es equivalente a las siguientes ecuaciones;

x1=0, xx=0 v x+x,=0.

Obviamente, sélo un vector de R2: el vector nulo, verifica simultdneamente estas
ecuaciones: (xi,x2) = (0,0). En consccuencia: Kerg = (0,0} 1

0uizé ef lector esperaba encontrarse con la ccuacidm de este subespacio vectorial escrita de
esta forma: x3 = xy + x,. ‘lanto da: las letras gue usemos son indiferentes siempre gue gueds
clarc a qué componente se reficre cada una.  Los conjuntos [y, ¥, 30 € R | »3 = v + 2}
vy, xa, x4 ERI | xy = x; + x2f son el mismo.
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En general, interesa determinar la imagen de una aplicacion lincal en el sentido
de saber si coincide o no con cl espacio vectorial de llegada, ¥ en caso negativo
Cconocer una ecuacion o ecuaciones que la determinen, y conocer también una base,
En lo que concierne al nacleo de una aplicacion lincal, interesa saber si coincide o
no con ¢l subespacio vectorial (del espacic de partida) formado sélo por el vector
nulo, ¥y ¢n caso negativo conocer una ecuacion o ecuaciones, y también una base. El
meétodo general para resolver estos problemas requicre el manejo de los sistemas de
ecuacioncs lineales, que no estudiaremos hasta ¢l capitelo 1V. Pero mas adelante,
ety este mismo capitulo, veremos algunas herramientas que permitirin atacar estos
problemas para muchas aplicaciones lineales sencillas.?

Aplicuciones lineales con conjunto de partida un espacio vectorial de di-
mension finita Esta seccion es especialmente importante, pues las aplicaciones
lineales que nos interesan son las que tienen tanto como conjunto de partida como
conjunto de llegada algun R" (y mas particularmente R o k3, y eventualmente RY),
y todos los B" son espacios vectoriales de dimension finita.

Un concepto que se introduce al principic de la seccidn es el de rango de una
aplicacion lineal. Es tan atil que es obligado su calculo para averiguar casi cualquicr
cosa de la aplicacion lincal. El rango de una aplicacion lineal {de R”? en R™) se¢ define
como la dimension de su imagen. Si f es una aplicacion lineal de R? e¢n R™, su
rango, que se denota: rango f, es, pues, la dimension del subespacio vectorial Im f;
en simbolos:

rango f = dim{lm [},

Para calcularto, no hay mas que lener en cuenta esta propiedad: si calculamos las
imagenes por la aplicacion lineal de los vectores de una base del espacio vectorial
de partida, el sistema de vectores quec forman estas imagenes {quc ¢s un sistema de
vectores del espacio de llegada) tience por rango precisamente el rango de la aplicacion
lincal

Veamos un primer cjemplo con la aplicacion lineal £ de R? en R~ definida de la
forma: fi{x, x2,x3) = (x] + x3,Xx3), de la que ya hablamos en el aparlado anterior,
La imagen de f, como calculamos en este apartado citado, es R?, luego su rango es
igual a 2: rango f = dim(lm £} = dimR? = 2. Pero calculémoslo como hemos apun-
tado, es decir, calculemos el rango del sistema de vectores de R? (espacio de llegada)
formado por las imagenes por § de una bhasc de R? (espacio de partida). Lo mas

3Por otra parte, las habituales en las pruebas presenciales,

*En ¢l texto se demuestra una propiedad mas gencral, en virtud de la cual bastarfa un sislema de
generadores en vez de una base; es decir: el rango de 1a aplicacion lineal es tgual al rango del sistema de
vectores formado por las imagenes de los vectores de un sistema de generadores del espacio de partida.
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coémodo, habitualmente, es coger la base canénica: Be = ({1,0,0),{0,1,0),{(0,0,1});
las imagenes por §f de cstos tres vectores son estas:

f(1,0,0) =(1,0), f10,1,0)= (1,0} y fi0,0,1}=(0,1);

y el rango de la aplicacion lincal f es igual al rango del sistema que forman estas
imagenes: rango f = rango ((1,0),(1,0),{0,1)} = 2.

Estudiemos otro ejemplo: la aplicacion lineal g de R* en R? definida de la for-
ma; gixi, x3) = {X], X2, X + x2), que también s¢ vio cn el apartado anterior. Ahora
el espacio vectorial de partida es R?, de base candnica el sistemna B¢ = {(1,0},(0,1});
la imagen por g de estos dos vectores es: g(1,0) = (1,0,1) y g(0,1) = (0,1, 1}, y por
tanto:

rango g = rango {{1,0,1},(0,1,1}) = 2.

Recordemos que en el apartado anterior obtuvimos que la imagen de g es el subes-
pacio vectorial Img = {{¥1, ¥2, ¥3) € R* | 33 = 3 + . }; ahora nos damos cucnta de
que la dimension de este subespacio vectorial de R? es igual a 2.

Después de definir el rango, en e¢sta seccion se estudia ¢6mo una aplicacién lincal
queda perfectamente determinada con solo conocer la imagen por ella de los vectores
de una base, Mas cn concreto, si de una aplicacion de B en R™ s6lo conocemos la
imagen de los vectores de una base de R", como nos digan que tal aplicacion es lineal,
automaticamente podemos averiguar la imagen de cualquier vector. Veamos con un
ejemplo qué se quicre decir. De una aplicacion h de R en R? sabemos que en los
vectores de la base canédnica de R? actua asi:

h(1,0,0) = (2,0), hi0,1,0) =(-1,0) y h{0,0,1)=(G,1).

Supongamos que también nos dicen que & es lineal. ;Hay forma de conacer la imagen
por h del vector (2,—1,3), por ejemplo? Si. El vector (2,—-1,3) se puede escribir
como combinacién lineal de los vectores de la base canénica de R? (y ademas de
forma Gnica) asi:

(2,-1,3)=2(1,0,0) - (0,1,0) + 30(0,0, 1}

(recordemos: las coordenadas de un vector cn la base canadnica coinciden con sus
componentes); como h es lineal, de aqui deducimos:

hi2,-1,3) = h(2(1,0,0) - (0,1,0) + 3(0,0,1)}
=2h(1,0,0) — h{0,1,0) + 3h(0,0,1}
=2(2,0) - (—1,0) + 3(0,1) = (5, 3.

Vemos que el hecho de que h sea lineal nos ha llevado a conocer la imagen del
vector {2, —1,3), conocidas las imagenes de los vectores (1,0,0), (0,1,0) v {(0,0,1),
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que forman una base. Con el mismo procedimiento podriamos averiguar la iagen
de cualquier otro vector. Calculemos entences la imagen de (x,,x»,Xx3), vector ar-
bitrario de R?; sus coordenadas en la base canonica de R? {que coinciden con sus
componentes) s0n X, X, ¥ Xy:

(xlix2|x3) = X]_(]_,(},O) + x.’:‘(U! -I-!O) +x3(0|0| J-)s
de aqui, por ser k lineal:

Rixy,%x2,x3) = h{x(1,0,0) + x2(0,1,0) + x3(0,0, 1))
= xlh{l.0,0) +x2h(0, 1.0 +x3h(0,0, 1}
=x1{2,07 + x2(—1,0} + x3(0, 1}

= {2x1 — X2, x3),

Y esto nos permite concluir: la aplicacion h es la aplicacion de R* en R? definida de
la forma: hix,,x:, x3) = (2x1 - X2,X3).

Nota  En referencia a este dltimo ejemplo, debemos hacer notar que hay infinitas aplica-
ciones de R? en R” que aplican, como A, los vectores (1,0,0), (0, 1,0} ¥ (0,0,1} en los
vectores (2,00, (—1,00 ¥ (0,1}, respectivamente; pero de estas infinitas aplicaciones hay
una que es lineal, y s6lo una: precisamente k. Ahora cobra sentido la afirmacion de que
una aplicacién lineal queda determinada cuando se conocen las imagénes por ella de los

vectores de una base. A

Con la aplicacion lineal ki del ejemplo anterior, hemos encontrado la expresion
de h{x|, x>, x3) a partir de las imagenes de los vectores de la base candnica. Si o que
conocemnos €8 la imagen de los vectores de otra base (no necesariamente la candnica),
también queda determinada la aplicacion lineal. El procedimiento para averiguar la
expresion de hi{x, x7,xs) cn tal caso habria requerido un paso intermedic adicional
{porque las coordenadas de un vector en una base que no sea la canonica no coinciden
en general con sus componentes), pero no es mas complicado. En el texto figura un
ejemplo detallado (cf. p. 123).

A continuacion, encontramoes en esta seccién algunas caracterizaciones de las
aplicaciones lineales inyectivas. 1Dada una aplicacién lineal de R" en R™, tenemos
varias formas de saber si es inyectiva o no. La primera es examinando su nuacleo.
Si éste se reduce al subcspacio vectorial formado exclusivamante por el vector nu-
lo: {(G,0,...,00], entonces la aplicacidn es inyectiva, y no lo es en otro caso (es decir,
si ¢l niicleo es un subespacio vectorial de R"? distinto del {(0,0,...,0)}). La aplicacion
lincal f de R? en R? definida por fix1,x2,x3) = {x) + X2, X3} tiene por niclec (como
vimos en el apartado anterior):

Kerf={(x1,x2,x3) €R? | x; + xp =0 y x3 = 0};
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como cste conjunto no es el ((0,0,0)}], la aplicacion no ¢s inyectiva. La aplicacién
lineal g de R? en R? definida por g(x1,x2) = (x|, X2, X1 + X2), también vista en
el apartado anterior, tiene por micleo: Kerg = {{0,0}1, luego esta aplicacion si es
invectiva.

Otra forma cle saber si una aplicacién lincal es inyectiva o no requiere el calculo
de su rango: si éste coincide con la dimension del espacio vectorial de partida, 1a
aplicacion es inyectiva; si el rango es menor, ne e¢s inyectiva, Por ejemplo, las dos
aplicaciones f y g de las que hemos hablado en el parrafo precedente tienen ambas
el rango igual a 2 (este calculo se llevd a cabo en el apartado anterior), y para ia
aplicacion f el espacio vectorial de partida es R? (dimension igual a 3, mayor que el
rango), y para la g es R? (dimension igual a 2, igual que el rango), lo gque confirma
que la primera no ¢$ inyectiva y la segunda si.

Seguidamente, se presenta en la seccidn una caracterizacion de las aplicaciones
lineales suprayectlvas, Esta caracterizacion es scncilla una vez hemeos calculado el
rango: una aplicacion lineal f (de E7 en R™) es suprayectiva si su rango es igual a la
dimensién del espacio vectorial de llegada, y no lo ¢s si el rango es menor.

Por ejemplo, consideremos la aplicacion lincal f de R* en ®? definida dc la
forma: f(xi,x2.%3) = (x| + X2, x3) ¥ la aplicacion lineal g de ®> en R? definida
por gix,,x») = (X, X+, X + Xx»), de 1as cuales venimos hablando en los parrafos
precedentes. Ya hemos calculado que ambas aplicaciones lineales tienen el rango
igual a 2. En el caso de f, el espacio vectorial de llegada cs R, de dimension igual al
rango, lnego se trata de una aplicacion lineal suprayectiva. En el caso de g, el espacio
vectorial de llegada es R*, de dimension mayor que el rango, luego se trata de una
aplicacion lineal no suprayectiva.

Esta seccion lermina con el teorema de las dimensiones. Este resultado establece
la siguiente propiedad de una aplicacion lineal # de R" en R™: la dimension de su
micleo mas la dimension de su imagen es igual a la dimension del espacio vectorial
de partida; en simbolos:

dim(Ker f) — dim(Im £} = dimR" = n,

o equivalentemente {recordando que ¢l rango de la aplicacion lineal es la dimension
de su imagen); dim{Ker ) + rango f = dimR" = n,

Veamos algin ¢jemplo en el que apliquemos cste teorema, que servira a la vez de
sintesis de los resultados vistos en esta seccién. Consideremos la aplicacion lineal [
de R} en R- dada por fix),x2,x3) = {x| — Xu,2x| + 3x;}. Calculemos su rango.
Las imagenes por f de¢ los vectores de la base candnica de R? son: £(1,0,0) = (1,2},
F0,1,0) = (1,00 ¥ £(0,0, 1) = (0,3), lo que nos permite escribir:

rango f = rango {(1,2),{-1,0),(0,3)) = 2.
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Este valor concreto del rango nos informa de lo siguiente:

« la imagen de la aplicacion lineal f tienc dimension igual a 2 {no es mas que la
definicion de rango): dimilm f) = 2, asi que Im f es un subespacio vectorial de
dimension 2 del espacio vectorial de llegada, que es R?; como el Gnico subes-
pacio vectorial de R? de dimension 2 es el mismo R, se concluye: Im f = R;

» la aplicacion lineal f es supravectiva (podemos deducir esto de dos formas:
come consecuencia de que Im f = R?, o como consccuencia de que cl rango cs
igual a la dimension del espacio de llegada);

= la aplicacion lincal f no es inyectiva (pues sb rango es menor que la dimension
del espacic de partida, que es R3);

+ aplicando el teorema de las dimensiones, se obticne que el micleo de f ticne
dimension 1: dim(Ker ) = dimR* —dim{lm f) =3 -2 = 1.

Estudiemos otro ejemplo: la aplicacion lincal 4 de R® en R® definida de la for-
ma hix,x:} = {2x) + x2,—X; — 3x2,x1). Las imagenes por h de los vectores de
la base candnica de R® son: h(1,0) = (2,-1,1} v h{0,1) = (},-3,0), de donde:
rangoh = rango ({2, -1,1),(1,-3,0} = 2. Deducimos lo siguientc;

« la imagen de h tiene dimension igual a 2, es decir, es un subespacio vectorial

de R* (espacio de llegada) de dimension 2;

» h no es suprayectiva;

= h sies inyectiva;

= como h esinyectiva, se tiene: Ker i = {{0,0)} (recuérdese que Ker i es un subes-
pacio vectorial del espacio de partida, en este caso RY); esta informacion la
vemos confirmada con el teorema de las dimensiones:

dim(Ker i) = dimR% — dim(lmh} =2 -2 =0

notese que el subespacio vectorial {0, 0)} es el fimico de B¢ de dimension igual
a G

El espacio vectorial LIE I Con la notacion L(F, F} se designa el conjunto de
las aplicacioncs lincales del espacio vectorial F en el espacio vectorial F. Por ejemplo,
la notacion L(R3,R?) designa el conjunto de las aplicaciones lineales de R? en R2,
En esta seccidn se estudian algunas propiedades de cstos conjuntos.

Isomorfismos de espucios vectoriules  Un isomorfismo es una aplicacion lineal
bivectiva, Cuandeo cntre dos espacios vectoriales existe alglin isomorfismo, sc dice
que los espacios vectoriales son isomorfos. Nosotros nos detenemos solo en los RY,
para los cuales acontece que B" y B™ no son isomorfos si n = m. Por ejemplo,
una aplicacion lineal de R* en R, o viceversa, no puede ser de ninguna manera un
isomorfismo. Para que una aplicacion lineal de 8" en R'™ pueda ser un isomorfismao,
el cspacio vectarial de partida y el de llegada han de ser necesariamente el mismo.
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Recordando los resultados anteriores sobre aplicaciones lineales inyvectivas y su-
prayectivas, podemos afirmar que una aplicacion lineal f de R" en R” (ya tomamos
iguales el espacio de partida y ¢l de llegada) es un isomorfismo si surango esigual ala
dimension comun del espacio de partida y de llegada, es decir: rango f = dim R™ = n,
y que no es un isomorfismo en caso contrario. Por ejemplo, la aplicacién lineal f
de RZ en R definida por f{x1, x2) = (xy, x| + 2x2) verifica:

range f = rango (f(1,0), £{0,1}} = rango ({0,1), {1, 1)} = 2,

¥ COMO SU rango coincide tanto con la dimension del espacio de partida como con la
dimension del de llegada, se trata de un isomorfismo. La aplicacion lineal g de R?
en R? dada por g(x;, x2,x3) = {x) + 3x2 + X3, -3X2, X + X3) no es un isomorfismo,
pues:

rango {g{1,0,0), g(0,1,0}, g(0,0,1)}
rango {(1,0,1),(3,-3,0,(1,0,1}) = 2 = dimR".

rango g

Farmuas lineules  Una forma lineal sobre R™ es una aplicacion lineal de R™ en R.
El conjunto de las formas lineales sobre R" se denomina espacie dual de R™, y se
denota: (R")".

Una forma lineal f sobre R? es una aplicacién {lineal) de R” en R definida de la
forma: f{x,, x>} = ax, + bx; para algunos nameros reales a y b. Por ejemplo, las
siguientes aplicaciones de R? cn R son formas lineales:

Filxy, xp) = 2x2, falxr,xe) =2x; - 4xp, filxi,x2) = x0
v no son formas lincales estas otras:
§1(x1,X2) = X1xX2,  G2(x1,Xx2) = 2x3, gi{x1, X2} =X~ X2+ 1.

Analogamente, una forma lineal f sobre R? es una aplicacion de R? en B definida
de la forma; f{(x,,x2,X3) = ax; + bx; + ¢x3 para algunos nimeros reales a, b y ¢.
Por ejemplo: f{x1,x72,x3) = 2x; — 3x2 + 2x3. De la misma manera se extiende este
resultado a las formas lineales sobre cualquier R,

Es importante enfatizar gue una tforma lineal aplica vectores en numercs reales.
Por ejemplo la forma lineal # del parrafo anterior aplica vectores de R? en nume-
ros: £(2,1,00=2.2-3:1+2-0=1, f(-1,2,1)=60 fi-1/2,3,-1}=-12.

En el texto se prueba gue el espacio dual de R*: (R™)", es decir, el conjuntc de
las formas lineales sobre R", es un espacio vectorial sobre R, y se prueba que es un
espacio vectorial de dimension igual a 11.° Las bases de este nuevo espacio vectorial

“Por una vey, wmanejamos un espacio vectorial diferente de los BY. Las operaciones cn este nuevg
espacio vectorial son ia adicién de aplicaciones y la multiplicacion de mimeros reales por aplicaciones.
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también tienen n elementos, la misma cantidad que todas las bases de B”, pero tales
elementos son formas lineales sobre R™.

Fijémonos en K? y en su dual: (E*)Y". vamos a estudiar un procedimiento para
construir una base de {R?)" a partir de una base dada de ®&2. Consideremos entonces
una base de R?, por ejemplo: 8 = {1, uz), donde &, = (1,1} y uz = (1,0). Vamos a
definir dos formas lincales sobre R?, que denotaremos por uf v u}. La primera: #7,
se define como aquella forma lineal que aplica cada vector de R? cn la primera co-
ordenada que el vector tenga en la base B. Verbigracia, el vector (1,2) tiene coorde-
nadas 2 y —1 en la base B, pucs: t1,2) = 2(1,1) — {1,0); por tanto: uy(1,2) = 2.
Y el vector (2,3} tiene coordenadas 3 v —1 en la base B: (2,3} = 3(1,1} - (1,0},
lnego u; (2,3} = 3. En general, sc ticne: #y (x1,X2) = Xz, ya que un vector genéri-
co (x|, x2) tiene coordenadas x; v x; — X en B {x),x3) = x2{1,1) + {x; - x2){1,0).
Analogamente, definimos la forma lineal 43 sobre R como aquella que aplica cada
vector de R? en la segunda coordenada que el vector tenga en la basc B. Por ejem-
plo: u5i1,2) = —1, u3(2,3) = —1, y en general: w5y ix),x2) = x; — xp. Estas dos
formas lineales que acabamos de definir: 4] v ¢, forman una base del espacio vecte-
rial (R?) ", denominada base dual de la base B de R?, y que se denota: B = (uy, u3).

Veamos otro ejemplo, esta vez con una base de R3:

B=1{(1,1,0),(0,1,1},(0,0,1}).

Denotemos: v; = (1,1,00, v2 = ((,1,1) vy w3 = (0,0, 1}; la base dual de la base B
se denota entonces: B* = (v, v;,v]). La forma lineal v, la primera de la base B”,
aplica cada vector de R? en la primera coordenada de las tres que el vector tengaen la
hase B: la forma lineal v, la segunda de la base B*, aplica cada vector en su segunda
coordenada en la base B; y la forma lincal v3 lo aplica en su tercera coordenada.
Por ejemplo, como: (1,2,3) = (1,1,0) + {0, 1,1) + 2{0,0,1), las coordenadas del
vector (1,2,3)Yenlabase Bson 1, 1y 2, y por tanto;

vii,2,3) =1, vi(l.,2,3)=1 y vj(1,2,3)=2.

Y, en general, come: (X, x2,x3) = x (1, 1,00+ {xz—x1 10, L, Ly+(x =X, +x3)(0,0, 1},
resulta que las coordenadas de un vector genérico (x;,x2,x3) cn la base B son xj,
X»—X| ¥ X) — X2+ X3, de donde:

vy ix, X2, X3) =X, va (X, X0, X3) = X - X
Vo viix), X2, X3) =X — X2+ X3,
Aplicaciones afines  Recordemos que los subespacios afines se obtenian suman-

do un vector a los subespacios vectoriales. En cierto sentido, las aplicaciones afines
se obtienen de las aplicaciones lineales también suméndoles un vector. Concretando,
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una aplicacién ¢ de B* en R? {empezamos con un caso particular para fijar ideas)
es una aplicacién de R* en R” para la cual existen un vector {a, b} de R® {espacio
de llegada) y una aplicacién lineal f de R? en R” tales que la imagen por ¢ de cada
veclor de B3 se obtiene sumando a su imagen por f el vector {a, b); es decir: para
cada {x, x2,x3) € R3, se tiene: ¢pix), X2, x3) = {a, b} + F(x|, %2, x3).

Pucde comprobarse que toda aplicacion afin de R? en R? es tal que la imagen de
un vector arbitrario (x, x2,x3) de R® es un vector de R? de la forma:

(ax,+bxs+exz+dax) +b'xy+re’xs+d)
para algunos numecros reales a, b, ¢, d, a’, &', ¢’ v d’. En simbolos:

RS |R2
(X7,X0,X3) ——-—— fax;+bxr+cxz+d,a’x +b8x+¢x3+d),

para algunos numeros reales @, b, ¢, 4, @', ¥, ¢’ y d’. Verbigracia, son afines las
aplicaciones de R* en R* definidas por:

dilxy, x2,x3) = (2x1 - 1,x7 - 4),  ¢alxy, x2,x3) = {x;5,2 +2x2 — 5X3),

dax1, X2, x3) = 1{0,5x, — 2/3), ¢yixy, x2,x3) = (1,-6).
Y no son afines estas otras:

Wrixy, X2, x3) = (x7 -1, =3x3+4), alxg,x2,x3) = (1,x1x2),

Wilxy, X, x3) = (0, X3 ).

Lo dicho sobre como son las aplicaciones afines se gencraliza sin dificultad a las
de R" en R™. Por ejemplo, son aplicaciones afines de R* en R* las definidas de esta
forma:

B {xp,x0) = (xo— 1,4x2 +3,5), Ealxy,x2) = (0,6x1 — v2x3 — 8/5,1),

Eylxy,xp)=(xy-7.3x)—6x2+3/2,x —x2+ 1L

Cuando tenemos una aplicacion de la cual sabemos que es afin, podemos estar
interesados en calcular el vector del espacio de llegada y la aplicacién lincal que la
determinan de acucrdo con la definicion. Lo primero que debemos saber al respecto
es que estan ambas univocamente determinados por la aplicacion afin. Por ejemplo,
la aplicaciént ¢ de R? en R? definida por ¢ixy, x2,x3) = (2x| —x2 + 3, -x2 + ) es
afin (de acuerdo con lo dicho cn el parrafo precedente). Fl vector (a, b) de R* deter-
minado por ¢ es precisamentce la imagen por ¢ del vector nulo: {a, b) = $10,0,0;
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IL.1

Aplicacién lineal

EJEMPLO

EJEMPLO 2

DEFINICION DE APLICACION LINEAL

Consideremos dos espacios vectoriales E ¥ F sobre un mismg cuerpo kK,

Definicion

De una aplicacion f de E en F:
xeFE— fix)eF,

diremos es una aplicacion lineal de E en F si verifica:

(L1} V (v, w) € E2, flv+w) = f{v)+ flw),
(L2} ¥ (o, v) € KX E, flav) = af(v).

La aplicacion:
R+ {RE

(x1,x2,%3) — —— — (X1+Xxz,x +Xx3)

(1)

es una aplicacion lineal de R en B°.
Comprobemos que se verifican (L1} y (L2). Six = (X, x5, X3} Y ¥ = (¥, ¥, 1) son dos
vectores de B2, entonces:

Fixr yh = fl(xnx2,x30 + (v, v3))
= flxg + ¥1,%2 + Y2, X3 + ¥3)
= {{xr + 1) + (x2 + ), (X1 + 1) + {0 + V)
= {0 + X0, X £ X3) + (V1 + Yo, Y1+ Ys)

=fixy+ fiyh
y (L1} se verifica; y si ademas rv es un namero real, entonces:

ftox) = floo, oxs, o)
= {QX] + 00X, OEX) + XX}
= {afxy + x0), ol xy + x3))
= @UX] + X, X FXy)

- ofix),

v también se verifica (L2). En conclusion, la aplicacion f delinida en (1} es efectivamente una
aplicacién lineal de B* en B2,

La aplicacion:

4 B>

(x),x2) ——— — {x1x2,0}
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Ina consecuencia importante de la proposicion anterior es que una aplicaciom
lineal conserva las combinaciones lineales, cn el sentido siguiente: si f es una apli-
cacion lineal de E en F, y vy, U, ..., Uy SO0 1 vectores de £y oy, oz, ..., 0y SON 7
escalares, entonces:

fileq v + oty + - - + 0y} = o flvr) + o filvsy+ - - 4 oy fivg). {2)

En efecto. Para n = 1 la igualdad (2) se reduce a: f{ovi) = oy f(vy), gue es
verdadera {por (L2}
Supongamoes ahora que la igualdad (2) se verifica para n - 1 vectores, es decir:

Floqvy + v+ - + Ny Vg ) = oo floyg + e flvy) - -+ Kpot flvn 1) (3)
Entonces, poniendo v = () + 0¥ + -+ - + 0y o1 Vy—1, 50 tiche;

floqvy = opvs + 0+ 0y)
= flv+ apvy)
= flu)+ anf(vnj

=g flv)+oafv)+- - +on 1 f (e} + dnflvg),

dondec se ha utilizado (L3) en las dos ultimas igualdades,
Queda asf prebada la tgualdad (2) por el método de induccidn (o recurrencia).

PROPIEDADES DE UNA APLICACION LINEAL

1. Propiedades genevales; imagen de una aplicacion lineal  Fn todo lo que
sigue, supondremos que £ ¥ F son dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K
y, con el fin de evitar confusiones, representaremos por Og el elemento neutro de la
adicion de vectores de E, y por O el de la adicién de vectores de F.

Una aplicacion lineal f de E en F verifica las siguientes propiedades:

1) fi0g) = 0y,

Yaque: {0t = FI00p) =0F0;} = Op.

2} laimagen del opuesto de un vector es el opuesto de la imagen del vector. Es
decir, se verifica: v € E, fi-v) = -f{v).

Pues: fi-11 = fl{-1w) =(=-1)fiv) = - flv).

1) Silv,, vs...,vy,) s un sistema ligado de vectores de E, entonces ¢l sistema
formade por sus imdgenes: (f{v)), flvy), ..., f{vy)), es un sistema ligado de
vectares de F.

Si (v, vs,...,vy,) es un sistema ligado, es decir, si podemos encontrar escalares o,
O, ... &n, N0 todos nulos, tales que: oy + By + - - - + ®pt, = O, entonces de (2)
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Nucleo de una
aplicaciéon lineal

INS de aplicacion
iineal inyectiva

existen, pues, dos vectores w) y w. de £ tales que f{v,) = w v flvs) = ws, v si o
¥ ¢+ son dos escalares, entonces pertenece a Fy e] vector:

Jloquy + oovs) = o FLn) + o flos) = 0w + aanrs,

y por tanto: ovy + &:vy € f-![F], ¥ con la proposicién L1 (cf. p. 39) se concluye
que f f[F] es un subespacio vectorial de E.

2. Nucleo de una aplicacion lineal Al aplicar la ultima de las propiedades
anteriores al subespacio vectorial {0y} de F, se obtiene que el conjunto £7'(10y!],
conjunto formado por los vectores de E cuya imagen por f es igual a 0p, es un
subespacio vectorial de E.

Definiadn
El subepacio vectorial £-1[{0r}] de E, que se denota: Ker f, sc llama nucleo de
la aplicacion lineal #:

Ker f = fH{0r}) = [v € E | flv) = 0],

(La sigla “Ker” es una abreviatura dc la palabra inglesa kernel, que significa nicleo.)
El conocimiento del niicleo de una aplicacion lineal nos permite saber si ésta es o
no es inyectiva. Podemos afirmar:

Proposicion (1.2 Uina condicion necesaria v suficicnite para que una aplicacion
Iincal f de E en F sea inyvectiva es:

Ker f = {0g}.

Demostracion La condicion es necesaria: suponemos gue la aplicacién f es invectiva,
y procbamos que Ker f = {0;]. 5i u es un vector de Ker f, esto es: f{u} = (O, entonces,
como f(0¢} = 0y (cf. propiedad (1)), se tiene: flu) = F(0z), de lo que se deduce: ¢ = O,
pues f es inyecliva. En consecuencia: Ker f = [0Qg{.

La condicion es suficiente: suponemos que Ker f = {0}, ¥ probamos que £ es inyectiva.
$i x v ¥ son dos vectores de E con la misma imagen: f(x) = f({ ¥}, entonces podemos escribir:

O = fix) - fiy)=fix—y).

¥ el vector x — ¥ pertenece a Ker f; pero hemos supuesto que Ker f = {0, 1, luego x — ¥ = Oy,
o bien: x = y. En consecuencia, de suponer que f{x) = f{¥) hemos deducido que x = y.
Esto cs, la aplicacion f es inyectiva. REERE:

En el capitulo IV veremos un método para determinar el micleo, y también ia
imagen, de una aplicacion lineal dada.
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IL3

Rango de una
aphcacion lineal

APLICACIONES LINEALES CON CONJUNTO DE PARTIDA
UN ESPACIO VECTORIAL DE DIMENSION FINITA

1. Una primera propiedad  En csta seccidn consideraremos cspacios vectoria-
les sobre un mismo cuerpo K, y aplicaciones lineales para las cuales el conjunto de
partida es un espacio vectorial de dimensién finita no nula.

Un primer resultado en estas condiciones es ¢l siguiente:

Propasicion 1.4 5i f es una aplicacion lineal de un espacio vectorial E de di-
mmension finita en un espacio vectorial F, entonces el subespacio vectorial Im f ¢s

de dimension finita.

Demaostracion Sea (v;,v;,...,Um} un sistema de generadores de E. Entonces el siste-

ma (f(v)), fiv.),....flum)) es un sistema de generadores de Im F.
En efecto. Si w es un vector arbitrario de imf, y ¢ € F es tal que: f(v) - w, como
(v1,v2,...,Um) es un sistema de generadores de E existen m escalares ¢y, 00, ..., 0y tales

ques v o= U+ eV + - - -+ Oy Uy, de donde:
w=ftv)=o fle)+aeflvd -+ a0 fival,

y asi w es combinacion lineal de los vectores f{iy}, flv:), ..., fitm). El sistema de veclo-
res (fiv)), fivz),. .., flug)) es, pues, un sistema de generadores de Im f.

Al ser (fie)), flvgh,..., fing)) un sistema de generadores de Im f, este subespacio vee-
torial es de dimension finita. Ll

Nota  La demostracion de la proposicién anterior habria sido superflua de haber exigido
a F ser un espacic vectorial de dimension {inita, pues los subespacios vectoriales de un
espacio vectorial de dimension finita son a su vez de dimension linita {cf. proposicién 1.17,
. 79). A

2. Rango de una aplicacion lineal  Sea f una aplicacion lineal de un espacio
vectorial £ de dimensién finita en un espacio vectorial ¥.

Definicion
Se define el rango de la aplicacién lineal f, y se denota: rango f, como la dimen-
sién del subespacio vectorial Im f:

rango f = dim{(im f),

Sabemos que si (g, Un,..., V) €8 un sistema de generadores de E, entonces el
sisterna (fv)), fiva),..., f{ivy)) es de generadores de Im f (cf. demostracién de la
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Proposicion 1.5 5i f es una aplicacion lincal de E en F, ambos cspacios vecto-
riales de dimension finita, entonces:

rango f < minidimE, dimF}.

Demostracion Por un lado, ¥ teniendo en cuenta la propiedad (5) de las aplicaciones li-
neales, si (v1,vy,..., ¥y} es una base de E, entonces:

rango f = rango{fiv,), flvo),..., Flvgl)

< ranga{v,v,...,vy) =dimE.
Por otro lado, como Im f € F, se tiene:
rango f = dimilm f} < dim F.

En conclusion: rango f < dim E y range f < dim F, ¥y queda probado el resultado. ..o,

Proposicion 1.6 Si f es una aplicacion lineal de E en F, y g es una aplicacion
Iineal de F en G, siendo E, F y G tres espacios vectoriales de dimension finita,
entonces:

ranga(g ¢ f) < min{range f,rango g}.

Demostracion Si {ur),¥s,..., Uy} es unabase de F, teniendo en cuenta la propiedad (3) de
las aplicaciones lineales se tiene:

rangotg = f) = rango{[ge Fliv ), [ge fllv2), .. [g e Flivy))
= rango{g{flv1)), gl f v, ... gif(ve)))
< rango(fivy), flvz), ..., flvy))

= rango f,

luego:
rangotg « f) < ranga f. {4}

Por otro lado, se tiene:
Imige ficlmg. {5}

En efectn, si w € Imig s f), entonces para algan v € E se verifica:
[g=flivi=w, obieng(fiv))=w,

y al ser w la imagen por g de algan vector de F —al menos, de fiv)—, se tiene: w € Img; en
consecuencia: Im(g « f) = Im g. De (3} se deduce:

rangoig o f) = dim{Im(gc f)) < dimi{lmg) = rango g,

y con {4) se concluye el resultado. L,
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Esta aplicacion f de E en F recién definida verifica {7), pues las coordenadas de cada
vector v,, | € f € n, en la base B son todas nulas salvo la i-ésima, que es igual a 1, ¥ por
tanto: fiv,) = lw, = w,.

La aplicacién f también verifica que es lineal. Fn efecto, si x v ¥ son dos vectores arhi-
trarios de E, v st & y ff son dos escalares, de las ignaldades:

x=Mui+Atr+ -t AUn ¥ Y=YV YVt e+ Yal

se deduce:
ax + By = (A + Byhv = (oA + Bysdus 4+ - - -+ (oA + By tva.
luego:
Floex + By = (ahy + By w + {oddhe + Byndws + - -+ 0 (xdy + Byaiw,
= &t +Asws + o Agwgl + Blyw Fyaws + - ypwy)
= aftx) = B (),

v en consecuencia: floax + By) = of{x) + Bf{¥} v f es lineal.
Finalmente, si g es una aplicacién lineal de F en F que verifica:

givy) = wy, glg) = wsa, ..., gyl = Wy, 8

entonces } = g. En efecto, las aplicaciones f y g tienen el mismo espacio vectorial de partida
y el mismo de llegada, v si x € E, v A}, Az, ..., A, s0n las coordenadas de x en la base B, es
decir; x = Ajv| + Asve + - - - + A, vy, entonces, al ser g una aplicacion lineal, ¥ tentendo en
cuenta {8}, se ticne:

GiX) = glAv] + Aala + - - -+ Ay = Agles) + Aoglval + - + Apg(vy)

= .\]W] + '\.’w.’ o Wy = f(xJ
Podemos, pues, escribir: ¥ x € E, gix) = f{x), y en conclusion: g = f. AP

Volviendo al ejemplo, podemos entonces ascgurar existe una unica aplicacion
lincal f de R® en R® que verifica (6). A continuacion, desarrollamos un método para
el calculo concreto de la expresion de f(x;, xz, x3):

a) Escribimos los vectores de la base candnica como combinacion lincal de los

vectores de la base B = ((1,1,0),(0,1,0),(1,0,1} )%

(1,0,0)=1{1,1‘0)+(_1)(U|1|U)1
(0,1,0) = 1(0, 1,01, 9)
(0,0,1)={-1){1,1,0} + 1{0,1,0) + 1(1,0,1).
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donde Ay, A., ..., A, son escalares, se deduce (por ser f lincal):
ST+ davz+ o+ A0 = FLO),
de donde se infiere (por ser f inyectival:
AU+ At + A0, = Oy,

¥ en consecuencia: Ay = Ay = ... = A, = {, pues los vectores vy, vz, ..., v, son linealmente
independientes, En conclusion, de la igualdad (10) se deduce necesariamente son nulos los
escalares Ay, Az, ..., Ap. Los vectores flv,), flvs), ..., flvg) son, pues, linealmente indepen-
dientes.

Probemos en segundo lugar la implicacién: (b) = (¢). Sea; dimE = n. Sin = 0, enton-
ces () es un sistema de generadores de F, v se tiene:

rango f = ranga( f(0;}} = rango () =0 =dimE.
Sinzl,y(vv.,...,v,) csunabase de £, entonces:
range f = rango{f(v ), ftv.), ... flv,), (11}

pero al ser los vectares v, ¥z, ..., ¥, linealmente independientes, de acuerdo con la hipotesis
lambién lo son los vectores fv), flv.), ..., f(vy), y en consecuencia:

ranga( fivy ), flvs),..., flegd) = n (2

De (11} y (12) se concluye: rango f = n =dimE.
Probemos a continuacién la implicacion: {¢) == (d). Lo haremos por reduccion al absurdo;

supongamos que (#;,4,,..., 4y}, con k = 1, e5 una base de Ker f. Si dimE = », del teorema
de la base incompleta se deduce guc ¢l sistema libre (a4, #o, ..., 4, ) se puede extender a una
base de E: {z7, 43, ..., %, We_1,. .., My ), ¥ DOT tanto:

rango f = rango(f(uy ), f(u:), ..., fla), flug. ), fiwg))
= rango{Os, ..., O, f(Me. 1 ),o e, flttn))
- rango{flte1),. .., flia))

sn-k<n,

lo cual es absurdo, pues por hipétesis se tiene gue rango f = dim £ = n. [n consecuencia,
cl subespacio vectorial Ker f del espacio vectorial de dimensién finita £ no admite base, y en
conclusion: Ker f = {0y }.

Finalmente, se verifica la implicacion: (d} = (a}, como se probé en la proposicion 1172
el p. 117,

Una vez hemos probado las cuatro implicaciones anteriores, queda demosirado que las
cuatro atirmaciones del enunciado son equivalentes. LT
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es decir: {a, ) = (3,4). Y la aplicacion lineal de R* en R? determinada por ¢ puede
calcularse con la igualdad f(x, x2,x3) = Plx1,x2, X3} — (&, b); esto es:

Fixxo,x3) =plx,xz,x3) —(a, by =(2x) —x3+3,—xz2+4) — (3,4)

= {2x1 - X2, —X2),
y asi la aplicacién lineal f es la definida por f(x;, x>, x3) = {(2x) — 22, —x2).

Nota bene Una aplicacién afin estd definida por la suma de un vector del espacio de lle-
gada y una aplicacion lineal, y ambos estidn determinados fijada una aplicacion afin con-
creta. Esto marca una diferencia formal con los subespacios afines: un subespacio afin
es la suma de un vector v un subespacio vectorial, pero auncue este 1ltimo esta perfecta-
mente determinade fijado un subespacio afin concreto, no lo esta cl vector. A

En el texto se detallan a continuacion algunas propiedades generales de las apli-
caciones afines, que son en cierto sentido analogas de algunas propiedades que ya
hemos visto de las aplicaciones lincales; las mas destacables son las que hacen refe-
rencia a la imagen y a la imagen reciproca. La imagen por una aplicacién afin de un
subespacio afin del espacio de partida es a su vez un subespacio afin del espacio de
llegada. Y se tiene una propiedad analoga para las imagencs reciprocas; la imagen
reciproca por una aplicacion afin de un subespacio afin del cspacic de llegada es un
subespacio afin del espacio de partida, siemprc ¥ cuando esa imagen reciproca no
sea vacia. Notemos que no habila necesidad dc tomar esta precaucion con las apli-
caciones lineales: a la imagen reciproca por una aplicacion lineal de un subespacio
vectorial pertenece al menos un vector: el nulo.
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CN5 de aplicacion | Proposicién L1 Una condicion necesaria v suficiente para que una aplicacion f

no es lineal. La condicion (L1) no se verifica; por ejemplo:
g{(1,2) +13,-1)) = g{4,1) = (4,0},
L2+ i3, -1 = (2,00 + (-3,0)=1(-1,0}

Nota bene Para gue se verifique (L1}, debe asegurarse que g{(x, x») + (31, 2} es igual
agixy, X +g( vy, v;} cualesquiera que sean los vectores (x1, X2) ¥ (v, »2) de B?. A

EJEMPLO 3 Si E es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, la aplicacién identidad de E:
XeE—xe£L

que se denota: Ir, es una aplicacion lineal de £ en E.
En efecto. Se verifica (1.1), pues dados dos vectores v y w cualesquiera de E, se tene:

Lhiv+w)=v-w=§L{v)+I(w),
y también se verifica (L2), pues si ¢ es un escalar, se cumple:

Iplow) = o = ool iv).

Una caracterizacién muy utilizada de las aplicaciones lineales ¢s la siguiente:

lineal |de unespacio vectorial E en un espacio vectorial F, ambos sobre el mismo cuerpo I,
sea lineal s la siguiente:
(L3 Vi, B) e KY, ¥V (v,w) € B2, flav+ fw) = af (v) + Bflw).

Demostracion La condicion es necesaria. Si v v w son dos vectores de £y oy f son dos
escalares, y ponemos: v = v y w' = fw, se tiene:

filov 1 Bw) = flv’ + wh

CFr + Flw')
- Flow) + flBw)
= flv) - Bfiw),

donde se ha utilizado (L1} en la segunda igualdad y {L2) en la cuarta. De esta forma, de ser f
lineal se deduce (1.3},
L.a condicién es suficiente. De {(L3) se deduce:

Jilrv+lwy =1Ff0) +1f 1w},
es decir: flv+w) — f{v)+ flw), vy se verifica (L1); por otra parte, de (L3) tambien se deduce:
Jloev = Ow) = afiv) + 0f(w),

es decir: flawv) = af {v), v se verifica (L2); en conclusion, f es lineal. AR
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4

5)

6)

y de la propiedad (1) se deduce:
O = f1OL) = floquy + oqua < - -+ + xuvry) = o flug) + e flog) + - — o fluy),

lo gue establece que los vectores f{vp), fiv.), ..., five) son linealmente dependien-
tes, o lo que es lo mismao: el sistema {f{v)}, filve),..., Flvrg)) es ligado.

Dados 1 vectores vy, v, ..., Uy de E, si (flvy), flued,..., flvy)) es un sis-
tema libre de vectores de F, entonces el sistema {v1,v2,..., V) es un sistema
libre de vectores de E.

Si (vy,vs,...,u,) fuese un sistema ligado, entonces también seria ligado el siste-
ma (f(vy), flvs), ..., f{v,)) (propiedad (3)), en contra de la hipotesis.

Sivy, vy, ..., Uy son vectores de E, entonces:

rango (v, va,...,Uy) 2 rango(fiv)), flva), ..., f(vm)).

Sea rango{fiv ), fivel,..., fivy)) = p. Si p = 0, la propiedad es trivial. Si p =2 1,
hay p vectores —y no mas de p— linealmente independientes entre los vectores fiv) ),
Fluz), .., flvg); si supenemos éstos son los p primeros: f{vy), flve) ..., flup),
entonces (v., V.., ul.) es un sistema libre {propiedad (4}), v en consecuencia se
ticne: rango (v, Vs, ..., Uy) = p.

La imagen por | de un subespacio vectorial E, de E:

fIE) ={fw)|veE},

es un subespacio vectorial de F.

Si w) y w; son dos vectores de f[E], v existen, pues, dos vectores v y vz de F
tales que fiv)) = w, v fiv:) = wz, ¥ 81 &) ¥ ¢ son dos escalares, entonces se
tiene: o v + o2ty € £y, y pertenece a f[E] e] vector:

Floqvy +oove) = o Flug) + aafivm) = oqw) + cews.
De la proposicion L1 (cf. p. 39) se concluye que f[E;] es un subespacio vectorial de F.
Nota bene  En particular, la imagen de la aplicacion (lineal) f:
Imf=flE]={fv)|veE},
¢s un subespacio vectorial de £. A
La fmagen reciproca por f de un subespacio vectorial F| de t':
FUR={veE | flvye R,

es un subespacio vectorial de E.
El conjunto f~'[F,] no es el conjunto vacio: al menos 0 € f~1[F], ya que Of € F;
y f(0¢) = O (propicdad (1)). Por otra parte, si v, v ¢ son dos vectores de f~'[F], ¥
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La inversa de una
aplicacion lineal
hiyectiva también
es lineal

3. Inversa de una aplicacion lineal biyectiva Si f es una aplicacion entre £
y F que es hiyectiva, esta definida su aplicacion inversa f-', de F en E, de forma que
se verifica:

y=fix) < x=f Ly,

y f~! es a suvez bivectiva.® En estas condiciones, si f ¢s lineal, entonces f ! también
es lineal.

Proposicion 11.3 La aplicacion inversa de una aplicacion lineal biyectiva es una
aplicacion lineal bivectiva.

Demostracién Consideremos las notaciones del parrafo precedente al enunciado de esta
proposicion. Si w v w. son dos vectores de F, ¥ o, ¥ o son dos escalares, denotando:
vi=fliw yve = w0 bien: Fly) s un v flve) = ws, por ser f lingal se tiene:

Flegu) +oguel = oy flv) + e, flve) = agw) + apwy,
Y por fanto:
Flimw, +oows) = oy + oty = & F b+ o FHtws
En consecuencia, se verifica:
Vi, By e K4, ¥iw, wa) eF, F N oqw; +ecw:) =0 f "wn}+ oaf ! (ws),
es decir (cf. proposicion 1.1, p. 114): ! es una aplicacion lineal de F en F, C.Q.D.

4. Composicion de uplicaciones lineales  5i f es una aplicacion lineal de E
en F, vy g es una aplicacion lineal de F en un espacio vectorial ¢ (tamhién espacio
vectorial sobre K), entonces la aplicacion compuesta’ de f y g: g  f, que verifica:

Yv ek [gofliv)=g{fv)),

es una aplicacion lineal de E en G.
En efecto, si v v v son dos vectores de E, vy ¢ y B son dos escalares, se tiene:
glfiov + fw))
glafivy + gflw))
= ag(fiv}) + Bgifiw))
alg o f1{v) + Blg o fliw),

[g= fller + Bw)

v en consecuencia (cf. proposicion I1L.1, p. 114) g = f ¢s lineal.

Spuede consultarse, por ciemplo, el apéndice A {cf. p. 397).
“Snbre composicion de aplicaciones, cf. apéndice A, p. 395.
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proposicion 114, p. 119), ¢s decir:
Liflonn floz)... f(vm)) =im [,
v por tanto:
dimilm £y =dimL{fia, flve), ..., fleg)) =rango(filuvy ), filva), . flvg)).
En consccuencia;
rango f = rango{f (v}, flveh,..., Flug));

esto es: el rango de [ es igual al rango del sistema formado por las imagenes de los
vectores de un sistema de generadores de L.
En particular, si (¢, vz,...,vy) es una base de F, entonces también podemos
escribir:
rango f = rango{ (v}, Flva), ..., flop)).

Nota bene Cs indiferente el sistema de generadores —o la base— que se elija para calcular
el range de una aplicacion lineal. A

EJEMPLO 4  (onsideremos la aplicacion lineal:

Ri

(X, X2,Xy) — - = — (X, x,-X; = X2},

R(i

y calculemos su rango.
Tomarmos una base cualguicra de B*; por comodidad clegimos la base candnica:

Be = {{1,0,0),(0,1,00,10,0, 1))
Entonces el rango de § es igual al rango de los vectores que son imagen de los de la base B::

rango f = rango{ £{1,0,00, f{0,1,00, f(0,0,1})
=rango((1,0,-13,(0,1,~1},{0,0,0}) = rango({1,0,~1},(0,1,-1)} = 2.
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Notacion I'n las siguientes proposiciones utilizaremos cl minfmo de dos numeros reales x
v 2 se denota: min{x, v1, v se define de esta forma:
] X, six € v,
min{x, v} =
v, six =z .
Por ejemplo: min{{), -3} = min{-3,0} = =3, vy min{1,1} = 1. Una detinicion equivaiente
del minimo de x ¢ ¥ es:

(x—e—_‘_v'— |x—_v|).

1 —

minix, v} =
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Una aplicacicn
lineal esta

totalmenie

determinada
conocidas las
imagenes de los
vectores de una
base

3. Caracterizacion de una aplicacion lineal por las imagenes de los vectores
de nna base  Veamos con un ejemplo lo gque queremos hacer. Consideremas una
aplicacion f de R3 en R® de la cual conocemos las imagences de los vectores de la
base B = ({1,1,0),(0,1,0},(1,0,1}) de R*:

S, L0y =(2,1), f(0,1,0) =(1,8), f(1,0,1)=(1,2). (6)

Hay muchas aplicaciones de R? en R?> —de hecho, infinitas— que tienen el mismo
comportamiento que f en los vectores de B. Por cjemplo, las aplicaciones fi, f2 v f2
definidas por las expresiones:

Frixy, xz,x3) = (x1x2 + 1, x1%x2 + 2x3),
faixy,x2,x3) = (x) —x3+ 1, %1 {x3 + 1}),

Y } Fixy, xe,x3), Si(x),x2,x3) es vector de B,
JalxX X2, X310 =

{1, 1, en otro caso.
(S¢ comprueba sin dificultad que estas aplicaciones se comportan igual que f en los
vectores de B; adicionalmente, se tiene que estas tres aplicaciones no son lineales,
lo cual puede comprobarsc ohservando que ninguna de ellas verifica que la imagen
de (0,0,0) es (0,0).) Pero entre todas las aplicaciones de R? cn R? que se comportan
igual que f en los vectores de labase B, hay una que es lineal, y sélo hay una. Es una
consecuencia del siguiente resultado teodrico.

Proposicion II.7 Sean E v F dos espacios vectoriales de dimension finita. Si el
sistema B = (v, v»,...,Uy) esunabase de £, y siw,, wo, ..., wy son n vectores
de F, entonces existe una aplicacion lineal f de E en F tal que:

floyy=w,, flva) =ws, ..., fluy) = wy; (7)

vy ademds f cs tnica, en el sentido siguiente: si g es una aplicacion lineal de E en F
que se comporta igual gue f en los vectores de la base B, es decir, si Ia aplicacion
lineal g es tal que: glv,) = wy, glv.) =w>s, ..., glvy) = wy entonces f = g.

Demostracion Sea x un vector arbitrario de £. Como B = {v,,¥.,..., ;) s una base
de E, el vector x se puede escribir de manera tnica como combinacion lineal de los vectores
de B, es decir, se tiene:

X =AU+ A+ Aga

para unos umnicos escalares Ay, Az, ..., A, (las coordenadas de x en la base B). Delinimos la
imagen de x por f como:

Fixy=Aw, +w. + -+ A,w,,
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b} Calculamos las imagenes (por f} de los vectores de la base candnica —que se
deducen de ser f lineal, de (9} y de (6)—:

F11,0,00 = 1£(1, 1,00 + (-1}f(0,1,0) = (2,1) — (1,0} = (1,1},
F10,1,0y=1£(0,1,0) = (1,0} = (1,0),
Fl0,0,1y=(-1f(1,1,0)+ 1/(0,1,0) + 1f{1,0,1}
—(2,1)+(1,0) + (1,2) = (0, 1).

¢t Siixy.x3 x3) € R3, podemos escribir ya la expresion de fix), xs, x3):

Fix1,x2,x3) = f{x1(1,0,0) + x2(0,1,0) + x3(0,0, 1))
=x1f(1,0,00 + x5 f{0,1,0) + x3 £(0,0,1}

=x111, 1)+ x2(1,0) + x3(0, 1) = {x1 + X2, %1 + X3}

La unica aplicacién lincal f de R? en R? que verifica (6) es, pues, la que satisface:
¥ (x1, X2, x3) € R3, Fixy,x0,x3) = (x| + X2, %] + x3),
es decir, es la aplicacion: (x7,x2,x3) € B? — {x7 + x2,x; + x3) € R°.

Nota bene  Una aplicacién lineal queda univocamente determinada cuando se conocen las
imagenes (por la aplicacién) de los vectores de una base. A

EJERCICIO | Dar una expresion general de las aplicaciones lineales de R" en R™. A

4. Caracterizaciones de una aplicacion lineal invectiva  La siguiente pro-
posicion enuncia varias condiciones equivalentes a la inyectividad de una aplicacion
lineal.

Méas CNS de | Proposicion IL8 Sca f una aplicacion lineal de un espacio vectorial £ de dimen-
aplicacion lineal | sidn finita en un espacio vectorial F. Las siguientes afirmaciones son eguivalentes:
inyectiva al f esinyvectiva;
b) siv,, vy, ..., v, son p vectores linealmente independientes de E, entorn-
ces flvy), flvel, ..., flvy) son p vectores lincalmente independientes de F;
c) el rango de f es igual a la dimensidn del espacio vectorial de partida:

rango f = dimE;

d) Ker f = {0f}.

Demaostracion Probemos en primer lugar la implicacion: (a) = (b). Supongamos enton-
ces que f es inyectiva, y sean vy, va, ..., Up vectores de F lincalmente independientes. De la
igualdad:

,\1.f(v1)+2\3f(vg)+---+2\,¢f(vp)=0;.-, {10
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Las apiicaciones | Corolario Una aplicacion lineal inyectiva (con conjunto de partida un espacio
lineales |vectorial de dimension finita) conserva el rango, es decir, si f es una aplicacion
inyectivas [ fineal invectiva de un espacio vectorial E de dimension finita en un espacio vecto-

conservan el | Fal F, ¥ (v, ve,..., v, es un sistema de vectores de £, entonces:

rango . .
rango (v, vz, ..., 0y ) =rango{fivy), flva),. .., fitm).

Demostracion  Sea: rango (v, v,,.... 1y, ) = p. Si p = 0, entonces:
vi=vp=...= Uy =0 y flv))=flvs)=...= flug) =0,

y sc tiene el resultado. Si p > |, entonces existen p vectores en el sistema que son lincalmente
independientes; podemos suponer son los p primeros. De esta lorma. los vectores (v,
Flvsy, oo, fleg) son linealmente independientes (por ser f inyectiva, v de acuerdo con la
proposicion anterior), y se tiene:

rango{f(v), flva),..., flo,)) = rango(,/‘(v.),f(vg).....f(v,,')) =p. (13)
Por otro lado (cf. propicdad 5 de las aplicaciones lineales, p. 116):
rango(f (), flral,..., flvy)) s rango (v, va,..., vy) = o (14
De (13} y (14) se concluye:

rango{ f{vy), fiva),...,flv,)) = p =rango{v , vs,....try).
C.O.D.

Nota bene En la demostracion de las caracterizaciones anteriores no hemos impuesto
restriccion alguna a la dimensién del espacio vectorial F. A

EJEMPLO 5§ Consideremos la aplicacion:
RE ; R.i

{(x),x2) ———- = (x;+Xx2,X1—X2,X)).

La aplicacion f es lineal, como el lector puede comprobar sin dificultad, y también es inyec-
tiva, lo cual puede demostrarse facilmente utilizando algunas de las caracterizaciones vistas
en la proposicion 1L8 (cf. p. 124).

Por cjempo, se verifica: Ker f = {(0,(1}, pues de laigualdad f{x,x2) = (0,0,0), o bien:
(0 + X2, x) — x2,x0) = (0,0,03, se deduce: x) = x2 =10,

‘También se verifica: rango f = dim B2, En efecto, si tomamos una bhase cualquicra de E-.
por ejemplo: {(1,1),(1,0)), se tienc:

rango f = rango(f(1,1), (1,01} = rango({2,0,1),(1,1,1)) = 2 = dim R,
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EJEMPLO & La aplicacion:

R}] IRJ
(X1, X2, X3 — — — — x>+ Xx3.X1 + X2 +2X5, X1 + X3}

es lineal, como se comprueba con facilidad, v no es inyectiva, lo cual se puede demostrar
usando la proposicion IL8 (ct. p. 124).
En efecto, calculemos el range de f. Considerando la base canénica de RS, se tiene:

rango f = rango{ f11,0,0), £i0,1,8), £10,0,1}) = range((0,1,1},01,1,04,(1,2,1}) = 2,

pues el vector {1,2,1) es suma de los otros dos, y estos dos son lincalmente independientes.
En consecuencia: range f = 2 # 3 = dim R, y en virtud de la propasicion 1.8 (cf. p. 124) la
aplicacion f no es inyectiva,
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EJERCICIO 2 Si f es una aplicacion lineal de un espacio vectorial E de dimension finita en vn espacio
vectorial F, 3y sl {v . vs, ..., ts) s una base de E, demostrar que una condicion suficiente
para que f sea inyectiva es que el sistema {f(v1), fv:),..., Flvy)) sea libre, A

5. Caructerizacion de una aplicacion lineal suprayectiva  La siguiente pro-
posicién muestra una condicién equivalente a la suprayectividad de una aplicacion
lineal.

NS de aplicacion | Proposicidn 1.9 Sca f una aplicacion lineal de un espacio vectorial E en un
ineal |espacio vectorial F, ambos de dimension finita. Una condicion necesaria y suficiente
suprayectiva | para que f sea suprayectiva es que su rango coincida con la dimension del espacic
vectorial de Hegada:
ranga f = dimF.

Demostracion La condicién es necesaria. Si f es suprayectiva, es decir, si los conjun-
tos Im f y F coinciden, entonces: rango /' = dimilm f} = dim F.

l.a condicion es suficiente. Si rango f = dimF, come: rango f = dim{lm ), entonces:
dimi{lm f) = dim F, y al ser Im f un subespacio vectorial del espacio vectorial F, se concluye
{cf. corolaric de la proposicion 117, p. 79): Im f = F, esto es, la aplicacién f es suprayectiva.

[N
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FJEMPLO 7  Si f es la siguiente aplicacion de R? en R-:
(X1, X2, x3) € RY — (¥ +Xx2,%1 —x3) € R?,

entonces es lineal, come se comprueba sin dificultad, y es suprayectiva, lo cual se puede
demostrar con la proposicion 119 (cf. p, 127).
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En efecto. Calculemos el rango de f partiendo de la base candnica de ®3. Se liene:
rango f = rango(f(1,0,0), £{0,1,0), f10,0,1}} = rango{{1, 1},(1,0},{0,=1}) = 2.

(Para el calculo del anterior rango de vectores, notese que el de tres vectores de R? es alo mas
igual a 2, y que los vectores {1,1) y {1,0) son lincalmente independientes.) En consecuencia,
cl rango de f es igual a la dimension de su espacio vectorial de llegada: rango /' = dimR?, ¥

en conclusion f es suprayectiva.

EIEMPLO B8 la aplicacion:

G —f g

(X1, x0,X3)  — — — — (X7 +2X3,X2 — X3, X[ + X2+ X3)
es lincal —como se comprueba facilmente— y no es suprayectiva, como se puede probar con

la propasicion 1.9 (cf. p. 127).
Para calcular el rango de f consideramos la base canonica de R3. Se tiene:

rango f = rango{f(1,0,0}, f(0, 1,00, f(0,0,1)) = rango((1,0,1},(0,1,1),(2,-1,1}} = 2,

pues el veclor (2, -1, 1) es combinacién lineal de los otros dos: (2, —1,1) = 2(1,0, 1Y—{0,1,1},
y estos dos son linealmente independientes. En consecuencia, el rango de f no es igual a la
dimension de su espacio vectorial de legada: rango f = 3, v f no es suprayectiva.
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Para las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales de la misma dimension
finita, sc ticne la siguiente

Proposicion 1.10 Sea f una aplicacion lineal de un espacio vectorial E en un
espacio vectorial F, ambos de dimesion finita. Si E v F son de la misma dimension,
enfonces:

fesinyectiva < f es suprayectiva.

Demostracion Teniendo en cuenta las caracterizaciones demostradas en las proposicio-
nes L8 (cf. p. 129 y IL.9 {cf. p. 127), y la hipotesis: dim £ = dim F, se tiene la siguiente cadena
de equivalencias:

f esinyectiva < rango f = dimE < rango f =dimF < f es suprayectiva.
CaLL,

Aplicacion lineal |Corolario Si f es una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales de la|
entre espacios | misma dimension finita, se verifica:
vectoriales de la
misma dimension fesinyectiha — f es suprayectiva < f es biyectiva,
finita
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Teorema de las
dimensiones

6. Teorema de las dimensiones Cuando ¢l espacio vectorial de partida de una
aplicacion lincal ¢s de dimension finita, hay una relacion entre su dimensién v la
dimension del nuclee y de la imagen:

Teorema 1 Sea f una aplicacion lincal de un espacio vectoriai I de dimension
finita en un espacio vectorial F. Se verifica:

dim (Ker 1 +dim (Im £} = dimE, (15}

o lo gue es equivalente: dim (Ker f) —rango f = dimE.

Demostracion Silmf = {0}, cs decir, st la imagen por f de cualquier vector de £ es ¢l
vector Op, entonces Ker £ = E, v s¢ verifica (151 dim (Ker £} + dim (Im f} = dimE + 0 = dim E.
Si Ker f' = {0:1, entonces: rango f = dim £ (cf. proposicion IL.8, p. 124), v se verifica (15}
también en este caso: dim (Ker £} + dim(Im [} = G t rango f = dim £.

Probemos la formula (13) para el caso en que Imf = t0g} ¥ Ker f = {0g}. Sea enton-

ces (w, wa,...,w,) una base de Im £ ¢y por tanto: rango f = dim {Imf} = p}, v también
sea (), uz,..., 1y) una base de Ker f (y por tanto: dim {Ker f} = q). Al ser w, w», ..., Wy
vectores de Im [, existen p vectores vy, v, ..., Up de E tales ques
Fleyy=w,, flvel=ws, ..., .lr[Up] =Wp,
y ademas (v, vs,..., ¥,) s un sistema libre, al serlo (wy. wa, ... wp).
Se verifica que el sistema B = (4, U2, ..., Uy, Uy, U2, ..., U, }, de vectores de £, es una base
de I

En electo, En primer lugar, el sistema 8 es un sistema de generadores de £. Sea x un
vectar arbitrario de £. Entonces fix) € im f, ¥ sc tiene:

Fflxy=A 1w +Azwat+ - +Apw,

para algunos escalares Ay, Az, ..., Ap. Si denotamos:
Y=+ AU = E ApUy, (16}
entonces F{x) = fiy)
Fiyy=d fle)) - Azflo) + -+ A, (vp) = Aw +Aawz + - + Apwp = fix),

de donde: fix — ) = Oy, luego: x — ¥ € Ker f, v se tiene:

X —¥ = U+t + - 4 gty (17}
para algunos escalares py, fa, ..., iy De (16} y (17) se decduce:

X = Hiuy ety — e+ gty = AUy Aaty + o S ApUy,
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¥ x ¢s una combinacion lineal de los vectores del sislema B, s decir: x € L{8). El sislema 8
es, por tanto, un sistema de generadores de E.

En segundo lugar, el sistema B es libre. Supongamos que los escalares &, &, ..., &;.
Y. ¥2.-.-. ¥p SoN tales que:

& U + 63“1 +oor o+ (‘;quq + YU yetts - -t ¥ptlp = 0;. {18+
De esta igualdad se deduce:

0r = fLO) = f(amn + Sty + - + 8 Uy + Y1V +Y2U2 + -2+ Ypp)
= 6[_)((“]) ECIILIE 3 6;;‘;'-[“1{) + }’|‘,".W|)+ rer 4 Yfl_f(vp}

=Yy YW e+ Yalltp,

y al ser (w, w,....,w,) un sistema libre se infiere: y) = y» = ... = yy = 0. Sustituyendo
en (18} se obtienc: &ty + S8 + - -« + 8,1, = 0,y al ser libre el sistema (w1, w2, ..., Uu,), se
deduce: 8, = 8, = ... = §; = (1. kn conclusion, y como de la igualdad (18) hemos deducido:

6|=63=...=6q=)’1:yz=...=yp=0.

el sistcma B es libre,
El sistema B es, pues, una base de £, luego:

dimE =g + p = dim {Ker f) + dim {Im f},
y queda probada la foérmula {15). SRR

Nota bene En esta demostracion no se ha hecho restriccion alguna sobre ta dimension del
espacio vectorial F; es decir, el teorema de las dimensiones es valido incluso si F es de
dimension infinila. A

EJEMPLO 9  Sca f una aplicacion lineal de B en R+ tal gue:
dimiKerfl1 =2 v (1,3)elmf.

Determinemos una base del subespacio vectorial im f.
Nel teorema de las dimensiones se deduce:

dimilm f} = dimR? — dimiKer f) =3 -2 = |,

y por tanto una base de Im f estara formada por un Gnico vector. Como (1,3} es un vector no
nulo de Im £, es un vector linealmente independiente, y en consecuencia {(1,3)) es una base
de lm /. Notese que Im f = R(1,3).

TR T T Aa T VA EIEF R As TR E R A RN T EE B A e R R R R R N N N R R N N N



< ri ESPACIO VECTORIAL i} . [ 131

.4

----------------

EJEMPLC 10

EL ESPACIO VECTORIAL L(E, F)

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Designaremos el
conjunto de las aplicaciones lineales de E en F con la notacion: L(E, F}. Probaremos
que L(E,F) es un subespacio vectorial del espacio vectorial F¥ de las aplicaciones
de E en F (cf. ejemplo 4 del capitulo I, p. 35).
En primoer lugar, £(F, F) no es el conjunto vacio, pues la aplicacion nula:
e 92 . F
v - - -~ Oy} =0,

es una aplicacién lineal de E en I: O € L{E, F).

En segundo lugar, si comprebamos que cuando & ¥ o son dos escalares, v f)
v f» son dos aplicaciones lincales de E en F, entonces « f; + &, f, es una aplicacién
lineal de E en F, de acuerdo con la proposicion 11 {¢f. p. 39} habremos probado
que L(E, F} es un subespacio vectorial del espacio vectorial FE, Tenemos que probar,
pues, que o f1 + o2 fr es una aplicacion lineal de E en F, y para ello (ctf. proposi-
cion I1.1, p. 114) verifiquemos:

V (B1,B2) € K2, V (v, w) € E°,

. {19
(oo f1 + o Y B v+ Bow) = Bilog i + e fo)iv) + Balon fi + o fo{w). )

Se tiene;

(o) f1 + e f2){frv + Bow) = (c L) (Br1v + Bow) + (o f2)(Biv + Baw)
= o filprv + Bow) + a2 fo(Brv + Bow)
= o (BLAiIW) + Bafi{w)) + o2 (B) folv) + Bafolw))
= B fi{v) + Braw faiv) + Broa fi{w) + Brop fo(w)
= Bl fi + o f2)(w) + Balonfi + azfo)(w),

donde la primera igualdad es consecuencia de la definicion de la adicién de aplica-
ciones; la segunda, de la definicion de la ley de composicion externa; y la tercera, del
hecho de gue f; v f> son aplicaciones lineales. Por tanto, se verifica (19), y o fi + o fo
es una aplicacion lineal.

En conclusién, L(E, F) es un subespacio vectorial de FF.

Calculemos una base del espacio vectorial L{R, R¥),

Para determinar una aplicaciom lineal de B en R* basta conocer la imagen por ésta de
los vectores de una base de R (cl. proposicion I1.7, p. 122). En nuesiro caso, como R es de
dimension 1, cualquier nitmere real no nulo lormard una base; tomemos la [ormada por 1
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—vector que en este caso coincide con el escalar 1—. Asi, si f pertenece a L(R,R*), f queda
determinada solo con conocer f(1).
Consideremos las tres aplicaciones fi, f, f5 de R en R* que verifican:

Filv=e; =11,0,0), Fily=e:=10,1,00, fiytl)=e;=10,01}.

Entonces { £y, f:, fi) es una base de L(R,R"). En efecto. Sea f una aplicacién arbilraria
de LIR,R¥), y sea: f{1) = (x|, x2, Xx3). Entonces se ticne;

o fi +xofs v x3 2000 = x 0L + X fa (1) + X3 f3(1) = e +x0er + x3€3 = (1, %2, X3}

es decir, la aplicacion lineal f y la aplicacion lineal (x,f1 + x2/> + x;.f3) tienen el mismo
comportamiento en el vector 1. Como {1) es unabase de B, se deduce: f = x; fi +x2/2 +x3.3,
y en consecuencia: f € L{fi, f2, f3). Fl sistema (f, {2, f3) cs, pues, un sistema de generado-
res de L{R, RY),

Comprobemos ahora que {f1, f2, fz) es un sistema libre. $i o, a; ¥ o¢; son escalares, de
la ignaldad: o fy + oo fs + o2 fs = O, se deduce: (o f1 + oo fx + o f3)(1) = (1) = (0,0,0},1
por tanto: ¢ [1{1) + oo f1{1) + oz f301) = {0,0,0}, de donde: {oxy, oz, a3} = (0,0,01, es decir:
o = o = o3 = (. En consecuencia, el sistema (£, f2, f3) es un sistema libre.

El sistema { fi, f2, f3) es entonces una base de L{R,&?). Notese que dim L{R,R%) = 3,
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IL5 ISOMORFISMOS DE ESPACIOS VECTORIALES

1. Definicion de isomorfismo. LCspacios vectoviales isomorfos  Se conside-
ran espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K.

Definicion
Isomorfismo De una aplicacion lineal £ de un espacio vectorial £ enn un espacio vectorial F se
dice es un isomorfismo de F en F (o de E sobre F) si es bivectiva,

Automorfismo Si f es un isomortfismo de E en si mismo, es decir, de F en E, de f se dice es un
auvtomorfismo de E.

Si f es un isomorfismo de E en F, entonces su aplicacién inversa: 77, es a su vez
un isomorfismo de F en E {cf. proposicion IL3, p. 118).

Definicidn

Espacios Si existe un isomorfismo de F en F, se dice que F y F son espacios vectoriales

vect. isomorfos isomorfos.
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Un espacio
vectorial de
dimension 1 es
isomorfo a K”

Los espacios
vectoriales de la
~isma dimension
finita son
isomorfos

CNS de
isomorfismo
(transformar

bases en bases)

2. Propiedades  La composicion de dos isomorfismos ¢s un isomorfismo, pues
la composicion de dos aplicaciones lineales es una aplicacion lineal (cf. p. 118), ¥
la composicion de dos aplicaciones biyectivas es una aplicacion biyvectiva {(cl. Leore-
ma 4, p. 401). A continuacion, vemos olras propiedades de los isomorfismos v de los
espacios vectoriales isomortos.

Proposicion IL.11 Sea L' un espacio vectorial sobre K. Si E es de dimension finita
igual an, conn = 1, entonces £ y K" son espacios vectoriales isomorfos.

Demostracion Si{vy,vs,.... Uy} es una base de £, consideremos la aplicacion lineal f
de E en K" tal que: f(vy) = ey, flw) = ey, ..., flv,) = e, (recordemos que una aplicacion
lineal queda inequivocamente determinada por las imdgenes de los vectores de una base).
Entonces: rango f = rango (e, €2,...,e,) = 1, ¥ por tanto:

rango f =dimE y rango [ =dimK",

y en consecuencia f es inyectiva (cf. proposicién 118, p. 124) y es suprayectiva (cf. proposi-
cion 11.9, p. 127, es decir: f es un isomorfismo. Los espacios vectoriales £ y K" son, pues,

isomorlos. C.00,

Corolario Dos espacios vectoriales (sobre un mismo cuerpo) de dimension finita
que tienen la misma dimension son isomorfos.

Tenemos, pues, una condicion suficiente (basada en la dimension) para que dos
espacios vectoriales de dimension finila sean isomorfos. El siguiente resultado nos
va a servir para comprobar que esta condicion es también necesaria.

Proposicion .12 Sea f una aplicacion lineal de £ en F, ambos espacios vec-
toriales de dimension finita no nula, y sea (v(,v2,...,v,) una base de E. Una
condicion necesaria y suficiente para f sea un isomorfismo es que el siste-
ma (flvy), flvs),..., flvy)) sea una base de F.

Demostracion La condicion es necesaria. Si f es un isomorfismo, entonces:
rango f = dimE=n y rangof=dimr,

y por tanto se tiene: rango(f{v,}, flvz},...,flvy)) = n = dimF, y en consecuencia el siste-
ma (f(vy), f{va),..., f{r,)) es una base de F.

La condicion es suficicnte. Si el sistema (f(v)). f(va),..., f{vy)) es una base de F, en-
tonces el rango de este sistema es igual a n: rango(f(vy), flva),..., flvy)) = n, de don-
de:rango f = n =dim F = dim E, y en consecuencia J es suprayectiva e inyectiva, es decir, f

¢s un isomortisnio. 4L,

Corolario Si dos espacios vectoriales de dimension finita (sobre un mismo
cuerpo) son isomorfos, entonces tienen la misma dimension.
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EJEMPLG 11

EJEMPLO 12

Estudiemos si es un isomorfismo la aplicacion lineal £ de B en R* dada por la expresion:
Flx xo,20) = (X + X4, X1 + X3, + 200,

De acuerdo con la proposicion 1112, tomemos una base de B3, que por comodidad sera
la canodnica, v estudiemos si las imagenes por f de sus vectores forman una base —también
de R*—. Se tienc:

Slen=10.1,1), fle:) =1(1,0,1), fiey)=(1,1,0],

v el sistena {(0,1,1},¢1,0,1),(1,1,0)} es una base de R? (es facil ver que su rango es igual
a 3). En consecuencia, f es un tsomorfismo de RS en R3, 0 también: un automorfismo de &,

Los espacios vectoriales L {R, R?) vy R* son isomorfos, pues ambos son de la misma dimension
finita (cf. ejemplo 10, p. 131} Para definir un isomorfismo ¢ del primero scbre el segundo,
teniendo en cuenta la proposicion 1L12 (¢f. p. 133), basta definir las imagenes por @ de los
vectores de una base de L{R, ®3) de suerte que éstas formen una base de R3,

Per cjemplo, si tomamoes como base de £(R,®*} la va considerada en el ejemplo 10
(cf. p. 131): (fy, f:, fs), v definimos @ como la aplicacion lincal de L(R,R*) en B* que ve-
rifica: @) = (0,1,1), @1 f5) = (1,0,1) v &(f3) = (1,1,0), entonces ¢ cs un isomortismo,
pues ({0,1,1),(1,0,1},{1,1,0)) es una base de R3.
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EJEMPLO 13

Por el momento, para estudiar si una aplicacién lineal dada entre dos espacios
vectoriales de dimensién finita es un iscmorfismo, tenemos dos criterios: estudiar si
es simultaneamente inyectiva y suprayectiva {(definicion de isomortismo), o estudiar
si las imagenes de los vectores de una base forman una base {cf. proposicién 11.12,
p. 133). Pero cuando los espacios vectoriales tienen la misma dimension, basta sélo
estudiar sila aplicacion ¢s inyectiva o si es suprayectiva (cf. proposicién IL.10, p. 128}

Fstudiemnos si es un isomorfismo la aplicacion f de R* en &¢ que verifica:
Y (x1,X2,X3) € RY, Xy, X2, X3) = (X + X2+ x5, X2 + X3,%3).
De laigualdad fi{x,,xz2,x3} = (0,0,0) se deduce:
X)+Xo+x3 =0, xXx2o+x4=0, x;=10,

v estas ecuaciones se verifican simultineamente si y s6lo sit xy = x3 = x; = (). En con-
secuencia, el (nico vector de R cuya imagen por f es (0,0,0) es el vector (0,0,0), esto
es: Kerf = [(0,0,00}, ¥y por lanto f es inyectiva. Como f es una aplicacion lineal entre
espacios vectoriales de la misma dimension finita, con la proposiciém IL.10 {cf. p. 128}y su
corolario se concluye que [ es biyectiva, es decir: £ es un isomorfismo de R? en R*.
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Como consecucencia inmediata de los comentarios precedentes al ¢jemplo anterier
se tiene la siguiente

CNS de | Proposicién 1113 Una condicién necesaria y suficiente para gue una aplicacién
isomorfismo | lineal f de un espacio vectorial E en un espacio vetorial F, ambos de la misma
-.ngotigualala |dimension finita n, sea un isomorfismo es que su rango coincida con la dimension
dimension | ComitiL:
comun) rango } = .

Demostracion La aplicacion f es un isomorfismo si y solo si es suprayectiva {cf. proposi-
cién IL10, p. 128), v f es suprayectiva si v solo si: rango f = n. €L

1.6 FORMAS LINEALES

1. Espacico dual. Formas lineales En esta seccién consideraremos un espacio
vectorial E sobre un cuerpo K, y supondremos que E es de dimension finila,

Si consideramos K como un espacio vectorial sobre K (cf. ejemplo 1 del capitulo [,
p. 35), entonces el conjunto L(E,K) de las aplicaciones lineales de E en K es un
espacio vectorial {cf. seccion 4, p. 131). Este espacio vectorial L({E,K) se denomina
espacio dual de E, v se denota por E*:

E* = L(E K).

De los elementos de L(E, K) se dice son las formas lineales sobre E.

EJEMPLO 14 Vcamos cémo es el espacio dual del espacio vectorial R%: (R?)".

Un elemento f de (R?}", es decir, una [orma lincal f sobre R®, es una aplicacion lineal
de R* en R. Para que f esté determinada bastara conocer las imagenes por [ de los vectores
de una base de B. Si tomamos por comodidad la base canénica: {(1,0,(0,1}}, la forma
lineal f estard determinada si se conogen f(1,0} vy f(0, 1}

Sean: £(1,0} = a; y £10,1) = .. Entonces para cada {x), x2) € R® se tiene:

Filxp ) = Flx 01,00 +20200,1)) = x f(1,0) + 22 F10, 1) = x1a1 + xeddo,

Esio es, la forma lineal f verifica: ¥ (xy,x2) € B2, £, X2) = d1X1 + @uXy.
Reciprocamente, si g es una aplicacién de R? en R para la que se cumple:
¥ixy,xz) € R, gixg,x:) =a,x; +azxa, paraalging; € Ryalgina,; € R,

240

entonces g es una forma lineal sobre B2,
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En conclusién, el conjunto (B*)" es el conjunto de las aplicaciones f de R® en R que
verifican:
Vi(x1,x2) € RY, flxy, xz) = ayx, + axxz,
para alguncs niumeros reales a; v a..
Se generaliza sin dificultad a B™: el conjunto (R™)” de las formas lineales sobre R" es el
conjunto de las aplicaciones f de R" en R que verifican:

Vixy, x:....xn) €R", flaxi xo, .o Xn) =d1X) + 2Xo 4 - +AyXy,

para algunos nimeros reales @, az, ..., dx.

Notacion Si E es un espacio vectorial de dimension finita no nula, v si B e5 una base de E,
toda forma lineal sobre E esta univocamente determinada si se conocen las imagenes {por
la forma lineal) de los vectores de la base B. Si B = (v, v2,...,U%), ¥ ¥1. ¥2, ... ¥'n SOD
escalares, la unica forma lineal f que verifica:

fwp =y, fir) =ya ... flvn) =yx

serd representada por comodidad de la siguiente manera:

v --- =
f={vn ———=
Uy - s ¥n-

A

A continuacion, y fijada una base B = (v, v,...,v,) de un espacio vectorial £
de dimension finita no nula, definimos una aplicacion £ de £ en su dual: E*, es decir

xeFE—Hx)yeE™.
Six e EvyAyL Az, ..., A, son sus coordenadas en la base B:
x=A]U] +szz+ "'+2\ﬂvn,

entonces {{x} se define como la siguiente forma lineal sobre E:

v - = = — .’\|
Fxy=3v; ———— X
vn - - - AH-

En estas condiciones se verifica la siguiente
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f. APLICACIONES LINEALES

Un espacio
vectorial y su
dual tienen la

misma dimensian

El i-ésimo
glemento de la
base dual de una
base M asigna a
cada vector su
i-ésima
coordenada en la
hase B

« { es suprayectiva.
SifeELy flud =y, Slvg) = yo, ..
Z=YyY U » yaU2 4+ - - - & ¥n7y; CRITONCES:

. Flug) = yy, consideremos ¢l vector

¥y ——-=-—= Y
blzy=7v: —==~— ¥
Uy - - - Ym

y por tanto: £z} = [, y £ es suprayectiva.
Al ser ¢ una aplicacion lineal inyectiva y suprayectiva de E en E*, { es un isomortismo

de Een £°. Canl,

Corolario Si E es un espacio vectorial de dimension finita no nula n, entonces
su dual: E*, también es de dimension n.

2. Base dual Se introduce la notacion:

Uf = P(vl}. Uzt = P(UZ), ey U; = ‘{)(vn).

,Un} es una base de E, v ¢ es un isomorfismo de E
LU} es una base de E* (cf. proposicion (112,
v} ), del dual E*, se dice es la base dual de la

Entonces, como B = (v, v2,...
en E*, el sistema B* = (vi,v],...
p. 133). De labase B* = (v),v3,...,

base 8 = {v|,v2,...,v,} de E.

Nota bene En la anterior construccion hemos fijade desde un principio una base Bde E, ¥

a parlir de ella hemos definido el isomorfismo £, v finalmente la base dual B-. 4

La siguiente proposicion nos muestra una propiedad de la base dual:

Si E ¢s un espacio vectorial de dimension finita no nula, v
\Un) es unabasede E, y B* = (v],v},...,v}} es su base dual,
. Ay enla base B!

Proposicion .15
$iB = (v, v, ...
entonces para ef vector x de E de coordenadas Ay, Az, ..

X = r'\|U1 +.P\3U2 + oo+ A,;U”,
se verifica:

viix) =M, viix) =4z, ., uL(x) = Ay

Demaostracion Como v =Fflv ) yv, =1v) + Qv + - -+ + Ov,,, se tiene:

v, ——-— |
pro |V o= O

vy -—----— 0,
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EJEMPLO 15

FIERCICIO 3

1.7

¥ en consecuencia:

viix) = viiNw v+ -+ Apty)

Aryie) = Az twa) 4 - F AR e = ML+ A0+ -+ A0 = Ay

Y analogamente se demostraria que vl (x) = Ax, ..., Uptx] = Aq. IRENES

Estudiemos la base dual de la base canénica de R, es decir, la base: B = (e[, e}, e3), dual
de la base B, = (e, e»,e3) de R,
Las coordenadas de un vector {x;, xs,x3) de R en la base B son sus componentes: x,
X, X3, es decir:
(X7, X2,X3) = X181 + X2€2 + X383,

luego (cf. proposicion IL15, p. 138) se deduce:
e;ix), x,0x1) = X1, el{x1,Xn,X3) = X2, €;0x,x:,X3] = x4,
Por ejemplo, la forma lineal e] es la aplicacion:

(x1,%2,x35) e R — x) € R.

Calcular la base dual de Ia base B = (11,1,03,{0,1,00,(1,0,1}} de R*. A

3. Ortogonalidad  Sea E un espacio vectorial de dimension finita, y sca E* su
dual. Se dice que un clemento f de E” y un vector ¥ de E son ortogonales si se
verilica: f(v) = 0.

Dada una forma lineal f sobre E, el conjunto de los vectores de E que son ortog-
onales a f es Ker f,

Fn cfecto, si x € Ker f, entonces f{x} = 0, y f y x son ortogonales. Recipro-
camente, si f y x son ortogonales, entonces f(x) = 0,y x € Ker f.

APLICACIONES AFINES

Sean E v F dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K.
Dc una aplicacion ¢ de E en F se dice ¢s una aplicacién afin de E en F si existen
un vector w de F y una aplicacién lineal f de E en F tales gues

Yxck ¢pixt=w— fix).
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EJEMPLO 16  $ea ¢ la aplicacién:
R —* .
(X1, x3) ——— — 2x1+3x3+1.
Entonces ¢ es una aplicacion afin de R- en R, pues si denotamos por f la aplicacion lineal
de R en & que verifica:
v x, X0t € RS, X, xe) = 2x) + 3x;,

¥y si denotamos: w = 1 —en este caso es un vector de R—, entonces:

¥ ix,x2) € RY, dixg,xa) = w+ flxy, x2).

R L R N NI I N N I R I R BN RN B ) 4N A A I E R A AT AN R AT PR Y PR A YRR A A NI R RSN R

Consecucncias de la definivion de aplicacién afin Sea ¢ una aplicacién afin entre
los espacios vectoriales F y F tal que:

¥x €E, ¢pix)=w + fix), (22

conw € Fyv fe L(E F). Se verifica;
« Laaplicacion ¢ determina univocamente ef vectorw de F v la aplicacion lineal |
deEenk.
En efectno. Se tiene: ¢i0;) = w + f(0f) = w, luego: w = 0}, v el vector w
esta univocamente determinado por ¢. Como consecuencia, de (22} podemos cscribir:
¥YxcE $ix)=di0) + fix), de donde:

VxeE, fix)=d¢ix) - ¢t0g),

y la aplicacién lineal f también esta univocamente determinada por ¢.
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EJEMPLO 17  Para la aplicacion afin:
@

R? R?
(X1, x2) — == — Ax;+x3+1,2},

se liene que @(0,0) = (1, 2), y la aplicacion lineal g determinada por ¢ verifica:
Gixi.x2) = @lx,xz) - @t0,0) = {x; ~x2 +1,2) - (1,2) = (x1 + x2,0),
¢s decir, g es la aplicacion lineal:
2 —2 . g

txp, x2) ——— = (x3+x2,0}.

Efectivamente se tiene: ¥ x € £, @ix),x:) =(1,2) + gix;, x2).
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+ La imagen por ¢ de una combinacion afin de vectores de E es igual a la misma
combinacién afin de las imagenes. Es decir: sivy, vy, ..., Uy Son vectores de E
¥y A1, Az, ... Ay Son escalares gue suman 1:

M+Ao+ o+ Am=1, (23)
entonces:
P (A ] + Aotz + - F Apty) = Arhv) F Aedlmed + o APl
De (22} y (23) se deduce:

DAY+ XU + o A l)
=w+ FAAL + 00+ Aniy)
=w+ A fle) +Aaflva) + -+ A flvs)
= A+ - F AW AL A flun) + - A f (Vi)
=Aw+ flopl+Alw+ fled )+ o+ Aulw + flrg)]

=Aipiv)) + Aegpivat + - - - + A lvm).

« La imagen por ¢ de un subespacio atin de E es un subespacio atin de F. Mas en
concreto, si v + E, es un subespacic afin de E, entonces se verifica:

¢lv + E1] = (w + f(0)) + fIE L
En efecto, se tienc la siguiente cadena de equivalencias:

yegv+E] e dxcE, ¥=gr+x)
= dxeE,y=w+ f(v+x)
= dx ek, y={(w+ flv))+ Fix)
= y&{w+ f(n)+flE]

EJEMPLO 18  Para ejercitarnos calculemos, para la aplicacion afin ¢ del ejemplo 17, la imagen del signiente
subespacio afin de R*:
(3,4 +{lx,x) | x R}

Se tiene:
@l3.4)+ {x, x| x eR}] = ({(1,2) + g(3,4)) + g [ {tx, ) | x € R}]

=({1,2) + (7,00) + {{x + x,0) | x € R}
= 18,2+ R(1,0).
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s laimagen inversa por ¢ de un subespacio afin de F puede ser el conjurnto vacio,

R R R R R L R O O e R R R R R N R I I R N N R R A R A ] LY

£JEMPLO 19 Por ejemplo, el siguicnte subconjunto de R=:
My, 1y eR =(0,1)+ R{1,0)

es un subespacio afin de EZ, y su imagen inversa por la aplicacion afin ¢ del ejemplo 17
(cf. p. 140) es igual al conjunto vacio, es decir:

@ "y, 1yl yerRl]=89,

como se deduce de observar en la definicion de ¢ que todo vector del conjunto imagen de @
tiene la segunda componente igual a 2.

....... [ e Y L R R R N R N N R R I I I N I R R ]

¢ Si la imagen inversa por ¢ de un subespacio afin de F no es el conjunte vacio,
entonces esta imagen imversa es un subespacio afin de E.
Si w, + F es un subespacio afin de £y ¢ ' [w, - F1 ] no es el conjunto vacio, probaremos
que ¢¢ [ + F) ] es un subespacio afin de E. Como, por hipétesis, ¢ '[w + il noes
¢l conjunto vacio, existira algin vector v € E tal que:

ved '{w,+F], obiengiv)ew, +F,
de donde (cf. proposicion 1.3, p. 36):
w, +F = ¢glv) + Fr.

Recordando las consecuencias de la definicion de suma de subconjuntos de un espacio
vectorial (cf. p. 44), sc tiene la siguiente cadena de equivalencias:

xedllw -F] = xed ' [¢pv)-F]
Plxy e plvr + F

w+ fix)etw+ Hvh+ F
flxy- fFlmeF
filx-mehR

x-vef '[F]

xev+f 'R,

U A A

de donde se obtiene: x € ¢~ '[w) + F;] <= x € v+ f1[F[] vy por tanto:
¢ 'wy+ A)=w R 24

En consecuencia, ¢ '[ury + F| | es un subespacio afin de E.
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EJEMPLO 20 Para la aplicacion ¢ del gjemplo 17 (el p. 140), se veritica que la imagen inversa por ¢ del
subespacio afin {2,2) + R(1,-1) no es el conjunto vacio, pues:
w0} =(2,2) € (2,2} + R(1,-1).
De acuerdoe con (24), se verifica:

@ 2,2+ R(L -] =1(1,0) + g} [R(1,-1)] = (1,0) + B(1,—1},

que es un subespacio afin de R2,

.8 SOLUCION DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1 Lo resolveremos para ¢l case n = 3y m = 2.
{p. 124 Sea, pues, f una aplicacion lineal de R en R?. Tomemos una base de R”, que
por comodidad va a ser la candnica, y supongamos que las imagenes por f de sus
vectores son:

SUL0,0) = {a, b)), f(0,1,0) = taz, b2), f(0,0,1) = (as, by).
St (x1,x2,x3) € B3, se tiene:
Flxy, x0,x3) = flx (1,0,00 + x2(0,1,0) + x3(0,0,1))
=X f(1,0,0) + x2£(0,1,0) + X3 f(3,0,1)
= x71(a1, ) + x2(d2, bat + x3(a3, b3)
={a1X] + doXo + A3X3, b1x) + baxo + Byxa),
Es decir, toda aplicacién lincal f de B3 cn R” verifica:
V(x),x3,X3) € RY,
(25)
Flxr,xo,x3) = {a1x) + daXo + daxa, bixy + baxe + byxs),
para determinados (por f) numeros reales a|, 4., di, by, by ¥ bs.

Par otro lado, una aplicacién f de R en R de la forma (25} es lineal, como se
comprueba facilmente.

La generalizacidn del desarrcllo anterior es mas fastidiosa que dificil, y sdlo
mostramoes su conclusion: si f es una aplicacion lineal de R™ en R™, enlonces f
verifica;

VA{x1,Xx2,..., X0} €R", flxr, X2, X0}

=(ajx; +alx: + - Fabxn,aixy +aixy 4 - Fanxn,...

caattxer +alxs + o+ altxn,
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Eyercicio 2
p. 127)

Ejercicio 3
(p. 139)

donde cada @/, 1 < i < n, 1 € j < m, es un niimero real que viene determinado por
la aplicacién f.

Nota hene Con af se representa un nimero real, donde § es un superindice, y no un
exponente, ry

Nétese que, al ser (v, v2,..., v, ) una base de E, se tiene que dimE = n.
Si {fie)), Flr),..., flry)} es un sistema libre de F, entonces su rango es igual
an: rango(f(v)), flvy),..., flvy)) = n, de donde:

rango f = rango{f(v), Flvo),..., flv,)) = n =dimE,
v f es inyectiva (cf. proposicion L8, p. 124).

Pongamos:
vy =(1,1,0), v = {0, 1,0), v3 = (1,0, 1},

y calculemos la basc dual de B: B* = (v, v3,vi).
De (9) (cf. p. 123) se obtiene:

e =V -V, €=t e;=-U]+tU+vy (26)
y si (x|, X2, X3) es un vector arbitrario de R3, de (26} se deduce:

(xy,x2,X3) = x18] + X282 + X383
=x (v - v} + Xt + X3V + U+ Uy)

= (x1 — x3)07 + {Xa + X3 — X7)U2 + X303,
y de la proposicién 1115 {cf. p. 138) se concluye:

UIX, X2, X3} = X — X3, Ui{x],X2,X3) =X+ X3-X1, vUi{x1,X2,X3}=X;.
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RECAPITULACION II

Definicion y propiedudes  Consideramos dos espacios vectoriales E y F sobre
un misrmo cuerpo k:
» Aplicacian lineal de £ en £: aplicacion f de E en F que verifica:

Viv,w) € EL flv+w) = Flv)+ flw),
Vix,v} € X% E, flow} = afiv).

Condicién necesaria y suficiente: f de E en F es lineal precisamente si:
Vi, ) e K2, ¥iv,w)e E2, floav+ fw) = afw) + Bfiw).
s Propiedades de una aplicacion lineal f de E en F:

¢ f consecrva las combinaciones lineales:
Flanvi+oovot . Foaty) = crf V1) + e f V) +- -+ X f (V)

o fi0g) = 0p;

o YveEE, fi-v)y=—-flvy

¢ 8i {v|,va,...,¥y,) es sistema ligado, entonces también es ligado el siste-
ma (f(vl)uf(UEJv---nf(vn]);

o si{flv1), flea),..., fivy,)) es sistema libre, entonces también es libre el
sisterna (v, Va,..., Vs };

o rango (V1, V..., Um) = rango{f(wy), fwa), ... Flvm));

% si E7 es un subespacio vectorial de E: f{E;] es un subespacio vectorial
de F;
en particular: Im f = f[E] = {f(v} 1 v € E} es un subespacio vectorial
de F;

¢ si F; es un subespacio vectorial de F: f~![F;] es un subespacio vectorial
de E;

o si f es biyectiva, su inversa: f !, también cs lineal (y bivectiva);

% la aplicacién compuesta de dos aplicaciones lineales es una aplicacion li-

neal.

+ Nucleo de una aplicacion lineal f de E en F: el conjunto f '[{0r}], que cs
subespacio vectorial de E.
Se denota: Ker f.
Por definicién: Ker f = f '[{07}] = v € E | f(v) = Of}.
Propiedad: f es inyectiva precisamente si: Ker f = {0},
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Aplicaciones lineales con conjunto de partida un espacio vectorial de di-
mension finita  Consideramos una aplicacion lincal f de un espacio vectorial F
de dimension finita en un espacio vectorial F:

= Se verifica: Im f ¢s de dimension finita.

» Rango de f: dimension de Im [.

Se denota: rango f.
Por definicidn: range f = dim{lm f).
Propiedades:
¢ el rango de f cs igual al rango del sistema formado por las imagenes de
los vectores de cualquier sistema de generadores de E;
¢ rango f < min{dimE,dimF};
¢ rangolg < f) < min{rango f,rangog!.

» Caracterizacion de f por las imagenes de los vectores de una base; si F es
también de dimensién finita, y (v1,v2,...,v;) es una base de E, la aplicacion
lineal f estd univocamente determinada cuando se conocen las imagenes (),
Fluod, ..., flvy) de los vectores de la hase; en concreto:

floqvy +oovs + v+ apty) = o f(ug) + aofivs) + -+ anflv,).

» Caracterizaciones de una aplicacién lineal inyectiva: son equivalentes las si-
guientes afirmaciones:
¢ f es inyectiva;

© 8ivy, vy, ..., Up son p vectores lincalmente independientes de E, enton-
ces flvy), fivs), ..., flv,) son p vectores linealmente independientes
de F;

< ¢l rango de f cs igual a la dimension del espacio vectorial de partida:
rango f = dimE;
¢ Kerf = [0g}.
Conscruencia: el rango de un sistema de vectorcs se conserva por una apli-
cacion lineal inyectiva: para f invectiva, se verifica:

rango (v, vy, ..., v,) = rango{f(vy), flvo),..., fivy)).

« Caracterizacién de una aplicacion lineal supravectiva: si F es también un
cspacio vectorial de dimensién finita, sc verifica: f es suprayectiva si y solo
si:rango f — dim £,

» Teorema de las dimensiones: dim{Ker ) + dimi{lm f) = dimE,

* S5i Ey F son de la misma dimension finita, se verifica;

fesinyectiva <= f es suprayectiva < [ es biyectiva.
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El espacio vectorial LILE, F) Consideramos dos espacios vectoriales £ y F sobre
un mismo cuerpo K:
« L(E, [} designa el conjunto de las aplicaciones lineales de £ ¢n F;
« L{E,F} es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, y es subespacio veclorial
de FE.

Isomorfismos de espacios vectoriales Consideramos dos espacios vectoria-
les £y F sobre un mismo cuerpo K:
» Isomorfismo de £ en F: aplicacion lineal biyvectiva de E en F. Se dice entonces: E
y F son isomorfos.
Automorfismo de E: isomortismo de £ en E.
» Propiedades: si F v F son de dimension finita:
¢ Ey F son isomorfos siy solo si tienen la misma dimension;
o si(vi,v2,...,v,) es una hase de E, entonces f € L(L, F) es un isomor-

fismo si y s6lo si (f(vy), f(vz),..., f{vy)) es una base de F;
¢ sidimE =dimf = n, entonces f € L{I, '} es un isomorfismo si y solo si:
rango [ = n.

Formas lineales  Consideramos un espacio vectorial £ sobre un cuerpo K, y
suponemos que E es de dimension finita:
» Espacio dual de £: L(E,[K), conjunto de las aplicaciones lineales de [ en K.
Se denota: £°.
Forma lineal sobre E: cada elemento de E*.
e SiB=(v,,v,,...,v,) es una base de £:

o Dado x = AV + AzvU2 + - - - + A, Uy, se define la forma lineal £(x) como:
vy -—-—— - Al
ixy=1v; ———— A
Vv, ———— Ay

¢ Los espacios E y £* son isomorfos, y £ es un isomorfismo de E en E*.

¢ Base, de E*, dual de labase B de F: (£(v)), Llvs),..., L luy)).
Se denota: 8* = (v}, vi,...,v5).
Six =AU -AzUs+ -+ AU UTIX) = AL 0(X) = Az, .. Up(X) = Ay
(la imagen por la forma lincal v] del vector x ¢s la i-ésima coordenada
de x en la base B).

« Una forma lincal f € E* y un vector v € F son ortogonales si: f{v) =0,
Se verifica: {w € E | f v w son ortogonales} = Ker f.
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Aplicaciones afines  Consideramos dos espacios vectoriales £ y F sobre un mis-
mo cuerpo K
« Aplicacién afin dc E en F: aplicacién ¢ de E en F para la que existen w € F
y fEL(E F)talesque: Vx € E, pix) =w ~ fix).
¢ Propiedades de una aplicacion afin ¢:
% la aplicacion f v el vector w estan univocamente determinados por ¢
¢ ¢ conserva las combinaciones afines: siA| + Ao+ -+ + A, = 1;

AV Ao+ -+ AU = A BV N+ APl +- - -+ A (v,

% la imagen por ¢ de un subespacio afin de E es un subespacio afin de F;
¢ la imagen inversa por ¢ de un subespacio afin de F, si no ¢s vacia, es un
subespacic afin de E.
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Definicion de matriz  Dados dos nimeros naturales v v i, una matriz (real} de
orden (n, m)} es una disposicion de 1 - 1 numeros reates en forma rectangular en n
filas y m columnas, que son las filas v las columnas de la matriz.

Por ejeniplo, una matriz de orden (2,3) ¢s una disposicion en dos filas y cn tres
columnas de 2 - 3 = 6 numeros reales. Con la notacion;

Az (2 -3 0w ) ,
1 0 1/2

estamos introaduciendo una maftriz concreta de orden (2, 3). La estamos designando
por A tlas matrices se suelen denotar con letras mayusculas), v tiene efectivammente
dos filas v tres columnas. En cualquier matriz, las filas se leen de arriba abajo v
las columnas de izquierda a derecha, asi que la primera fila de la matriz A es la
formada por los numeros 2, =3 y 1r; o dicho mas formalmente: los términos de
la primera fila de la matriz A son 2, -3 ¥ 7. Analogamente, los términos de la
segunda fila de A son 1, 0y 1/2; los términes de la primera columna de A son 2
v 1; los de la segunda columna, —3 y 0; ¥ los de la tercera, 7wy 1/2. En la matriz 4
también observamos, por ejemplo, que €l ndmero —3 esta situado cn la primcera fila
y ¢n la secgunda columna; se dice que el término de pasicion (1,2) de la matriz A
es igual a —3, v se cscribe: a2 = -3 (notese que se utiliza la letra que designa la
matriz pero minascula, v figuran como subindice el nimero de fila y ¢l numero de
columna, en este orden y sin comas). Analogamente, podemos decir que el término
de posicion {2, 2) de la matriz A cs igual a O, ¥ se escribe: ay; = 0. Otros términos
de Ason:ay =2, a3 =T 0dazxz=1/2.

Olro cjemplo. Consideremos la matriz:

1 3 5 2/3
B=|0 2 1 -1
9 1 0 1/5

La matriz B es de orden (3,4): tiene tres filas v cuatro columnas. los términos
de la segunda fila, por ejemplo, son 0, 2, 1 v —1; los de la tercera columna: 5, 1
v 0, El término de posicion {2,4) es igual a — 1, lo cual escribimos asi: b2y = —1;
tambicn: by =9, by = 1/3, 0 by, = 2/3.

)na matriz puede tener una sola fila, o una sola ¢columna. Las del primer tipo
se denominan matrices fila; las del segundo, mairices columna. Por ejemplo, de las
cuatro matrices siguientes:

(1 -3 4, (0 -3 0 172 -1), |2], ¥ (_é)
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las dos primeras son matrices fila, de 6rdenes (1,3) y (1, 3}, respectivamente; las dos
ultimas son matrices columna, de drdencs respectivos (3, 1) y (2, 1).

Nota hene Los términos de una matriz fila se escriben separados por un espadio, v no
se escribe ninguna coma. No debe confundirse, pues, la matriz fila (1 -3 4) con la
terna (1, -3, 4), cuyas componentes se escriben separadas por comas. A

Son de especial interés las matrices que tienen ¢l mismo niimero de filas que
de columnas: son las llamadas matrices cuadradas. Mas en concreto, una matriz
cuadrada de orden n es una matriz con n filas y con n columnas.! Por ejemplo, las
siguientes matrices son cuadradas:

- 13 2 -2 5
/2 )
1 -3 ? ]‘M 3) m o141 4
o 1y B2) 0 1wt 1 V32
1 -2/7 -1 0

de ordenes 2, 3 y 4, respectivamente, En una matriz cuadrada de orden n, los térmi-
nos de la diagonal principal son los de posicion (1, 1), (2,2), ..., (n,n). Por ejemplo,
en la primera de las matrices cuadradas anteriores, los (érminos de la diagonal prin-
cipal son 1 ¥ |; en la segunda son 3, 1/4 y e%: en la tercera, 1/3, /4, 1 v 0. De
una matriz cuadrada que tiene los términos de la diagonal principal iguales a 1 y los
restantes iguales a O diremos es una matriz identidad (o unitaria). Para cada orden n
hay una, que sc denota /,,. Las de orden 2, 3 y 4 son, respectivamente, las siguientes:

1000

100 '
10 0100
"3“(0 1)' 13'8(1)? Y h=lo 01 0
00 0 1

También nos interesa destacar otro tipo de matriz: la matriz nula. Una matriz,
del orden que sea (cuadrada o no), es nuia (0 como también se dice: una matriz cero!
si todos sus términos son iguales a 0. Cualquier matriz nula se denota por 0.° Por
ejemplo, las siguicntes matrices son nulas:

0
SN 0 0
(0 o), [o} ¥ ( )
0 0 0

de ordenes respectivos (1,23, (3,1) y (2,2).

INotese que decimos “orden n”, v no “orden (n, n)*.

2En esta notacion no se senala el orden, 1o cual no suele llevar a confusion.
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Finalmente, en esta seccion se presentan las matrices columna de una matriz y
los vectores columna de una matriz. Lo vemos con un ejemplo. Dada la matriz:

L/2 2 -2 5
A=1] 3 i/4 1 4],
1 =2/7 =-1 0

la primera matriz columna de la matriz A se define como aquella matriz columna
cuyos términos son los de la primera columna de A; se denota: A;. Y el primer vector
columna de A se define como aquel vector cuyas componentes son los términos de
la primera columna de 4; se denota: ;. Tales (érminos de la primera columna de A
son: 1/2, 3 v 1; asl:
142
Ar=| 3 |, v a =1(1/2,31).
1

Analogamente se definen la restantes matrices columna de 4, hasta hacer un total de
cuatro, dado que la matriz A tiene cuatro columnas:

2 -2 5
As=| 14|, Az=| 1], v ay=[4
~2/7 -1 0

Y los reslantes vectores columna, también hasta hacer tantos comeo columnas tiene
la malriz:

a» =(2,1/4,-2/7), a3=1(-2,1,-1), y ay=(540).

En ¢l texto también se introducen las matrices fila y los vectores fila de una matriz.
La definicion es, mutatis nutandis, como la de matriz columna de una matriz v la
de vector columna de una matriz, respectivamente. Para la malriz A anterior, por
ejemplo, la segunda matriz fila es:

(3 174 1 4),

cuyos términos son los de la segunda fila de A, El segundo vector filaes (3,1/4,1,4):
sus componentes son los términos de la segunda fila de A. Hay tantas matrices fila,
y tantos vectores fila, como filas tiene la matriz: tres en este caso.

Nota bene Denctaremos las matrices columna de una matriz con la misma letra de la
matriz acompafada de un subindice que indica el orden {segln se trate de la primera
matriz columna, de la segunda, etc.): Ay, As, ... Y denotaremos los vectores columma
con la letra de la matriz en minuscula y en negrita, y también con un subindice: a,, a, ...
Para las matrices fila de un matriz y para los vectores tila no consideraremos una notacion
general analoga a esta. A
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Matriz asociada a una aplicacion lineal  Dada una aplicacion lineal de R"
en k", yfijada una base ¢n ¢l espacio vectorial de partida (aqui R™}, y fijada otra base
en el espacic vectorial de llegada (aqui B"), se construye una matriz de orden (#, #
(tantas filas como la dimension del espacic de llegada, y tantas columnas come la del
espacio de partida), llamada matriz asociada a la aplicacion lineal (o representante
de la aplicacion lineal) en las bases fijadas. Esta matriz se construye por columnas.
La primera columna de la forma siguiente: se calcula la imagen por la aplicacion
lineal del primer vector de la base elegida cn el espacio de partida, vy se calculan
las coordenadas de este vector cn la base elegida en el espacio de llegada; estas
coordenadas son los términos de la primera columna de la matriz. Analogamente ia
segunda columna: se calcula la imagen por la aplicacién lineal del segundo vector de
la base del espacio de partida, v las coordenadas de este vector imagen ¢n la base del
espacio de llegada son los términos de 1a tal segunda columna. Y asi con las demas,

Veamos un cjemplo. Sea f la aplicacion lineal de R* en R? definida de la for-
ma: fi{x),x2,X3) = (x| + x2,2x), — x3), ¥ elijamos una base en R* (espacic de
partida), v otra en R? {espacic de llegada); en concreto; {(1,0,0),(1,1,0),(0,1,14
v {(1,3),(1,1)), respectivamente. Denotemos por A la matriz ascciada a la apli-
cacion lineal f en las bases B y B'. Se trata de una matriz con tantas filas como
marca la dimension del espacio de llegada y con tantas columnas come marca la del
espacio de partida, asi que es de orden (2, 3). La primera columna de 4 se construye
de forma que sus 1érminos son las coordenadas en la base B’ (base elegida del es-
pacic de llegada) de la imagen por f del primer vector de la base 8 (base elegida
del espacio de partida). Este primer vector de la base B es (1,0, 0}, su imagen por f
es: f(1,0,0) = (1,2), ¥ las coordenadas de este altimo vector, es decir, de (1,21,
en la base B son —1 vy 2, pues: (1,2) = —(1,0) + 2(1,1). La primera columna de la
matriz A tiene entonces por términcs —1 y 2. Analogamernte, los términos de la se-
gunda columna de la matriz A son las coordenadas en la base B’ de la imagen por f
del segundo vector de la base B. Este segundo vector de B es {1, 1,0), que tiene por
imagen: fi(1,1,0) = (2,2), v las coordenadas del vector (2,2) en la base B’ son (
y 2, pues: (2,2) = 0(1,0} + 2{1,1); los lérminos de la segunda columna de 4 son
entonces 0 y 2. Finalmenle, los términos de la tercera (v altima) columna de A son
las coordenadas en la base B’ de la imagen por f del tercer vector de la base B. La
imagen por f del tercer vector de Bes: f{0,1,1) = (1,-1), v 1as coordenadas de este
nltimo vectoren labase 8" son 2 v —1, vaque: {1,-1) = 2{1,0) - (1, 1); los términos
de la tercera columna de A son, pues, 2 v — 1. La matriz A es finalmente esta:

1 0 2
A:(z 2 —1)'

Es la matriz asociada a f (v representante de [} en las bases By B'.
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La matriz asociada a una aplicacion lineal depende de las bases elegidas. Si para
la aplicacién lineal f anterior fijamos en el espacio de partida la misma hase 8 que
va teniamos, pero fijamos para el de llegada (recordemos gue es R?) la base canénica
(en vez de la base B'), es decir: ((1,0),(0, 1)}, entonces el procedimiento descrilo nos
lleva a otra matriz. La calculamos, como la anterior, por columnas. Para la primera
de estas columnas, calculamos entonces la imagen por f del primer vector de la
hasc B (que ¢s la elegida en el espacio de partida), la cual ya conocemos del parra-
fo anterior: f(1,0,0) = (1,2), v a continuacion calculamos, de este vector imagen,
sus coordenadas en la base elegida en el espacio de llegada; como esta base es la
canonica, tales coordenadas son directamente sus componentes, es decir: 1 y 2; v
estos son los términos de la primera columna de la nueva matriz asociada. Los
términos de la segunda columna se obtienen de forma analoga: se calcula la iimagen
por f del segundo veclor de la base B, para calcular a su vez las coordenadas de
esta imagen en la base canonica, que de nuevo no Son mMas gue sus componentes;
s¢ tiene: Fo1, 1L, = (2,2}, asi que los 1érminos de la segunda columna son 2 y 2.
Finalmente, para la tercera y tltima columna, como la imagen por f del tercer vector
de la base B es f(0,1,1) = (1,—1}, los términos de la tercera columna de la matriz
son 1 y —1. Recopilando lo obtenido, podemos afirmar que la matriz asociada a f en
la base B de R? v en la base canénica de R” es esta:

T2 1
2 02 -1}

Nota bene Para obtener la matriz asociada a una aplicacion lineal en unas bases, cuando la
basc fijada en cl espacio de llegada es la canodnicy, ao hay mas que calcular la imagen por
la aplicacion lineal de cada uno de los vectores de la base fijada en el espacio de partida;
las componentes de estos vectores imagen son los términoes de las columnas de la matriz
asociada. i

En ¢l Lexlo, on esla seccidon, también se introduce el concepto de aplicacion lineal
canonicamernte aseciada a una maltriz, Dada una matriz, la aplicacion lineal canoni-
camente asociada a ella ¢s agucella aplicacion lineal cuya malriz representante en las
bases canonicas es precisamenle la maltriz dada. Veamos un ejemplo. Consideremos
la siguiente matriz:

-1 0
A= 1 2
-1 0

Esta malriz cs de orden (3,2), lucgo sélo puede ser representante de aplicaciones
lincales de R en B3, Lo que buscamos es una aplicacion lineal de R? en R3, que
denotaremos por A (misma letra que la matriz, pero en tipo caligrafice), tal gue
sil maitriz asoclada en las bases candnicas sea precisamente A (es decir, tal que A
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sea su matriz asociada tomando en R? —espacio de partida— la base canénica, 3
también tomando en R? —espacio de llegada— la base candnica). De acuerdo con el
procedimento para construir la matriz asociada a una aplicacién lineal en unas bases,
siendo la del espacio de llegada la candnica, los términos de la primera columna
de la matriz son las componentes de la imagen por la aplicacion lincal del primer
vector de la base del espacio de partida. Como los términos de la primera columna
de la matriz A son —1, 1 v —1, podemos decir que la imagen por la aplicacion A
del vector (1,0) (primero de la base canonica de R?, la escogida en el espacio de
partida) debe ser igual a {—1,1,—-1}, esto es: A(1,0) = (—1,1, -1} Anddogamente,
come los términos de la segunda columna de A son 0, 2 vy 0, la imagen por A del
segundo vector de la base canénica de R debe ser igual a (0,2,0): A(0,1) = (0, 2,01
Recopilando, la aplicacion lineal A, que licne como matriz asociada en las bases
canonicas la matriz A, es la aplicacion lincal de R® en R? que verifica:

A, ={(-L1,-1) y A(0,1)=1(0,2,0).

Ya sabemos que conocer de uba aplicacion lineal la imagen de los vectores de una
base es una forma de determinaria. En este caso, conocemos la imagen por la apli-
cacion lineal A de los vectores de la base candnica de B?; de acuerdo con un procedi-
miento descrite en el capitule anterior, ebtenemos que la imagen por A de un vector
generico (xy,x:} de R? es esta:

Alx,x2) = Al (1,0 + x2(0, 1)} = x,.A(1,0) + x2A(0, 1}

=x1(-1,1,=1) + x2(0,2,0} = (-xy,x) ~ 2x2,—x) ).

La aplicacion lineal candnicamente asociada a la matriz A es la aplicacion lineal A
de ®* en R definida por Alxy, x2) = {=x1.%) + 2x2,—x1}.

El espacio vectorial M, 1%y In esta seccion se estudian dos importantes ope-
raciones con matrices: la adicién de matrices y la multiplicacion de un niimero por
una matriz.

Si tenemos dos matrices del mismo orden, su suma es otra matriz, también del
mismo orden, obtenida sumando los términos de la misma posicién de las matrices
dadas. Por ¢jemplo, dadas las matrices:

2 -1 | -1 0 -3
A:(o 3 5)' B=(1 1 —2)‘

ambas del mismo orden: (2,3}, su suma, que se denota: A + B, es la matriz de or-
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den (2, 3} oblenida sumando los términos de la misma posicion de A y 8:

2 -1 1 -1 0 -3
““’B‘(o 3 5)+(1 1 —2)
2+ (=) =1+0 1+(=3)) (Il -1 =2
L0+l 3+1 S5+(=2y) " \1 4  3)°
Dados un nimero y una matriz, el producto del namero por la matriz es la matriz
obtenida multiplicando por el numero cada uno de los términos de la matriz dada.

Por ejemplo, ¢l producto del niimero 2 por la matriz A del parrafo anterior, producto
que se denota; 2A, se efectua asi:

2‘422(2 -1 1) =(2-2 2-(-1) 2-l)=(4 =2 2)_
0 3 5 2-0 2.3 2-5 0O 6 10
Producto de matrices  Detinimos la multiplicacion de dos matrices sélo para dos
matrices con esta propiedad: el numero de columnas de la primera coincide con el
numero de filas de la segunda; y, en este caso, ¢l resultado, es decir, el producto
de las dos matrices, es una matriz con tantas filas como tiene la primera y tantas
columnas como ticne la segunda. Por ejemplo, el producto de dos matrices A y B, la
primera de orden (2, 3} y la segunda de orden (3, 4), puede efectivamente efectuarse,
porque el numero de columnas de la primera y el de filas de la segunda es ¢l mismo
—tres en este caso—, vy ¢l producto, que se denota: AB, resultara ser una matriz de
orden (2,4).

Para explicar como se calcula el producto de dos matrices, considercmos un ¢jem-

plo:
-2 1 0 1/3
2 - (
Az(] (l} _;) B= 2 0 =2 1
’ 1 1 -3 2;3

La matriz A es de orden (2, 3) y la matriz B es de orden (3,4): de acuerdo con lo dicho
en el parralo anterior, el producto AB puede efectivamente llevarse a cabo, y tendra
como resultado una matriz de orden (2, 4). Para calcular el término de posicion (i, j)
de una matriz producto (en este ejemplo, f es iguala loa2 y jesiguala 1, a 2,
a3 o a4, intervienen solo los términos de la i-ésima fila de la primera matriz (A en
aste caso) ¥ los de la j-ésima columna de la segunda matriz (B en este caso), y tal
término es igual a la suma de los productos dos a dos de los términos de csa fila y
de esa columna. Verbigracia, para calcular el término de posicion (1, 1) de la matriz
producto AB, intervienen exclusivamente los términos de la primera fila de A: 2, -1
y 0, v los de la primera columna de B: =2, 2 y 1, y dicho término es igual a la suma
de los productos dos a dos de estos términos:

2(=2)+(-112+0-1 = ~6.
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Esquematicamente, podriamos representar este ciélculo asi:

-2 1 0 1/3 _
2 — — — B . . .
(h 1 0) ol o 22 1 =(;2( 2)+(‘1)2+0 1 o )
10 -3 111 3 2/3

Analogamente, para calcular el término de posicion (1,2) de la matriz producto sok
intervienen los términos de la primera fila de la matriz 4 y los de la segunda colummnsz
de !la matriz B:

—2 1| 0 13 ,
(2 -1 0 5> ol 2 =(—b 2-1+{-1)0+0-1 - )
10 -3 ' ' o

1|1 3 2/3

Para ¢l calculo del término de posicion {1, 3):

. -2 1| 0| 1/3 . .

LA - . - — - .
(h 1 0) > 0 l-2| 1 :(-b 2 20+(1).( 2)+0-3 )

1 0 -3 1 1] 3| 2/3

Y de manera similar se calculan los demas. El resultado final es este:

2 -1 o2l 918 -6 2 2 -1/3
AB=|] o )| 20 -2 1]=(_o 5§ 55
1 1 -3 2/3 > S

Nota La definicion de multiplicacién de matrices viene motivada por la composicion de
aplicaciones lineales. La proposicion L7 (cf. p. 201} detalla este hecho. A

Es de destacar gque, en general, no es indiferente ¢l orden en ¢l guce se escriben dos
matrices que se quieren multiplicar, a diferencia de lo gue ocurre con los numeros
{con los cuales el orden de los factores no altera el producto). En primer lugar, puedd
estar definido un producto AB y no estar definido el producto en el otro orden; por
ejemplo, para las matrices A y B del ejemplo anterior, cuyo producto AR hemos cal-
culado, no estaria definido el producto en el otro orden, pues el nimero de columnas
de B (que seria ahora la primera matriz) no es igual al de filas de A {que seria la
segunda matriz). En segundo lugar, también pucde ocurrir que tanto €l producto AB
como el BA estén definidos, pero que sean matrices de distinto orden, y por ende dis-
tintas; por ejemplo, si A es de orden (2,3} y B de orden (3, 2}, ambos productos s¢
pueden efectuar, pero AB resultaria de orden (2,2) y BA de orden (3, 3). Finalmente.
puede ocurrir que ambos productoes estén definidos v sean matrices del mismo or-
den (esto acontece precisamente cuando ambas matrices son cuadradas del misme
orden), pero ser ambas matrices producto distintas; se¢ dice en este Qltimo caso qu
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las malrices neo conmmutan. En el ejemplo 23 {cf. p. 204) se muestran dos matrices
que no conmutan: amhbas son cuadradas (de orden 2), luego sus dos posibles produc-
tos cstan definidos v también son matrices cuadradas {(de orden 2), pero se trata de
matrices diferentes.

Si conocemos la matriz asociada a una aplicacién lineal cn unas bases, puede
utilizarse la matriz, y cierto producto de matrices, para calcular la imagen por la
aplicacion lincal de cualquier vector. Veamaoslo con un ejemplo. Sea f la aplicacion
lineal de R® en R¥ cuya matriz asociada en las bases candnicas es esta:

1 3 -1
a=(p 3 7))

(Notese que podriamos haber dicho simplemente; sea f la aplicacién lineal candni-
camente asociada a la matriz A; es decir: f cs la aplicacién lincal (A, si recordamos
la notacion para la aplicacion lineal canénicamente asociada a una matriz.} Acontece
lo siguicnte: afirmar que un vector (a, b, ¢) de R® se aplica por f en el vector (s, t)
de R?, esto os: fia,b,c) = (s,t), es }o mismo que escribir la siguiente igualdad ma-

tricial:
a
] 3 -1 s
[

{Obsérvese que Ia matriz columna del primer miembro tiene por términos las compo-
nentes del vector (a, b, ¢}, ¥ que la matriz columna del segundo miembro tiene por
términos las componentes de (s,1}; notese también que este producto de matrices
puede efectivamente efectuarse.) Supongamos que queremoes calcular, per ejemplo,
la imagen por f del vector (1, —1,0) de R?. Podriamos proceder asi: multiplicamos la
matriz A por la matriz columna cuyos términos son 1, —1 y 0; de esta multiplicacion
resulta una matriz columna cuyos términos son las componentes del vector imagen.
Es decir, como se tiene:

1
()0
0 -1 1 o 1
deducimos que la imagen por f del vector (1, -1,0) es igeal al vector (-2, 1), esto
es: £{1,—1,0) = (-2,1). (ira imagen: de ia igualdad:

(1 3 —1) ? B ( 5)
0 -1 1 iy -3
se deduce: {0, 1,-2) = (5, —3). Incluso mas: ;cual es la imagen por f de un vector
genérico (x), x>, x3) de R3? Multiplicamos la matriz A por la matriz columna cuyos
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términos son x,, X2 ¥ X3!

X
1 3 -1 : Xp+3xr - X3
X '
0 -1 1 n =X + X3
X3

y asi la imagen por f de {x,xyz, x3) es el vector de componentes x; + 3xs — X
Y —x» + X5 esto es: fix), x2,x3) = (X + 3x2 — X3, —X7 + X3).

En el ejemplo anterior, la matriz A cs la asociada a la aplicacién lineal f en las
bases canonicas. Cuando la matriz que conocemos es la asociada en unas bases quu
no son necesariamente las canénicas, también podemos calcular la imagen de un
vector por la apticacién lineal haciendo uso de la matriz (v de cierto producto de ma-
trices), pero el procedimicnto es un poco mas complicado. Veamos un ejemplo. Fije-
mos en R3 labase B = {(1,0,0),(1,1,0),(0,1, 1)) yen R? labase B = {{1,1},(0, 1},
y sea g la aplicacién lineal de R® en R® cuya matriz asociada en estas bases es la

-1 0 -3
D:(l L 0)'

Afirmar gque 1a imagen por g de un vector u de R? es un vector v de R, es de-

siguiente:

cir: giu} = v, es lo mismo gue escribir:

-1 o -3\ () s
11 0 ey
fa
donde a, b y ¢ son las coordenadas en la base B {de R?) del vector u, y s y £ son las
coordenadas en la base B’ (de R¥) del vector v.

Nota hene En la igualdad matricial (1), donde la matriz cra la asociada a aquella aplicacion
lineal f en las bases candnicas, los términos ¢, b y ¢ juegan el papel de componentes dvi
vector cuya imagen guercmos calcular, ¥ s y £ juegan el papel de componentes del vector
imagen. En la igualdad matricial anterior, donde la matri» es la asociada en unas bases
gue no son las canodnicas, los términos a4, b y ¢ son las coordenadas en la primera base.
la B, del vector cuya imagen queremos calcular, v s v £ son las coordenadas cn la segund.
base, la B', del vector imagen. A

Para la aplicacién lineal g del ejemplo que venimos considerando, calculemos.
verbigracia, la imagen del vector (2,0, —1}. Haciendo uso de la matriz 12, pedermos
calcular las coordenadas de este vector en la base B, y multiplicar la matriz D por
la matriz columna cuyos términos son tales coordenadas; el resultado sera una ma-
triz. columna cuyos términos seran las coordenadas en la base B de la imagen bus-
cada. Las coordenadas del vector {2,0,—-1) en la base Bson 1, 1 ¥y —1, pues se tie-
ne (2,0, -1y =(1,0,0)+ (1, 1,0) — {0, 1, 13; el producto de la matriz D por la matris
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columna cuyos términos son 1, 1 vy —1 arroja:

(-1 0 —3) ( i) ) (z)
11 0 -1 2}’
lo que permite afirmar que ¢l vector g(2,0, —1) (que es de R?) es el de coordenadas 2
v 2 en la base B’; en definitiva;
G12,0,-1y=2{(1,1)+ 200, 1) = (2,4).

Catculemos también, por ejemplo, la imagen por g del vector (0,1,0). las coorde-
nadas de este vector en la base B son -1, 1 v 0, y 8¢ ticne:

(—1 0 —3) (_: B (1)
1 1 0 0 0
de donde deducimos que el vector gi0, 1,0) es de coordenadas 1 y 0 en la base B';

estoes: g(0,1,00=(1,1) +0(0,1) = (1, 1}.

Rango de una matriz. El rango de una matriz se define como ¢l range del sis-
tema formado por sus vectores columna. Por ejemplo, consideremos esta matriz:

1 2 3
2 3 2
A=l 3 )
0 1 1

Tiene tres columnas, asi que tiene tres vectores columna. El primer vector columna
tiene por componentes los términos de la primera columna, es decir: 1, 2, -1 v 0,
luego se trata del vector (1,2, -1,0); el segundo ticne por componentes los términos
de la segunda columna: (2,4, 3, 1); y el tercero, los de 1a tercera columna: (3,2,1,1}.
El rango de la matriz A cs, de acuerdo con la definicion, el rango de estos tres vec-
tores:

rango A = rango =rango {(1,2,-1,0),(2,4,3,1),(3,2,1, h)}.

—_ N -
— W e N
[l o B I T

0
Recordando —del capitulo 1— el procedimiento para calcular el range de unos vece-
tores, obtenemos:
rango A = rango ((1,2,-1,0),(2,4,3,1},(3,2,1,1})
=rango ((1,2,-1,0),(0,0,5,1),(0,-4,4,1))
=1 +range{{0,0,5,1),(0,—4,4, 1)} =1+ 2 =3.
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Ahora bicn, vale la pena “trasladar” a matrices el procedimiento de calculo del
rango de un sistema de vectores. Asi, dado que el rango de un sistema formado por
un solo vector es igual a 0 0 a 1 segun sea cste (inico vector nulo o no, respectiva-
mente, podemos decir que el rango de una matriz con una sola columna es igual a 0
si lodos sus terminos son nulos, y es igual a 1 si alguno no lo es. Por ejemplo:

0 -l
rango( ) =0 y rango| O =1.
0 3

Por otra parte, como ¢l rango de un sistema de dos veclores esigual a1l oa 2
segin sean los vectores proporcionales ¢ no, respectivamente, podemos alirmar que
¢l rango de una matriz de dos columnas ¢s igual a 1 si ambas columnas son pro-
porcionales, v es igual a 2 si no lo son {eliminado ¢l caso frivial en el que ambas
columnas tuvieran todos sus términos nulos, lo que daria rango igual a 0). Con-
viene precisar que el hecho de que dos columnas scan proporcionales significa que
¢s posible obtener una de ellas multiplicando la otra por algiin namero, es decir, mul-
tiplicando todos los términos de esta ultima por el numero. Por gjemplo, se tienc:

2 -4

1/2 -1 L3
rango| ., =1 v rango|2 4]|=2.

-1 2 bz

La primera de estas matrices ticne sus dos columnas proporcionales: la segunda
columna se puede obtener multiplicando todos los términos de la primera por —2;
el rango es efectivamente igual a 1. Ta segunda matriz no tiene sus dos columnas
proporcionales (no hay forma de multiplicar por algan nimero una de cllas y obtener
la otra), asi que el rango es igual a 2.

Finalmente, cuando un sistema de vectores esta formado por tres 0 mas, recorde-
mos que lo gue buscamos es reducir el problema de calcular su range a un sistema
con un vector menos. Lo que hacemos es intentar transformar el sistema en otro
nuevo, con el mismo namero de vectores y con el mismo rango que ¢l original, pero
tal que todos sus vectores tengan una misma componente nula excepto uno, que la
tiene no nula; este altimo vector no es igual a una combinacion lineal de los demas.
y al eliminarlo disminuye el rango en 1. La transformacion de un sistema en otro,
recordemos, s¢ realiza teniendo en cuenta gue el rango no varia si sumamos a un vec-
tor del sistema una combinacion lineal de los demas, y en particular si le sumamos
otro del sistema mulliplicado por algiin numero.

Es importante enfatizar que, en ¢l procedimicnto anterior, se hace uso de dos
propicdades del rango de un sistema de vectores. Una de ellas es 1a citada al tinal del
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parrafo anterior: el rango del sistema no varia si sumamos a un vector del sistema
una combinacién lincal de los demas. La otra es esta: al eliminar un vector del
sistema, el rango no varia si ese vector es igual a una combinacion lineal de los
demas, pero el rango disminuye en 1 si el vector no es igual a una combinacion lineal
de los demas. Trasladadas a matrices, estas dos propiedades toman este aspecto:

* ¢l rango de una matriz no varia si sumameos a una columna una combinacion
lineal de las demas (entendiendo estas operaciones entre columnas término a
término),

= al eliminar ¢n una matriz una ¢olumna, el rango no varia si tal columna es igual
a una combinacion lineal de las demas, vy el rango disminuye en 1 si la columna
no ¢s igual a una combinacion lineal de las demas.

Haciendo uso de estas propiedades, para calcular el rango de una matriz de tres o
mas columnas, podemos entonces intentar transformar la matriz dada en otra, del
mismo orden y con el mismo rango, pero ¢on esta caracteristica: todas sus columnas
tienen nulo el término de una misma posicion, excepto una, que lo ticne no nulo;
es decir, de forma que haya una fila con todos sus términos nuios excepto uno. La
columna a la que este términe no nulo pertenezca se puede eliminar, disminuyendo
¢l rango de la matriz en 1, y reduciendo asi el prohlema al de una matriz con una
columna menos.

Veamoslo con la matriz A citada al principio de este apartado. Intentemos trans-
formar esta matriz en otra, del mismo orden y del mismo range, que tenga una fila
con todos sus términos nulos excepto uno; y, verbigracia, busquemos que tal fila
sea la primera. Hacemos para ello uso de la propiedad de que el rango no varia si
sumamos a una columna una combinacion lineal de las demas. Podemos conseguir
nuestro ohjetivo dejando como esta la primera columna {(cuyo primer término ¢s no
nulo), y sumando a cada una de las demas esta primera columna multiplicada por
algan namero de forma que el primer término que resulte sea nulo. Si sumamos a
la segunda columna la primera multiplicada por -2, obtenemos una nueva segunda
columna, con términos 0, 0, 5 y 1; v si sumamos a la tercera columna la primera mul-
tiplicada por -3, obtenemos una nueva tercera columna, con términos 0, —4, 4 y 1.
La nueva matriz ticne el mismo orden y el mismo range que la matriz A, y su primera
fila tiene todos sus términos nulos excepto el primero. $i en esta matriz climinamos
la primera columna, el rango disminuye en 1 y reducimos el problema a una matriz
con una columna menos. En resumen:

1 2 3 1 0 0 0 0

rango 2 4 = rango e 0 =1+ rango 0 —
31 -1 5 4 5 4

1 1 0 1 1 l 1
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Esta (ltima matriz obtenida tiene dos columnas, v no son proporcionales, luego su
rango es igual a 2. Confirmamos que el rango de la matriz A es igual a 3.

En la seccidon 8 veremos gue ¢l rango de una matriz también es igual al rango
del sistema formado por sus vectores fila. Este resultado nos permitird ampliar ¢l
método que acabamos de describir para calcular ¢l rango de una matriz.

Finalmente, queremos llamar la atencion sobre un resultado importante que se
prueba en ef texto casi terminada esta seccidn dedicada al rango de una matriz: s
una matriz es la asociada a una aplicacion lineal en unas bases, entonces la matris
y la aplicacién tineal tienen el mismo rango. Si la matriz es la asociada en las bases
candricas, veamos con un ejemplo como cerciorarse de este resultado. Consideremos
la aplicacion lineal f de R® en R® definida por: f(x),x2,X3) = (X7 + X2,2X] — X
(con la que ya trabajamos ¢n el segundo apartado de esta [ntroduccion). Para calcu-
lar la matriz asociada a esta aplicacion lineal en las bases canonicas, calculamos la
imagen por f dc los vectores de la base canonica de R (que es el espacio de par:
tida): £(1,0,0) = (1,2}, f(0,1,0) = (1,0} y (0,0, 1) = {0, —-1); ahora, como la basc
elegida en R? (espacio de llegada) es la candnica, las componentes de estos veclores
obtenidos son directamente los términes de las columnas de la matriz que buscamos:

ésta es:
. 1 1 0
G = (2 0 _1) .

Por otro lado, para calcular el rango de la aplicacién lineal f, recordamos del capi-
tule II lo que debemos hacer: calculamos la imagen por f de los vectores de la base
canodnica del espacio de partida, para calcular a continuacion el rango del sistema que
estas imagenes forman; y este rango es el rango de la aplicacion lineal. En concreto:

rango f = rango (f(1,0,0, £10,1,0), F10,0, 1)) = rango ((},2),{1,0),(0, - 1}).

Notese que los tres vectores anteriores: (1,2}, {(1,0) y (0, -1}, imagen dc los de la
hase canonica de R?, son precisamente los vectores columna de la matriz G, luego o
rango de ésta c¢s por definicion el del sistema formado por ellos. Es decir, podemo~
escribir: rango G = rango {(1,2),(1,0),(0,—1}). El rango dec la aplicacién lineal !
y el rango de 1a matriz &, que la representa en las bases candnicas, €8 entonces ¢
mismo; es sencillo calcular que es igual a 2. Finalmente, no dejemos de enfatizar que
si consideramos la matriz asociada a esta aplicacion lineal # en unas bases distinta~
de las canonicas, tal matriz sigue teniendo rango igual a 2. Por ejemplo, en ¢l segund;
apartado de esta Introduccion calculamos la matriz asociada a la aplicacién tincal ;
en las bases B = ((1,0,0),(1,1,0),(0,1, 1)}y B' = ({1,0), (1, 1))

10 2
”‘z(z 2 —1)'

El lector puede comprobar que el rango de esta matriz ¢s efectivamente igual a 2.
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Transformaciones elementales de una matriz Al hablar de fransformacicon
elemental, nos referimos a cierto tipo de transformaciones que realizaremos sobre
las matrices. Estas transformaciones seran de tres tipos diferentes, qgue en el texto
designamos con las etiquetas 1, 1l y [T

Una transformacion elemental de tipo 1 no es mas gue el intercambio de dos
filas, dejando las restantes filas inalteradas. Por ejemplo, consideremos la siguiente

matriz:
2 -2 0 1
1 G 1 0
o -1 3 2
3 1 -1 0
2 -1 -1 1

Una transformacion elemental de tipo I que afecte a esta marriz puede ser esta: in-
tercambiar las filas primera v tercera. Esta transformacion sc designa asi: Fy - F3, ¥

se escribe:
2 -2 01 0 -1 3 2
Lo 1 0 1 0 1 0
0 -1 3 2|88 2 01
3 1 -1 0 3 1 -1 0
2 -1 -1 1 2 -1 -1 1

Se aprecia que la segunda matriz difiere de la primera en gue las filas primera v
tercera estan intercambiadas; las restantes filas se han guedado como estaban.

Una transformacion clemental de tipo 11 es la multiplicacion de una fila por un
namere no nulo {es decir, 1a multiplicacién de todos los términos de una fila por
un mismo namero no pulo), dejando las restantes filas inalteradas. En la matriz
gque hemos considerado en ¢ parrafo anterior, podemos efectuar, verbigracia, esta
transformacion de tipo I multiplicar la segunda fila por 3; se denota asi: Fr «— 3F;, ¥
se escribe:

2 =2 01 2 —2 0 1
1 0 1 0 30 30
0 -1 3 2|2 lg 1 3 2
3 01 -1 0 301 -1 0
2 -1 -1 1 2 -1 -1 1

La segunda matriz dificre de la primera s6lo en los términos de la segunda fila, que
han quedado, todos, multiplicados por 3.

Finalmente, una transformacion elemental de tipo IIl supone sumar a una fila otra
multiplicada por un namero (nule o no). Es decir: se sustituye una fila por la suma
(término a términe) de ella misma y el resultado de multiplicar todos los términos de
otra por un mismo namere, ¥ las restantes filas se dejan inalteradas, incluida la que
s¢ multiplica por el ntunero, Para la matriz que venimos considerando como ejemplo,
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una transformacion clemental de tipo I es, verbigracia, esta: sumar a la primera fila
la cuarta multiplicada por 2. La denctamos asi: F; — Fy + 2F,, ¥ se escribe:

2 —2 0 1 8 0 -2 1
1 0 1 0 1 0 1 0
0 -1 3 2[8=E2Bdg 1 3 2
3 1 -1 0 301 -1 0
2 -1 -1 1 2 -1 -1 1

Notemos que la tnica fila que se ha transformado es la primera: hemos sumado.
término o término, a la primera fila de la primera matriz la cuarta multiplicada por Z:
las restantes filas, incluida la cuarta, se han quedado como estabart.

Una propiedad muy importante de las transformaciones elementales es que con-
servan el rango, esto es: si en una matriz llevamos a cabo una transformacion ele-
menlal (del cualquiera de los tres tipos), la matriz. que obtenemos ticne el misme
rango que la original. El lector lo puede comprobar como cjercicio con las matrices
de los ejemplos anteriores: todas tienen rango igual a 4.

Nota Las transformaciones elementales que consideramos son transformaciones por filas.
porque solo afectan a filas: son filas las que se intercambian, son filas las que se mul-
tiplican por un numero, ¥ son filas las que se suman a otra previamente multiplicada
por un numero. Sin embargo, es posible, de forma totalmente analoga, detinir transfor-
maciones elementales por columnas: intercambiar dos columnas (tipo ), multiplicar una
columna por un nimero (tipo 1), y sumar a una columna otra multiplicada por un numero
(tipo NI). Las transformaciones clementales por columnas también conservan el rango. S
nos fijamos bien, la transformacion por columnas de tipo HI es precisamente la clase de
transformacion que llevabamos a cabo para “hacer ceros™ en la fila de una matriz cor

vistas 4 calcular su rango. A

Antes de presentar aqui la siguiente propiedad de las transformaciones elemen-
tales que querriamos resefiar, estudiemos un ejemplo que nos avudara a comprender
de qué trata tal propiedad. Consideremos esta matriz:

0 1 11
A= 2 4 6 0
-1 0 -1 2

Su rango es igual a 2, como pucde calcular el lector. Vamos a intentar, mediant:
transformaciones elementales sucesivas aplicadas a la matriz A, llegar a una matriz
de este tipo:

1 0 e

0 | o &, [z

0 0 0 0
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{Los puntos: ‘s, senalan posiciones ocupadas por nameros sobre los que no hay
ninguna limitacion: pueden ser nulos o no, iguales a 1 o no.) Esta matriz es del mismo
orden que A; notemos como es: sus dos primeras columnas son las dos primeras
columnas de la matriz identidad Iy, su tltima fila tienc nulos todos los términos, y
los términos restantes pueden ser numeros cualesguiera. Las columnas coincidentes
con las de la matriz identidad son tantas como marca el rango: dos en este caso, y la
cantidad de filas con los términos nulos son tantas como marca la diferencia entre ¢l
namero de filas de la matriz y ¢l rango: 3 — 2 = 1 ¢n esle caso.

En primer lugar, tratamos dc llegar a una matriz cuyos términos de la primera
columna sean 1, 0y 0 (dicho de otra forma: cuyo primer vector columna sca (1,0,0)).
Lo primero que hacemos es procurarnos un 1 en la posicion (1,1), donde ahora
hay un 0, y una forma de conseguirlo podria ser esta: primero, intercambiar las
filas primera y¥ segunda, lo cual proporciona un 2 en la posicion (1,1}; segundo,
mutiplicar la nueva primera fila por 1/2, lo cual termina de transformar el término
de esa posicion en 1. Eslo es:

01 11y 24 60, /12 30
2 4 6 o= gy o | BRI g o1
1 0 -1 2 -1 0 -1 2 10 -1 2

Ahora nos resta conseguir que el término de posicion (3, 1) sea igual a 0, y una
forma de lograrlo es mediante una transformaciéon elemental de tipo I1T; en concreto,
nos sirve esta; Fy — F5 + F) {sumar a la tercera fila la primera). Obtenemaos:

12 3 0y 1 2 3 0
o1 1 a|ERR e 11
10 -1 2 0 2 2 2

En segundo lugar, desde la matriz que acabamos de oblener tratamos de llegar a
una matriz cuyos términos de la segunda columna sean 0, 1 y 0, pero sin que los de
la primera dejen de ser 1, 0 y 0; es decir, tratamos de llegar a una matriz cuyos dos
primeros vectores columna sean (1,0,0) y (0, 1,0). El primer paso seria procurarse
un 1 en la posicion (2,2), pero ya lo tenemos, asi que sole resta “transformar” en
nulos las términos de posicion (1,2} y (3,2). Para conseguir esto ultimo sin afectar
a la primera columna, debemos llevar a cabo sendas transformaciones de tipo III:
sumar a la primera fila la segunda multiplicada por —2 (para el término de posi-
cion (1,2)), y sumar a la tercera fila la segunda también multiplicada por —2 (para el
de posicion (3, 2)). Obtenemos:

1 2 30 1 01 =2 1 0 1 -2
0 1 1 1| fheedR g g | BsBrEIR T
0 2 2 2 D 2 2 2 000 0
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Y va hemos llegado, mediante transformaciones elementales sucesivas aplicadas a la
matriz A, a una matriz como la escrita en (2); sus dos primeras columnas son las dos
primeras colummas de la matriz identidad I3 y su dltima fila tiene todos los términos
nulos.

Lo que acabamos de hacer con la matriz A admite generalizacion. El resultado
general es este: dada una matriz de orden (n, m), de rango igual a v = 1, y con sus r
primeros vectores columna linealmente independientes, es posible obtener, mediante
transformaciones elementales (por filas) sucesivas aplicadas a la matriz dada, una de

este tipo:
1 0 ... 0 ajpq - Qi
0 1 ... 0 ) wor dom
. ¥
00 ... L a0 G . (3!
6 0 ... 0 o PR (]
- -7
090 0 0 . 0/
;: mv—r
{Los n(mMeros 4y ,_, , - - -, Ay, pueden ser cualesquiera.) Estamatriz, de orden (n, m

—como la dada—, puede describirse asi; sus v primeras columnas (lantas como el
rango) son las v primeras columnas de la matriz identidad f,; sus n — ¥ ultimas
filas (tantas como la diferencia entre el nimero de filas de la matriz dada y el rango
tienen 1odos sus términos iguales a O; y cada uno de los restantes términos, que son
los situados entre las columnas (¥ + 1}-ésima v #wi-ésima y entre la filas primera
+-ésima (es decir, los denotados por &/, s .., @), Duede ser igual a cualquier
numero; notese que estos Gltimos términos ocupan . — ¥ columnas {tantas como la
diferencia entre el namero de columnas de la matriz dada y ¢l rango).

Nota bene La matriz A que nos ha servido de ejemplo verifica las hipotesis de este re-
sultado para n = 3, m = 4y ¥ = 2, pues es de orden {(3,4), su rango es igual a 2, 1
sus des primeros vectores columna son linealmente independientes {éstos son (0,2, -1
v (1,4,0}, que no son proporcionales). Se aprecia que el ripo de matriz escrito en (2), a
cual queriamos llegar a partir de la matriz A, se ajusta al formato dado en (3). A

Quiza llame la atencidén en este resultado la exigencia de que los » primeros vec-
tores columna de la matriz de partida tengan que secr linealmente independientes
Si esto no ocurre, es decir, si los ¥ primeros vectores columna de la matriz de par-
tida no son linealmente independientes, también es posible obtener una matriz comt-
la (3) mediante transformacicnes elementales sucesivas aplicadas a la matriz de par-
tida, pero ya no podemos exigir que todas estas transformaciones elementales sean
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por filas: alguna —y quiza mas de una— deberd ser por columnas. Realmente, con
transformaciones por columnas de tipo I (intercambio de columnas) serd suficiente.
Consideremos, por ejemplo, esta matriz:

1 2 9
B=}1 2 4 |
-1 -2 1

Su rango es igual a 2, y sus tres vectores columna son (1,2, -1), (2,4, -2) vy (0,1, 1.
Los dos primeros no son linealmente independientes (ndtese que son proporciona-
les), pera el primero y el tercero si lo son. Si intercambiamos las columnas segunda
y tercera (una trans{ormacion clemental por columnas de tipo 1), obtenemos:

1 0 2
2 1 41,
-1 1 2

matriz que si tiene sus dos primeros vectores columna linealmente independientes.
Esta matriz si podra ser llevada, mediante transformaciones clementales sucesivas
exciusivamente por filas, a una matriz de la forma (3), que en este caso particular
toma este aspecto:

1 0
0 1 =«
0 0 0

moteseque n =3, m=3yr =2, conloque n -r =1y m-vr = 1) Buscamn~
primero llegar a una matriz que tenga cn la primera columna los términos 1, 0 v e

10 2 R /10 2
2 1 | EBR2E 1 g 1 o BRrPlg 1 o0
11 =2 -1 1 =2 0 1 0

A continuacion buscamos una matriz cuyos términos de la segunda columna sean 1.
1 y 0, pero sin alterar los que ya hay en la primera columna. Con una sola transtor-
macion mas terminamaos;

10 2y 1 0 2
0 1 ol EE 0o 1 0
01 0 0 0 0

Podemos decir que esta ultima matriz ha sido obtenida a partir de la matriz B tras la
aplicacién a ésta de transformaciones elementales sucesivas: la primera de ellas, un
intercambio de columnas; las restantes, transformaciones por filas.

Hemos visto, entonces, que a partir de una matriz de orden (n, m), de rango igual
ar =z |, ycon sus ¥ primeros vectores columna linealmente independicntes, puede
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cbtenerse, tras aplicarle sucesivamente ciertas transformaciones elementales por fi-
las, una matriz de la forma (3). No queremos lerminar este apartado sin fijarnos ¢n
algunos casos particulares. Cuando la matriz de partida tiene rango igual al nimero
de filas: ¥ = n, entonces resulta n — v = 0, y en la matriz (3} correspondiente “desa-
parecen” las filas inferiores que tengan todos sus términes nulos. Si, por ejemplo, la
matriz de partida es de¢ orden (2,4) y su rango es igual a 2, entonces llegamos, tras
las transformaciones elementales pertinentes, a una matriz asi:

(1 0 a3 “;4)

0 1 ay ay/

Por otra parte, cuando el rango es igual al nimero de columnas: ¥ = m, entonces
resulta m ~ ¥ = 0, y en la matriz (3) correspondicnte desaparecen las columnas de
la derecha que contengan los términos que denolamos por aj,,. . --.. dyy- Por

ejemplo, a partir de una matriz de orden (4, 2) de rango igual a 2, y tras las transfor-
maciones elementales oportunas, obtenemos esta matriz:

0
1
0
0

oD D -

Finalmente, si acontece que la matriz de partida tiene rango simultineamente igual al
numero de filas y al nimero de columnas: ¥ = n = 1 (en particular, es cuadrada), en-
tonces en la matriz {3) correspondiente desparecen tanto las filas de abajo (con todos
sus lérminos nulos) come las columnas de la derecha (con los términos denotados
por d\ i,y ---» 4rm), ¥ 10 que queda es una matriz identidad: la del mismo orden
que la matriz cuadrada de partida. Por ejemplo, si partimos de una matriz cuadrada
de orden 3 y de rango igual a 3, obtenemos, tras las transformaciones elementales
necesarias, la matriz identidad f:

1 0 0
fib={0 1 0
6 0 1

Inversa de una matriz cuadvada La inversa de una matriz cuadrada cs otra
matriz (también cuadrada, y del mismo orden que la primera) tal que el producto de
ambas, tanto en un orden como en ¢l ofro, es igual a la matriz identidad. Mas en
concreto, la inversa de una mairiz A cuadrada de orden 1 es otra matriz B, también
cuadrada de orden n, para la cual se verifica: AB = BA = I,. Consideremos, por
ejemplo, estas dos matrices:

() ()
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Podemos decir gue la matriz B es inversa dc la matriz A, pues se verifica;

N B A BT O [ B R

Nétese que también podemos decir, por la misma razon, que la matriz A es inversa
de la matriz B: son inversas una de la otra.

Cuando una mairiz cuadrada admite inversa, se dice que es invertible. No to-
das las matrices cuadradas son invertibles. Por ejemplo, una matriz nula cuadrada,
de cualquicr orden, no es invertible, pues su producto con cualquier matriz es una
matriz nula, de ninguna forma una matriz identidad. Cuando una matriz A es inver-
tible, admite solamente una inversa, que sc denota: A~'. Con las matrices A y B del
cjemplo del parrafo anterior, podemos escribir; A~' = B; y también: B ! = A,

En el texto se prueba un criterio muy importante para saber si una matriz cua-
drada dada es o no invertible: una matriz cuadrada es invertiblc si y solamente si su
rango toma el mayor valor posible (cs decir, si y solamente si su rango coincide con
su orden, que es el nimero de sus filas v también el de sus columnas). Por cjemplo,
en el apartado anterior trabajamos con esta matriz:

l 2 0
B = 2 4 1
-1 =2 1

Es una matriz cuadrada de orden 3, pero su rango es menor que 3 {(es igual a 2, cn
concreto). No es, pues, invertible: no hay ninguna matriz cuadrada de orden 3 cuyo
producto por B sea igual a la matriz identidad ;. Por el contrario, consideremos esta

matriz:
1 2 0
C= 2 2 1
-1 -2

También es cuadrada de orden 3, y su rango —como puede calcular el lector— si es
igual a 3. Estamos, pues, ante una mairiz invertible: si existe alguna matriz cuadrada
de orden 3 cuye producto por € es igual a la matriz identidad [3; tal matriz es la
inversa de €, que se denota 1,

Pero, ;como calcular la inversa de una matriz cuadrada de la cual sabemos que
es invertible? Las transformaciones elementales nos proporcicnan un procedimiento
para este calculo. Recordemos —del apartado anterior— que a partir de una matriz
se puede llegar, mediante transformaciones elementales sucesivas, a una matriz de
la forma (3) (cf. p. 168). Si la matriz de partida es cuadrada e invertible, entonces
su rango coincide con el nimero de sus filas y con el numero de sus columnas, v la
matriz de la torma (3} que correspondc en este caso —recordemos lo visto al final dcl
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apartado citado— es la matriz identidad del mismo orden que la matriz de partida.
Es decir: mediante transformaciones elementales sucesivas aplicadas a una matris
cuadrada invertible, ¢s posible obiener la matriz identidad. En el texto se prueba
un resultado gue nos proporciona el método buscado para calcular la inversa: las
mismas transformaciones clementales sucesivas, v en ¢l mismo orden, que permiten
obtener la matriz identidad a partir de la matriz invertible permilen a su vez obtener
lainversa de la matriz a partir de la matriz identidad. Mas concretamente: si A €5 una
matriz cuadrada de orden n, invertible, puede obtenerse la matriz identidad I,; (la del
mismo orden que A) a partir de A mediante transformaciones elementales sucesivas,;
estas mismas transformaciones, en el mismo orden, se aplican ahora sobre [, v obte-
nemos como resultado precisamente A~'. A modo de ejemplo, calculemos la inverse
de la matriz C del parrafo anterior. Lo primero que debemos hacer es aplicar trans-
formaciones elementales succsivas a la matriz € hasta obtener la matriz identidad /
(la del misme orden que C).? Qbtenemos en la primera columna los términes 1, 0y 4
tras dos transformaciones elementales;

1 20 L2y 120
2 2 | BRI g g [ BB o2 g
-1 -2 1 -1 -2 1 0 01

oblenemos en la segunda columna los términos (), 1 y 0 {sin perturbar los de la
primera) con dos transformaciones mas:

1 2 0 1 2 0 1 0 1

b — | {21 F —F =-2F
0 -2 1|Bz=R L g | BERZER e 1 12
0 0 1 0 0 1 0 0 i

y, finalmente, obtenemos la ultima columna con los términos ¢, ¢ v 1 {sin variar la-
dos primeras) con otras dos transformaciones mas:

1 0 1 1 0 0 {100
0 1 12| BB By oy BeRER LG g,
00 1 00 1 00 1

v va hemos llegado a la matriz tdentidad /4. A continuacién, debemos aplicar esta-
mismas seis transformaciones elementales, y en el mismo orden en el que las hemo-
ido obteniendo, a la matriz identidad /4. La matriz a la que finalmente llegaremos~

3Netese que la matriz C tienc sus tres vectores columna linealniente independientes, pues su rang
es igual a 3; es suficiente, pues, trabajar con transformaciones por filas. Esto ocurre asi con cualquii:
matriz invertible: no es necesario trabajar con translormaciones por columnas.
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serd la inversa €' Resulta:

1 00 o 100 L oo
0 1 ol | o g o BHRE o ) g
0 0 1 D01 101
- 1 0 0y {1 1 0
G TLCRVLALTING [} WS W S e S RS '
1 0 1 1 0 1
‘ -2 1 -1 N 1 -1
_n=R B[ ) Ly o BTRIGRA (45 s g
0 L 1 -z 1

Esta nltima matriz es, como hemos dicho, la inversa de {a matriz

-2 1 -1
¢ h=|3/2 -1/2 142
1 -1/2 1

El lector puede verificar que efectivamente el producto de esta matriz por la matriz C,
en un orden vy en el ofro, es igual a la matriz identidad Iz: CC ' = C 'C = Is.

Traspuesta de una matriz Dada una matriz A de cualquier orden (1, 1), su
traspuesta, que se denota: A', es otra matriz de orden (m,#n} tal que los términos
dec sus m filas son los términos de las m columnas de A4, y los términos de sus »
columnas son tos de las » filas de A Veamoslo con un ejemplo. Consideremos esta

Ao 1 3 -1
A0 2 47
Es de orden (2,3}, asi que su traspuesta: A', ¢s una mairiz de orden (3,2). Infor-

malmente, lo que en la malriz. A son filas, en la matriz A' son columnas, y viceversa;
mas en concrelo, los términos de la primera fila de A son los términos de la primera

matriz:

columna de AY, v los términos de la segunda fila de A son los de la segunda columna
de A% La matriz A" es, pues, la que tiene como términos de su primera columna los
mimeros L, 3 ¥ —1, v como términos de su segunda columna los nimeros 0, 2 y 4:

1 0
Al = 3 2
-1 4

4Mas formalmente: la matriz A! tiene por vectores fila los vectores columna de la matriz A {en el
mismo orden), y tieme por vectores columna los vectores fila de la matriz A {también en el mismo
arden).
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Otro ejemplo. Considercmos ¢stas matrices:

.y
(1 0 2) y 0
4,

La primera es una matriz fila, csto es, con una sola fila, que se transformara en una
unica columna al trasponer; es decir, su traspuesta es una matriz columna; sus ter-
minos son obviamente los mismos gue los de la matriz fila original. Analogamente, la
segunda matriz de las anteriores, que es una matriz columna, tendrd por traspuesta
una matriz fila. Las traspuestas de las dos matrices son, respectivamente, 1as siguien-
tes:

Nota bene 41 una matriz es cuadrada, su traspuesta es otra matriz cuadrada del mismo
orden. A

En el texto figuran varias propiedades de la trasposicién de matrices. Nos interesa
destacar agui la Gltima: el rango de una matriz y el de su traspuesta coinciden. O
dicho de otra forma (gque ya apuntamaos en ¢l apartado dedicado al rango): el rango
de una matriz tamhién es igual al rango del sistema [ormado por sus vectores fila.
Este resultado tiene una consecuencia practica importante: las propiedades que ya
conocemos del rango de una matriz también son validas cambiando columnas por
filas; ¢n concrelo:

» ¢l rango de una matriz. no varia si sumamos a una fila una combinacion lineal

de las demas;”

« al eliminar en una matriz una fila, el rango no varia si tal fila ¢s igual a una

combinacion lineal de las demas, ¥ el rango disminuye en 1 si la fila no ¢s igaal
a una combinacion lincal de las demas.

Asimismo, ¢l procedimiento que describimos para calcular ¢l rango de una matriz
sigue siendo vilide si cambiamos columnas por filas y viceversa. De acuerdo con esto,
¢l rango de una matriz con una sela fila es igual a 0 si rodos sus términos son nulos,
v es igual a 1 si alguno es no nule; por ejemplo:

:

rango (0 G O)=(} ¥ rango(() -2 0 ]):1.

Y el rango de una matriz de dos filas (supuesto que no todos los términos son nulos,
lo quie supondria rango ) es igual a 1 si ambas filas son proporcionales, v ¢s igual

IEntendiendo eslas operacinnes entre fijlas rambien termino a término.
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a 2 si no lo son;% verbigracia:

1 -2 3 2 -3 .
rango | 1 6 =1 y rango 1 ] = 2.

Finalmente, para calcular el rango de una matriz con tres filas o mas, podemos inten-
lar lransformar la matriz dada en otra, del mismo orden y con el mismo rango, con
esta propiedad: una de sus columnas tiene nulos todos los términos excepto uno; 1a fila
a la que este término no nulo pertenezca se puede eliminar, disminuyendoe el rango
de la matriz en 1, y reduciendo de esta forma ¢l problema al de una matriz con una
fila menos. (Recuérdese que para una matriz de tres columnas 0 mas proponiamoes
intentar transformaria en otra que tuviera una fila con todos los (érminos nulos ex-
cepto ung, v que elimingbamos la colummna a la que este término ne nulo pertencce,
disminuyendo el rango en 1.) A modo de ejemplo, calculemos ¢l rango de esta matriz
de tres filas y cuatro columnas:

-2 0 1

=
I
[
=
-
bad

1 -1 0

Buscamos, pues, (ransformarla en otra, del mismo orden y con el mismo rango, que
tenga alguna columna con todos sus términos nulos excepto uno. Intentemaos, ver-
bigracia, que tal columna sea la cuarta. Podemos dejar la primera fila como esta
{ya tiene no nulo su término de la cuarta columna), ¥y sumamos a la segunda fila la
primera multiplicada por —1; esta operacion arroja una nueva segunda fila, de tér-
minos — L, 2, 1 y 0. A continuacion, eliminameos la primera fila v el rango disminuye
en 1. Obtenemos:

2 -2 01 2 -2 061
rangoB =rango | 1 0 1 1| =rango| -1 2 1 ¢
3 i -1 0 3 1 -1 ¢

1 1 0O
=]+rango(3 ? )=1+2=3.

La (ltima matriz que hemos obtenido, tras eliminar la primera fila, tiene dos filas no
proporcionales, luego su rango es 2. La matriz B Uiene finalmente rango igual a 3.
Quiza el Jector se haya percatado, en el calculo de] rango anterior, de que la ope-
racion que hemos llevado a cabo entre las filas segunda y primera de la matriz B
para “anular” el término de posicién (2,4} (cuyo valor original era 1) es realmente

'l a “proporcionalidad” de filas se debe entender de manera andloga a la de columnas: dog filas
son proporcionales si es posible obtener una de ellas multiplicando 1a otra por algin niimero (esto es,
multiplicando todos los términos de esta Gtima por el ntmero).
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una transformacion elemental por filas de tipo III; en concreto: F» « Fo — Fr. Ya sabe-
mos quc las transformaciones clementales por filas, y también las transformaciones
clementales por columnas, no hacen variar el rango de una matriz.

En la practica, el rango de una matriz se calcula conjugando el método gue aca-
bamos de ejemplificar con la matriz B anterior (buscar una columna con todos los
terminos nulos salvo uno} con el método va descrito en el apartado dedicado al rango
unas paginas mas atras (buscar una fila), En definitiva, esto supone *hacer ceros” en
la matriz con la avuda de transformaciones clementales de tipo 11 (tanto por filas
como por columnas), buscando las filas o las columnas con todos sus términos nulos
excepio uno; ya sabemos que cuando tengamos una tal fila o columna, podremos
reducir el problema al de una matriz con una columna menos ¢ con una fila menos.
Por otra parte, si en algiin momento del proceso nos encontramoes con alguna fila,
G con alguna columna, que sea combinacion de las demas, sabemos gue podremos
eliminarla sin que el rango varie; en particular, se pueden eliminar, sin variar por ello
el rango, las filas o las columnas gue tengan todos sus términos nulos.

Veamnos un Gltimo cjemplo de calculo de un rango, ¢l de esta matriz:

1 -1 0 3
0 1 2 1
T=11 O 2 3
2 1 6 9
O -2 3 0

[ntentemos hacer ceros en la primera columna, donde ya hay dos. Dejamoes ¢l 1 dela
posicién (1,1} como esta,” v apticamos transformaciones clementales de tipo [l para
anular los términos de posicion (3, 1) ¥ (4, 1) con las transforimaciones Fy — £ — F;
v F, « F, — 2F, lo conseguiimos:

1 -1 0 3 1 -1 0 3
0o 1 2 1 F—:T:s—;} 0o 1 2 1
1 0 2 3210 0 o2 oo
2 1 6 9 0 3 6 3
o -2 3 0 0 -2 3 0
v podemaos ecribir:
i -1 0 3 .
7
0 1 2 1 v Pl
. 0 P2 0
rango T = rango | O 1 2 0]=1+rango .
. 0 3 6 3
0 3 6 3 0 -2 3 0
0 -2 31 0 '

TOuiza se hava dado cuenta el lector de que al buscar una fila 0 una columna con rodos sus LETminos
nulos, exceplo uno, resulla mas comodo que el término no nulo sea igual a 1. Detalles como este se
aprenden poco a poco con la praclica
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después de climinar la primera filn. Pero démones cuenta de que ahora tenemos
una columna con lodos sus términos nulos: si la eliminamos, el rango no varia. Es
habitual llevar a cabo estos dos tltimos pasos de una vez: cuando ya tenemos una
columna con todos sus términos nulos excepto uno, eliminamos la fila que corres-
ponde al términe no nulo, ¥ también eliminamos la propia columng; este proceso
hace disminuir el rango en 1, ¥ nos lleva a una matriz con una fila menos y con una
columna menos. (Lo mismo se haria si, en vez de una columna, tuviéramos una fila
con todos sus términos nules salvo uno.) Esquematicamente:

1 -1 0 3
201
o [ 2 )2
rango T = rango | 0 1 2 0]]=1+rango 3 ‘(; 3
0 3 6 3 2 3 0
0 |-2 3 0 -

En esta (ltima matriz, podemos darnos cuenta de que la tercera fila es proporcional
a la primera, con lo que es posible clecir de ella que es igual a una combinacion lineal
de las demas filas; eliminandota, no varia el rango:

i g (l) I 21
rango T = | + rango 1 6 3|~ l+rango| 1 2 O
-2 3 0

-2 30

En la iltima matriz obtenida, ya tenemos una columna con todos sus términos nulos
excepto uno:

1 2
1 2
rango{ = 1 + rango 1 2] 0l=1+1+rango (_2 3).
-2 3l 0

La matriz final tiene rango igual a 2, pues sus dos filas no son proporcionales (tam-
poeco son proporcionales, por supucsto, sus dos columnas). Finalmente: rango T = 4.
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II.1

DEFINICION DE MATRIZ

1. Definicion de matriz Sea (I, +, ) un cuerpo y sean 1 y ¥ DUMCros enteros
positivos. Una matriz A con términos en K de orden {(#n,#} es una disposicion
de »n - m elementos de K ¢n forma rectangular en »n filas v m columnas, de las qu-
diremos son las filas v colummas de la matriz A.

Del elemento de # gque en una matriz A esta situado en la fila i-ésima y en lz
columna j-ésima diremos es el término de A de posicion (i, j); se le suele deno-
tar: a;;.

La notacion habitual para la matriz A es:

dan arz e 4ary - dim
dz)  dzp ... App ... Ay
A= . ’ ) ' , [
ai A2 oo A e dim
An1 Apz 0 dnj  -.. dpm

donde los términos de la i-ésima fila (1 < i < »n) son:
i1, Aya, ooy i,
v los términos de la j-ésima columna (1 € j < m) son:
A1gy Q240 vovn Apye
También se adopta la notacién:
i< m) .

A=(a,-_;-;1giﬁ.n, 1<

u

o bien (cuando no hay riesgo de confusion): A = (a;_;).
De dos matrices A = (ﬂ.ij) yB= (bl-_,-) con términos en [, ambas de orden (n, m:
diremos son iguales si:

di; =b;; paracadal si<nycadal <j<m,
y escribiremos: A = B,

Nota 56lo se define la igualdad de dos matrices cuando ambas matrices son del mismi
orden. A
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FAEEE EEEEE RSN N A E YA R AN AN EA N AN d A w A A L R R R N LI NI I IO R R

E/EMPLO 1 Consideremos el cuerpo (R, +, ). De una matriz con términecs en R diremos es una matriz
real. Tomemos » = 3 y m = 2. Una matriz real de orden {n, m) = (3,2) es una disposicion
de 3 - 2 = 6 nlimeros reales cn 3 filas y 2 columnas. Por ejemplo:

4 \’?
A=|m -1
0 142

€5 una matriz real de orden (3,2): tienc 3 filas ¥ 2 columnas. El 1érmino de A de posi-
cion (1,2), que podemos denotar a;;, es €l nimero real situado en la primera fila v en la
segunda colummna; es decir:
iy

Az =2,
El termino de A de posicion (3,2} @32, €5 el nimero real situado en la tercera fila y en la
segunda columna: 432 = 1/2.

También podemos denotar la matriz 4 de la forma:

A={ail<i<3 1<j<2).

2. Tipos de matrices  De una matriz con términos en K de orden (1, m) diremos
Matriz fila es una malriz fila. Es decir, una matriz fila es una matriz con una sola fila.
“tatriz columna De una matriz con términos en K de orden (1, 1} diremos es una matriz columna.
Es decir, una matriz columna es una matriz con una sola columna.

4 H NN N N EEE NN RS RN NN RN EE ok m ok k4 d s mEE R RN R AR EE EEEEE D N N R R I R N A N R R I N R T

EJEMPLO ¢ La matriz real:

cs una matriz fila de orden 1. 3).

Nota bene Al escribir una matriz de la forma (4) no se escribe ninguna coma; por tanto,
no hay que confundir la matriz fila, con términos reates, (l -1 0) con la terna de
nameros reales: (1, - 1,0), donde si se utilizan comas. A

La matriz real:
2

€5 una matriz columna de orden (3,1).
La matriz real:

(2)
es unamatriz real de orden (1,1), v por consiguiente es tanto una matriz fila como una matriz
columna. No se debe confundir la matriz real ( 2) con cl namero real 2,

------ L R R R R N R I R I I I I N I e e T R R R R R R R R
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Sea A una malriz con términos en k. Dc A diremos es una matriz cuadrada de
Matriz cuadrada orden #r si A es de orden (1, 1), es decir, si tiene tanto # [ilas como n columnas.
Si A es una matriz cuadrada de orden n, de los términos de posicion (1,1}
(2,23, ..., tn.n) dircmos son los términos de la diagonal principal de A.
De la matriz cuadrada de orden # gue tiene sus términos de la diagonal principal
Matriz identidad  iguales a I, ¥ sus restantes (¢érminos iguales a O, diremos es la matriz identidad. o
{o unitaria)  unitaria, de orden », ¥ se denota: I,; es deeir:

1 0 ... O
g 1 ... 0
In = :
a 0 1
EJEMPLO 3 La matriz real:

2 e 1

A=10 1/3 2

1 0 0

es ceadrada de orden 3: liene rres filas v tres columnas. Los tératinos de la diagonal principal
de Asom: 2, 1/3y (L
Las matrices identidad reales de orden 2 v 3 som:

.
_— I 0 q
L={, ] vy h=|0 1 0
O 0 1

Matriz nula De una matriz con términos ¢n K diremos es una matriz cero (o matriz nula}, .

la denotaremos: (7, si todos sus términos son iguales a 0.

MM EEEWEER ER AR g EE s pmE e mm ke A AN A I N IS EE I YN ERANN N AR Y WE kg A ddmdad kAN NS AN I ERA LA EETA Ny

\ 000
(0). {o 0 0) ¥ (u 0 0)

50N tres matrices nulas, de ordenes respectivos: (1, 5, (1,30 v (2,31

EJEMPLO 4  Las matrices rcales:

3. Matrices columma de una matriz Sca A una matriz de orden (n,m) con
Lérminos en K:
ay iz ... d1j .0 Al

[0} (2 B 5 F I © .1
A =

g tdyr ... dpj ... Upm
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Seal < j < m. Sedefine la j-ésima matriz columna de la matriz A, que se denota: 4,
como aquella matriz coelumna de orden (i, 1) cuyos Lérmines son los de la f-ésima

columna de A, Es decir:
i

azj
A, =
pj

Utilizando las matrices colummna de la matriz 4, la notacion por columnas de 4 es:

A=(AL| A | ... | Am).
Notacion Las matrices columna de la matriz identidad I, (n = 1) se denotan: Ey, Ev, ..., By

cs decir:

1 0 0

1
FJ = 1 EZ = A I 1 E‘ﬂ = '

0 0 1

ylo={E | B | ... | En). &

EEMPLO 5 Sea A la matriz con términoes en R:

2 1 0
(1Y)

l.as matrices columna primers, segunda y tercera de A son:

2 1 0]

A= (l) . Az = (1) Y A;= (1)
La matriz A sc puede escribir también: A = (A1 | Az | Ag).
EJEMPLO 6 Considercmos las matrices columna reales de orden (3, 1):
1 3 1
C=|0|, D=1 v E=[I1].

1 1 1

Con estas matrices columna podemaos formar, por cjemplo, la matriz:

cetoia-fp 1)

1

cuyas matrices columna son: A, = C, 4 = D v A3 = E. También podemos formar la matriz:

B:(C|E|D)=((l) 1 ?)
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4. Matrices fila de una matriz Sea A una matriz de orden {1, »1) con Lérminos
en K:

dyp a1 ... dim
arp ey o0 Him

i1 g2 o0 dim

i) dpz . dam

Sea | €1 < n. Se define la {-ésima matriz fila de la matriz A como aquella matriz fila
de orden (1, m} cuyos términes son los de la i-ésima Fila de A. Es decir:

(ﬂ;']. Ay ... G-:'m)‘

SiFy, Fs, ..., Fn son las matrices fila de fa matriz 4, la notacién por filas de 4 es:

-FH

Notacion Las malrices fila de la matriz identidad I, {1 = 1) se denotan: L, L., ..., L,; es
decir:

fr={1 0 0 0),L={0 1 .. 0}, Le=(0 .. 0 1),

y’

l{n:

L R R R R R R R N N L N N N N A A R A N A A I AN A I AR A

EIEMPLO 7 Dada la matriz real:

las matrices fila primera v segunda de A son

(2 v o) y {1 1 ),

respectivamente.
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EIEMPLO 8 Dadas las matrices fila reales de orden (1,4):
B={1 1 1 0), ¢={1 0 0 1) y D=(1 1 2 3),

con ellas podemeos formar, entre otras, la matriz real:

B
110
==1001
112
= 3

Al N W E NN W R B NN EEEEEENEEEEEFEEFEESEAFFYw Pl NI EEIEEFEEEFIEEYS s A EE AR I NN AAI RN ERAR P EE

5. Vectores fila y vectores columma de una matriz  5ea A una matriz con
términos en K de ovden (n, m):

iy Mz .. Ry @im

dzr  dpr ... A2y ... dam
A=

ap  aiz ... A .. Aim

anl Anpz ... Anj .. dpm

vactor columna  Seal < j < m. El j-ésimo vector columna de A, que se denota: g, es el vector de K™
cuyas componentes son los términos de la j-ésima matriz columna de A. Es decir:

a;={(aij, s, 4nj)

vectar fila Sea 1 < i < n. Fl i-¢simo vector fila de A es el vector de K™ cuyas componentes son
los términos de la -ésima matriz fila de A, es decir, es el vector: (d,), @;2,-.-, dim).

Nota No deben ser confundides matriz columna y vector columna, ni matriz fila v veclor
fila. A

EJEMPLO 9 Sea A la matriz real:

Los vecteres columna de A son los siguientes veclores de RY:
a =(1,11, a:={-L0} v a;=1{(32).

[l primer vector fila de A es el vector (1, —1,3) de R¥,

RN I I I R R R R ] AW d m E RS R NN RN ST Y TN RS Mk EEEIEEBEN R A NN
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III.2 MATRIZ ASOCIADA A UNA APLICACION LINEAL

1. Matriz asociada o una aplicacion lineal en unas buses  Sea f una apl:-
cacion lineal de K™ en K", Graficamente:

Km —yn,
Fijemos unas bases: V = (v, vo,... . Un) YW = (W), ws,...,w,), de K" y K",
respectivamente. Resumiremos la eleccion de cstas bases, graficamente, de la manera
siguiente:
v f W
KM — K"

La aplicacién Eneal f cstd completamente determinada una vez conocidas las
imagenes por f de los vectores de una base de K™ (cf. proposicion 1.7, p. 122}, por
ejemplo, una vez conocidos los vectores: f(v, ), five), ..., flvy,). Estos m vectores
quedan univocamente determinados en cuanta conocemos las n coordenadas de cada
uno de ellos en una base de K®, que puede ser, por cjemplo, la base W.

Definicion
Matriz asociada Podemos conslruir a partir de la aplicacién lineal f, elegidas las bases V de K™
una aplicacion v W de K", una matriz A de orden (n, m} de la forma siguiente: los términos de
lineal en unas la j-ésima celumna de A son las 1 ceordenadas en la base W del vector fiv;}
bases (1 < j < m). De la matriz A asi construida se dice es la matriz asociada a f, o

representante de f, en las bases V de K™ v W de K".

Obsérvese gue, una vez fijadas las bases V' v W, la matriz asociada a f en estas
bases es tmica, puesto que sus términos son las coordenadas de los vectores f{v,
(1 < j < m) enlabase W, que son unicas.

Nola hene  Una maitriz representante de una aplicacion lineal de K™ en K" es de ur-
den (n, m). Y

Dada la matriz:

an dr ... 41y ... dim

a1 Agz ... dzj ... Hzm
A= .

gl Ane2 ... Apj . dpm

de la definicion se deduce: la matriz A es la matriz asociada a la aplicacion lineal ¢
de K™ en K" en las bases V = (v, v, ..., vy ) de K™ vy W = {w,w,, ..., w,) de K"
precisamente si, en los vectores de la base V, f se comporla de la forma:

flog=ayw ~asws+ - +ap,w,, l<jsm. {3
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Dada la matriz A, y fijadas en K™ y K" las bases V y W, respectivamente, sabe-
mos gue existe una unica aplicacion lineal f de K™ en K" que verifica (5) (cf. pro-
posicion 1.7, p. 122). En consecuencia, dada una matriz con términos en K de or-
den (n, mt}, y fijadas unas bases en K™ y K", existe una tinica aplicacion lineal de K"
en K" tal que su matriz asociada en las bases fijadas es la matriz dada.

Debemos observar que si W cs la base canénica de K", ¢s decir:

W= (ei-eal"'leﬂ)v
cntonces:
Flv,) =a e +az€ + - +aQpiey ={Q1,8z2j,....any) =&, 1<jsm,

donde a, es el j-ésimo vector columna de la matriz A. En otras palabras:

“'atriz asociada Si la base seleccionada en el espacio de llegada es ia candnica, entonces los vec-
.uando la base tores columna de la matriz asociada a la aplicacién lineal son las imdgenes de los

zn el de llegada vectores de la base del espacio de partida.
¢s la candiica

EJEMPLO 10 Consideremos la aplicacion lineal de &* cn R? definida por la expresién:
Jlxp xa) =lx + x0,2x) - 3xa,x2).

Sean Be = {{1,0),{0,13) vy Bj- = {{1,0,0),(0,1,0},(0,0, 1)) las bases canénicas de R" y R4,

respectivamente, Graficamente:
B

Ko
{'_’ f R.ﬁ_

®
Determinemos la matriz A asociada a f en las bases Bc y B
la matriz A es de orden (3,2), y se verifica:
« Los términes de la primera columna de A son las coordenadas en la base By de la
imagen por f del primer vector de la base Be; es decir, las coordenadas en B;- dcla
imagen por f de (1,0}, Se¢ tiene:

FOLO) = 01,2,00 = 141,0,0) + 2(0,1,0} + 0(0,0, 1,

y por tanto la primera matriz columna de A es:
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« Los términos de la segunda columna de A son las coordenadas en la base B de la
imagen por f del segundo vector de la base Be; es decir, las coordenadas en B dela
imagen por f de (0, 1), Se tiene:

S10,1y =(1,-3,1) = 1¢1,0,0} + (~3)(0,1,0) + 1{0,0, 1},

y por tanto la segunda matriz columna de 4 es:

1
A.z = - ? .
1

En consecuencia, la matriz asociada a f en las bases candnicas Be v B, —o, simplemente, la
matriz asociada a £ en las bases canonicas— es:

A=(Ar | Az) = (i —:l;)

0 1

Puede observarse que, al estar considerando en el espacio de llegada B* 1a base canénica, los
vectores columna de la matriz 4 son las imagenes de los vectores de la base B de B2:

FLO=01.200=a, v f0,1)=1(1,-3,1})=a..

Consideremos ahora las bases B = ((1,1),(1,0)) de R%, ¥y B = {{1,1,1),(1,0,0),(0,1, 0t
de R*. Graficamente:

-

B)
R
Hallemos la matriz € asociada a f en las bases By B,
La matriz C, al igual que la matriz A, es de orden (3,2):
+ Los términos de la primera columna de C son las coordenadas en la base B’ de la imagen
por f del primer vector de la base B; es decir, las coordenadas en B’ de la imagen por ¢
de (1,1). Se tiene:

FLD =42, -1,1) = 1{1L L 1) + 141,0,0) + (=2)(0, 1,0,

y por tanto las coordenadas de f(1,1)en 8 son: 1, 1y —2, v la primera matriz columnsa

de C es:
1
¢ ( 1).
-2

» Los términos de la segunda columna de € son las coordenadas en la base B’ de la
imagen por f del segundo vector de la base B; es decir, las coordenadas en B de la
imagen por f de (1,0}, Se tiene:

JiL,0) =1(1,2,00=0{1,1, 1)+ i{1,0,0) + 2(0,1,0),
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y por tanto las coordenadas de £(1,0) en B' son: 0, | v 2, ¥ la segunda matriz columna
de C es:

En conclusién, la matriz representante de f en las bases By B’ es:

1 0
C= (C[ | Cg) = 1 1
-2 2

Se observa que A # . La matriz asociada a una aplicacién lineal depende de las bases

escogidas.

EJEMPLO 11 Consideremos una aplicacion lineal f de R™ en R, es decir, una forma lineal sobre R™. §i A
es una matriz representante de f, entonces A tiene que ser de orden (1, m), esto es, si una
matriz esta asociada a una forma lineal, entonces es una matriz fila.

Por ejemplo, consideremos la forma lineal sobre R¥ dada por la expresion:

Fix), xa,x3) = X1 — Xp + 2X3.
La matriz fila 4 asociada a f en las bases canonicas es la que ticne por términos:
£11,0,0), £10,1,0), £10,0,1),

esdecir:A:(l -1 2)‘

Un caso | Propaosicion .} Sea f una aplicacién lineal de K" en K", y consideremos cn el
particular con | espacio vectorial K* la hase W = (wq,w-, ..., wy),; gréficamente:
una matriz

o I F w
unitaria KA —

K".

Si In matriz asociada a f en las bases W y W es la matriz unitaria I,,, entonces Ia
aplicacién f es la aplicacion identidad de K™,

Demostracion Sea 1 < f < n. Como la matriz asociada & f en las bases W y W es la
matriz I, las coordenadas del vector f{w,) en la base W son:

0,....,0,1,0,..., 0 (con 1 en el lugar 1-ésimo),
que son los términos de la {-ésima columna de I,,; por tanto:
Fw)=0w;+-«+ 0w, + 1w, + 0w,y + -+ + 0w, =w,.

Es decir: fiw;) = w,. 1 € { £ 1, y en consccuencia la aplicacion lincal f coincide con
la aplicacidn lineal identidad de K* en una base de K" {la base W). De la proposicion 1LY
icf. p. 122) se deduce que la aplicacion f es la aplicacion identidad de K. ARAN A
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EJERCICIO 1 Sea f la aplicacion lineal de R* en R* definida por la expresion: fix;, x;) = (x1,x7 + x2). I
claro gue f no es la aplicacion identidad de R®, pues por cjemplo: f{1,1) = t1,2) = (1,
Encoatrar dos bases B v B’ de R de forma que la matriz asociada a f en las bases B y B' sea

A

2. Aplicacion lineal canonicamente asociada a una matriz ~ Sca A una ma-
triz de orden (n, m) con términos en K. Se verifica que existe una tnica aplicacion
lineal de K™ en K™ tal que A es su matriz asociada en las bases canénicas (B¢ de K"
y B{- de K™}, y tal aplicacion verifica quc Ia imagen del vector ¢; de la base canonic..
de K™ es igual a} j-ésimo vector columna de A:a;, {1 < j < m).

Definicion
Aplicacion fineal Dada una matriz A de orden (1, ) con términes en K, definimos la aplicacién
canonicamente lineal canénicamente asociada a la matriz 4, y la denotamos: A, como la (nica
asociada a una aplicacion lineal de K™ en K” cuya mairiz asociada en las bases canonicas de K™
matriz y K" es A. Graficamente:
B¢ B
KA
== m).
e; ———— 4,
Notacion Para denotar la aplicacion linecal canénicamente asociada a una matriz utilizar.-
mos la misma letra que designa la matriz, pero en tipo caligrafico. Por ejemplo: A vy .-
a By B. A
De la proposicion (111 (cf. p. 187) se deduce;
Aplicacion lineal La aplicacion lineal de K™ en K" canénicamente asociada a la matriz identidad I,,,
candnicamente es decir: 1y, es la aplicacion lineal identidad de K".

asociada a la
matriz identidad

EJEMPLO 12 Dada la matriz recal:

calculemos la aplicacion lincal canonicamente asociada a B.
La aplicacion lineal candnicamente asociada a B sera la aplicacion lineal B de B en 7-
que en la base canonica de R (e, e., e,), 5e comporta de la sigujente manera:

Bie b =b,, Blesi=b v Bles) - by,
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I1.3

Adicion de
rmatrices

siendo b, b v b, los vectores colunmina de la matriz B:
b, - (1,0, b:s=1(12) v b,=(3N
Si{x7,x2,x4) es un vector de R, entonces:

Bix), x,x3) =Blx e + xze, + x3€3) =x;Ble;) + xaBlex) + x:Bte;)

=x{1,00 +x2(1,2) + x3(0,3) = {2 + x2,2x0 + 3x3);
es decir, la aplicacion ‘B es la aplicacion lineal de R? en B? siguicnte:

(2. X2,X3) € R — (X + X2,2X2 + 3X3) € 2.

T L R R N A R N N N I RN N RO ) AN @ E BN AN NN EYEEyEEmmsbAEEEE R

EL ESPACIO VECTORIAL M, (K)

1. El conjunto N\, (K); adicion de matrices y multiplicacion de un escalar
por una matriz Dados un cuerpo (K, +, -} ¥ unos numeros enteros positivos #n
y m, con la notacion:

My (K),

se designa el conjunto de las matrices de orden (n, m) con términos en K.

Definicion

Sean A y B dos matrices de Ny, (K):
A=(ayl<isnl<jsm) vy B={hii<ismlsjsm).
Se define la suma de A v B, v sc denota: A + B, como la matriz de My, (K}

A.;_B:(a“-i-bij;].-ﬁ.f%n,].ﬂj%m.).

Fs decir, A + B es la matriz que resulta de sumar los términos de la misma posicion
de A v B.

Fs sencillo comprobar que la adicién de matrices articuia el conjunto My, (K)
como grupo abeliano. El clemento neutro de (M, (K}, +} es la matriz nula de or-
den (n,m), y el opuesto de una matriz A de Mnm(K), que se denota: — A4, es la
matriz cuyos términos son los opuestos de los términos correspondientes de A, ¢s
decir, 51 A = (a,-.;). cntonces:

~A=(-aiplsisnl<jsm),

Nota bene La suma de dos matrices se ha definido Gnicamenle cuando ambas matrices
son del mismo orden. A
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EJEMPLC 13 Consideremos ¢l conjunto de las matrices reales de tres filas y dos columnas, es decir. «

conjunto M (R},
1 0 -2 1
A= (—l 2 y B= ( 0 -
3 4 11

Las matrices:
son elementos de MMy (RE). La sumade 4 v B es:
1 0 -2 | P+ (=2} 0+1 -1 1
A+B-|-1 2|+ 0 2= -1+0 2+2|=]-1 4|.
3 4 1 1 3+1 4+1 4 A
La matriz opuesta de A es:
-1 0
-A = 1 -2].
-3 -4
El clemento neutro del grupo (Ma={R), +) es:

o 0
O=|(0 0].
o 0

Y PN FFYE N FEE FE Y EE NS EEEEEENNFAAEERRN EEAaw P R LR

%]

IE R R R LR R R R T RN TR

Definicién

Multiplicacién de Sea A una matriz de My (IK):
un escalar por
una matriz A= (ar‘_lf; l<i<n, .lé_]ém)‘

¥ sea A un elemento de K. Se define el producto de A por A, que se denota: AA,
como la matriz de M, (K}:

('\A:(?\aij;lsién,lsjsm).

Es decir, la matriz AA es la matriz cuyos términos son los de 4 multiplicados por A

Se puedce comprobar facilmente que la adicidn de matrices v la multiplicacic:
de matrices por los clementos de K articulan cl conjunto My, (K) como espacr
vectorial sobre el cuerpo K.

EJEMPLO 14  Si Ay B son las matrices de My (R) siguientes:

10 -2 1
A:(—l 2| v B=| 0 2|,
3 4 11
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entonces:
-2 1 3-¢-2) 3-1 -6 3
38=3| 0 2|=[ 3-0 3-2|=| 0 &,
L1 3.1 3.1 303
y
10 (~1)-1  (-1)-0 -1 0
(—-l}A=[—]}(—l 2| ==y (=11 (=n-2|=| 1 -2]=-a
3 4 (-1)-3  (=1)-4/ \-3 -4
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l.a matriz
::z0iada {en unas
caseshala suma
de dos
aplicaciones
reales es suma
de fas matrices
asaciadas
cwrrespondientes

Sean f ¥ g dos apiicaciones lineales de K™ en K". Fijemos
G Ut W = (w,wo, . wy), de KT y KP, respectiva-

Proposicion L2
unas bases: V = (v, v;,..
mente; graficamente:

SIS

51 A v B son las matrices de orden (n, m) asociadas en las basesV vy W a f yvag,
respectivammente, entonces la matriz asociada en las bases V v W a [a aplicacion
lineal f + g eslasumade A vB: A+ B.

Demostracion Pongamos:

m) v B:[_b,_,-;lsfan,lsjsm].

#

A= (a,_,; l=isan, 1lsf

Por ser A v B las matrices asociadas en tas bases Vv W a f y a g, respectivamente, para
cada ] = j < m se tiene:

Flujy=aw +apwa + o el wy Y GHU ) = byw 4 baws + - 4 by,

de lo que se deduce:
(F+ghvd = flop) ~givgh = (ay; + bylw, + ldeg + b dwe + - - - 4 (dgy + By

{1 = j = nv);ycomo los términos de la j-ésima matriz columna de la matriz asociada a f + g
en las bases V' y W son las coordenadas en la base W del vector (f + g)(v,), csta matriz

columna es:
ayy - by

Qg+ by

Qo+ by

que coincide con la f-ésima matriz columna de 4 + B.
En conclusion, A + B es la matriz asociada a la aplicacion lineal f + g en las bases ¥V y W,
.
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La matnz |Proposicion 1113 Sea f una aplicacion lineal de K™ en K", Fijemos unas bases
asociada fenunas |V = (v, Us,. .. . Ua) VW = (W), wa,... wy), de K" y K?, respectivamente; grafi-
bases) al | camente:

producto de un K‘m S [:-ln.
ascalar por una
apl. lin. es igual
al producto del
escalar por la
matriz asociada a
la apl, lin.

Si A o8 la matriz de orden (n, m) asociada cnlas bases V y W a f, y A es un elemento
de K, entonces la matriz asociada ot las bases V y W a fa aplicacion lineal A f es vi
producto de A por A: AA.

Demostracion Pongamos 4 = (a._,; 1<is<n l<js< m). Como -t es la matriz asociac.
a fenV y W, setiene: flv,) = a,,w) +a,w.: +---+a,wy, paracadal < j = m, Er
consecuencia:

AfHY) = A1) = Aay,w + Adawa + - + Ay, oy,

y por tanto la j-ésima matriz columna de la matriz asocdiada a Af en las bases Vy W es:

Ady,;
,\a;,

;’\d;;;‘

la cual coincide con la f-ésima matriz columna de la matriz AA. En conclusion, la matr:.
asociada ¢n las bases V y W a la aplicacion lineal A f es AA. v
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EJEMPLG 15 Dadas las aplicaciones lineales f y g de &F en R* definidas por:
JX X xz) = (x) + X2+ X3,20 —X1) ¥y glx), X0, X3) = (X2 + X4, +X2),

hallemos las matrices asociadas en las bases candnicas a las aplicaciones: f+g, 2gv f - 2o
Las matrices asociadas a f y a g en las bases canonicas son:

11 0011
A=(2 -1 0)’B=(1 1 0)'

respectivamente, como ¢l lector puede comprobar lacilmente. De las proposiciones NE2 y ]I
{cf. pp. 191y 192, respectivamente) se deduce que las matrices asociadas en las bases canon
cas a las aplicaciones lineales f + g, 2g v f — 2g son, respectivamente, las siguientes:

111y {01 1y (12 2
"“B'(z -1 [l)+(l 1 o)z(a 0 0)‘
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111.4

| producto de
dos matrices

2. Relacion entre los espacios vectoriales L™ K1y My, (K) La siguien-
te proposicién resume la relacién existente enre las aplicaciones lineales vy las matri-
ces.

Proposicion 1H.4 Los espacios vectoriales: L{KK"M, K") y My (K), ambos sobre

el cuerpo K, son isomorfos,

Demaostracion Definimos una aplicacion: L{K™ K"} ;M,,m(l‘r&), de la siguiente
manera: dada una aplicacion fineal f de K™ en X7, es decir, un elemento de SO, K", Y ()
es la {inica) matriz de orden (#, n1) asociada a f cn las bases candnicas de K™ y K7,

La aplicacion Y es lineal. Sean f v y dos aplicaciones lineales de ¥ en K%, Si A es la
matriz asociada a f en las bases candnicas, es decir: A = Y{f), ¥ B es la malriz asociada a g
{también en las bases canonicas), esto es: 8 = Yig), entonces de la proposicion 1IL2 (cf. p. 181}
se deduce que la matriz asociada & f + g en las bases canonicas —gquees Y{f - gl—es A - B:
Yif+g)=A+8 =Y(f)+ Yig) SiAesunescalar, de la proposicion 1112 (cf. p. 181)
se deduce que la matriz asociada a la aplicacion lineal Af en las bases canodnicas es AA:
Y{AF) = AA =AY (). En conclusion, la aplicacion ¥ c¢s lincal de L (5™, K"} en My, (K).

la aplicacion ¥ es bivectiva. Dada una matriz A de orden {2, m} con lérminos en [, es
decir, un efermento de M, KD, la aplicacion lineal candnicamente asociada a A: A, es la tnica
aplicacion lineal de K% en K cuya matriz asociada en las dases canénicas es A. Esto es: A
es el (nice elemento de (K™, K™Y que verifica que su imagen por Y es igual a A: Y{A) = A,
En consecuencia, ¥ es biyectiva.

Al ser la aplicacion Y lineal y bivectiva de L(K™,K™) en My, (K}, es un isomortismo, y
por tante los espacios vectoriales L (K", K") v M, (K) son isomorfos. AR

PRODUCTO DE MATRICES

1. Definicion del producio de matrices  El producto de dos matrices se define
de esta forma:

Definicion
Si A v B son dos matrices con términos en K de ordenes (n, m) y (m