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PRESENTACIÓN

En los capítulos que comprende este texto se exponen los instrumentos matemáticos 
básicos del Álgebra Lineal, así como una introducción a las sucesiones de números 
reales.

A  q u i é n  vil d i r i g i d o  e s t e  t e x t o  Este manual está dirigido, principalmente, a los 
estudiantes de la asignatura de M a t e m á t i c a s  i  del Grado de Administración y Direc
ción de Empresas en la UNED. Está escrito pensando en estudiantes a  d i s t a n c i a ,  los 
cuales deben tener a mano la información más completa posible sobre la asignatura. 
Pero, precisamente por este motivo, pensamos que podría ser útil también para estu
diantes presenciales que necesiten algún libro en el que consultar estos temas.

C o n t e x t i u i i i z a c i ó n  d e  l a  u s i g n u t u r u  e n  l a  m a t e r i a  En el plan de estudios 
actual, la asignatura de M a t e m á t i c a s  i , que es la primera de la materia de Matemáticas 
en el Grado de ADE, se estudia en el primer cuatrimestre de primer curso. Habrá 
dos asignaturas más: la siguiente - M a t e m á t i c a s  I I —  en el primer cuatrimestre de 
segundo curso, y la tercera y última - M a t e m á t i c a s  I I I —  en el primer cuatrimestre de 
tercer curso.

En lo que a contenidos se refiere, la asignatura de M a t e m á t i c a s  I  es una pre
sentación de los conceptos y las técnicas básicos del Álgebra Lineal, y una introduc
ción a las sucesiones de números reales. Las siguientes asignaturas estarán dedicadas 
a presentar contenidos de Análisis Matemático, con funciones de una y varias varia
bles, incluyendo integración, y de otros temas como los Sistemas Dinámicos. Los 
contenidos de M a t e m á t i c a s  I  son, pues, necesarios para el estudio de las restantes 
asignaturas de Matemáticas, aunque también encuentran aplicación directa en otras 
materias del Grado.

l i s t r u c t u r a  d e l  t e x t o  El texto tiene cinco capítulos, y so completa con dos apéndi
ces. Los cuatro primeros capítulos son los propiamente dedicados al Algebra Lineal: 
espacios vectoriales, aplicaciones lineales, matrices y sistemas de ecuaciones linea
les; el quinto, presenta las sucesiones de números reales. En cuanto a los apéndices.
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el prim ero recoge varios tem as de carácter prelim inar: conjuntos, aplicaciones, ope

raciones y  polinom ios, de los cuales el lector debería tener un conocim iento al menos 

introductorio. El segundo apéndice presenta los determ inantes, de los cuales no se 

hace uso para estud iar sistem as de ecuaciones lineales.

Requisitos p revios  Los contenidos de M atem áticas habituales de un Bachillera

to (con orientación a ciencias, ingeniería, o ciencias sociales) son m ás que suficientes 

para poder abordar esta  asignatura. Tam bién son  perfectam ente adecuados los con

tenidos de la asignatura de Matemáticas1 del Curso de A cceso Directo a la Universi

dad, para M ayores de 25  Años, que im parte la propia UNED.

Cóm o leer este texto Cada uno de los cinco capítulos em pieza con una am plia 

introducción. Recom endam os al lector leerla con detalle, pues presenta, de m anera 

m enos formal que el texto principal, los contenidos básicos del capítulo que intro

duce, a la vez que en fatiza lo m ás im portante, insiste en lo m ás difícil, y da idea del 

alcance de exigencia de la materia.

Tras la introducción, el cuerpo principal del capítulo incluye todas las definiciones 

y  resu ltados exigidos, acom pañados unas y  otros de ejem plos de distinta dificultad 

para ilustrar su uso y aplicación. A  lo largo de este  cuerpo principal, se incluyen ejer

cicios propuestos, cuya resolución se presenta al final del capítulo. Estos ejercicios 

son de dos tipos: algunos, los m enos, buscan  que el lector se  ejercite en alguna téc

nica; otros, los m ás, proponen al lector la dem ostración de algún resultado adicional. 

Del prim er tipo son m enos porque ese com etido se deja a los ejercicios y problem as 

del texto coresponcliente;2 los segundos, por su  parte, se pueden considerar, a modo 

de Actividades Com plem entarias, para am pliar formación.

Finalmente, cada capítulo termina con una recapitulación de todo lo visto en su 

desarrollo, tanto definiciones com o resultados. Estas recapitulaciones pueden ser 

m uy útiles com o “ fichas" de consulta rápida y  referencia.

Sobre los autores  Los autores, los profesores Emilio Prie to  Sáez y Alberto 
A. Á lvarez López, llevan trabajando muchos años en asignaturas de la materia de 
Matemáticas para la Economía y  la Administración y Dirección de Empresas, con la 
metodología a distancia, y son autores, tanto por separado como en colaboración, de 
varios manuales sobre estos temas.

Agradecim ientos  Los autores querem os dejar constancia de nuestro agradeci

m iento a los tutores y  com pañeros de los equipos docentes de las asignaturas del

1 Hasta el curso 2008-2009, esta asignatura se llamaba Matemáticas Especiales 
-Cf. Problemas Resueltos.
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INTRODUCCIÓN

D e fin ic ió n  d e  e s p a c io  v e c t o r ia l  El lector se encontrará al inicio de esta sección 
con la definición general de espacio vectorial sobre un cuerpo. Un ejemplo sencillo de 
espado vectorial sobre un cuerpo lo constituye el conjunto IR2 de los pares ordenados 
de números reales sobre el cuerpo IR. Los elementos de este conjunto son de la 
forma: i a , b ) ,  con a y  b números reales. Por ejemplo:

(1.-3) e K2. ( i . o )  e n 2, 4 e R2.

Sobre el conjunto l 2 se define una operación, la adición, de esta manera:

(xt,x2) + (yi.p-b) = U'i +yi,x-> + y 2)

(para cada (x i,x 2) e IR2 y í y i . y j )  e  IR2). Por ejemplo:

( 1 . 3 )  +  ( - 1 ,  1 / 2 )  =  (1 +  ( - 1 ) . 3  +  ( 1 / 2 ) )  =  ( 0, 7 / 2 ) .

Esta operación satisface las siguientes propiedades:
• es asociativa, es decir, cualesquiera que sean los pares ordenados de números 

reales ta ,b ) ,  (c , d ) y ( e , f ) ,  se verifica:

( a , b )  + [ ( c . t í )  + i e , f ) }  = [ ( a > )  + i c , d ) ]  +  i c . f ) ;

•  posee elemento neutro: el par (0,0), lo cual significa que la suma de cualquier 
par ordenado (a,b> con (0,0) da como resultado el mismo par (u, b),  esto es:
(a , b ) -e (0 ,0) =  (a ,b y ,

• es simeirizable: cualquiera que sea (a, b) e IR2, existe un elemento de R2, pre
cisamente < - a ,- b )  —del que se dice es el opuesto de (a ,b ) — , que sumado 
a (a, b)  da como resultado el elemento neutro: (u, b )  + (-a, - b )  =  (0,0);

• es conm utativa: cualesquiera que sean i a , b )  e  R 2 y ( c , d)  e  R2, se tiene: 
t a , b)  -  tc , d ) =  (c . d i  + t a. b) .

La comprobación de estas propiedades es inmediata. Por verificarlas, se dice que la 
adición articula el conjunto R2 como grupo abeliano .1

Por otra piule, también se define una operación externa sobre R2 para el cuerpo i ,  
de esta manera:

A(xi,x2) = (Axi.Axj)

(para A e R y (x i,x 2) e IR2). Por ejemplo:

3 ( 2 , - 4 )  =  (3 - 2 , 3  • ( - 4 ) )  =  ( 0 , - 1 2 ) ,  - 2  = { - l , - 2 U 2 ) .

Esta operación externa satisface las siguientes propiedades:

1 P u e d e n  c o n s u lt a r s e  m á s  d e t a l le s  s o b r e  o p e ra c io n e s , y  e n  p a r t ic u la r  s o b r e  g r u p o s ,  e n  e l a p é n d ic e  A .
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• es asociativa en los elementos de R: cualesquiera que sean los núm eros reales A 

y  ¡j y el par ordenado de núm eros reales (a, fi), se verifica:

A ( i¡ (a ,b )) = (A p )(a ,fi);

•  es distributiva respecto de la adición de números reales: para cada núm ero real A 

y cada núm ero real p, y  cada par ordenado de núm eros reales (a,b),  se  tiene: 

(A +  p )(a ,b ) - A (a ,fi)  + p{a,b);
• es distributiva respecto de la adición de vectores: para cada A de (R, y para 

cada (a , fi) y  cada ic ,d )  de ! 2, se verifica:

A ((a ,fi)  + (c ,d )) -  A (a ,fi)  + A (c,d);

•  es neutra para el número real 1 :  para cada (a , b) e  R2, se tiene:

= (a,fi).

Tam bién es inm ediata la com probación de estas cuatro propiedades. A firm ar que 

el conjunto IR2, dotado de la adición y  de la operación externa recién definida, es 

un espacio vectorial sobre el cuerpo IR significa afirm ar precisam ente que, dotado 

de la adición, es un grupo abeliano, y  que la operación externa satisface las cuatro 

propiedades anteriores.
En lo sucesivo, cuando nos refiram os a R2 estarem os pensando en el espacio vec

torial sobre R. En este contexto, a los elem entos de ! 2 los denom inarem os vectores; 

a los de R, escalares.
También consideram os el conjunto R 3 de las ternas ordenadas de núm eros reales, 

cuyos elem entos son de la form a: (a, fi, c), con a, fi y  c núm eros reales; por ejem plo:

( 1 , 2 , 0 )  e  i 3, ( - 2 ,  — 1 , 7T) e  R 3, ( 2 , - 3 )  « r 1.

Asim ism o, consideram os el conjunto R4 de las cuaternas ordenadas de núm eros rea
les: (a ,b ,c ,d ), con a, fi, c y d  núm eros reales; y  el conjunto R ’ de las quíntuplas; 
y, en general, el conjunto R "  de las n-uplas de núm eros reales (n > I ). Observem os 

cóm o son los elem entos de IR":

(x ¡ ,X 2, ... ,x „ ) ,  c o n x j ,  X 2 , . . . ,  x „  núm eros reales.

Sobre el conjunto IR" (para cualquier n »  1, lo cual engloba en particular los 

nom brados R 3, IR4 y  R 5), se  define, mutatis mutandis, una adición y  una operación 

externa para el cuerpo R com o lo hem os hecho sobre IR2, y  se  com prueba que estas 

operaciones articulan R "  com o espacio vectorial sobre R. A  partir de ahora, siem pre 

que tratem os el conjunto IR" estarem os autom áticam ente pensando en el espacio
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vectorial sobre IR, y  llam arem os vectores a su s elem entos y  escalares a los elem entos 

de IR, com o com entam os para el caso de R 2.

Querem os observar que, aunque el texto trata los espacios vectoriales en general, 

la experiencia nos m uestra que, al m enos en lo que se  refiere al nivel exigible a un 

estudiante de ADF., el m anejo prácticam ente exclusivo de los R "  es m ás que suficiente 

para com prender los conceptos y  las propiedades m á s im portantes de los espacios 

vectoriales .2 Adem ás, en ningún caso m anejarem os —para espacios vectoriales— un 

cuerpo que no sea IR.

Finalmente, querem os en fatizar al lector la definición de componente de un vec

tor: si ( « i ,  « 2 .........« „ )  es un vector de R '\  direm os que su prim era com ponente es « 1;

que su  segunda com ponente es « 2. etc.; en general, direm os que su r-ésima com po

nente es « , ( 1  < / < « ) .  Por ejem plo, para el vector ( 1 , - 3 ,  7 ,0 )  de R4, la primera

com ponente es igual a 1 ,  la segunda igual a - 3 ,  la tercera igual a 7, y la cuarta igual

a O.3

Subespacios vectoria les  Como los únicos espacios vectoriales que realm ente 

nos interesan en este curso son los del tipo IR'1 (n & 1), veam os cóm o se form ula 

el concepto de subespacio vectorial aplicado sólo a ellos. Un subconjunto F , no 

vacío, de R "  es subespacio vectorial del espacio vectorial R '1 si se  satisfacen  dos 

propiedades (que en el texto se  designan (SV1 ) y (SV2)):

<SV1 > la sum a de vectores de F  es un vector también de F; es decir, para cada vec

tor v = (v i ,V 2, . . . ,  v „ ) y cada vector w = (uq , w >, . . . ,  wn) pertenecientes a F, 

pertenece a su  vez a F  el vector siguiente:

V + IV = (IZ1, 1* 2 ,.. . ,  V„)  + (itq , U*2, —  , U>n )

=  ( t 'i +  U’ j, V¿ + w ¿  l'n + Wn)',

(SV2) el producto de cualquier escalar (esto es, de cualquier núm ero real) por un 

vector de F  es un vector también de F; o lo que es lo m ism o: para cada A e  IR 

y  cada v = (V i, vo, ■ ■ ■, v „ ) e  F, pertenece a su vez  a F  el vector:

Av = A {V i,V 2  l 'n ) =  (At’ i,A t '2, . . . ,A l 'n ) -

Es im portante señalar que si F es subespacio vectorial de R " ,  entonces F  es en sí 

m ism o un espacio vectorial con la adición de vectores y  la m ultiplicación de núm eros 

reales por vectores .4

-'Por este motivo no se hacen preguntas, en las pruebas presenciales, sobre espacios vectoriales de 
otro tipo.

'El motivo de enfatizar esta sencilla definición es la posibilidad (que efectivamente se da con mucha 
frecuencia) de que el alumno confunda componente con coordenada, concepto que surgirá más adelante.

4Técnicamente, con la restricción de estas operaciones a F.
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Podem os estudiar si un subconjunto de l ' 1 e s  subespacio vectorial o no de otra 

form a, haciendo uso de la caracterización enunciada en la proposición 1.1 (cf. p. 39). 

Ésta, para el caso de 05” , tiene este  aspecto: un subconjunto F  de IR” , no vacío, es 

subespacio  vectorial de 05” precisam ente si cualesquiera que sean los vectores v  y  w 
de F , y los escalares oí y  /•>, pertenece a F  el vector:

LYV + filV =  a (V | ,l/2, . . . ,  Vi,) +  , w->,. ■ ■, w n)

= (txt'i + pWi, CÍV2 +  fiw-y, . .  •, OÍVn + /ilU,,).

A dem ás de la caracterización anterior, vem os otras propiedades de los subespa- 

cios vectoriales. Es de destacar que el vector O es un elem ento de cualquier subespa

cio vectorial; recuérdese que, en el caso de los S5” , el vector O es el vector (0 ,0 , . . . , ( ) )  

(con n ceros). Otra propiedad m uy im portante es que la intersección de subespacios 

vectoriales es a su  vez  un subespacio vectorial.

El estudio de subespacios vectoriales particulares se inicia con los de l 2. Adem ás 

de 1(0 ,0 ) 1  y  del propio 352, se  m uestra que es un subespacio vectorial de IR2 todo 

conjunto de esta  forma:

D5(a, b) = {A(tí, b) I A €  05] , 

donde (a, b) es un par ordenado de núm eros reales. Por ejem plo:

05(1,3) =  {A( 1 , 3 )  | A e  ¡5] =  {(A,3A) | A €  05}.

O bservem os que cada vector de este  conjunto 0 5(1,3) —conjunto que es subespacio 

vectorial de IR2, com o decim os— es de esta  form a: (A, 3A) para algún A €  05. Podemos 

decir que (A,3A) es un vector genérico del subespacio vectorial 1 ( 1 , 3 ) .  Nótese tam

bién que, a  la vista  de este  vector genérico (A, 3A), podem os afirm ar que los vectores 

de este  subespacio vectorial son los que satisfacen  que su segunda com ponente es el 

triple de la prim era. ’ A sí: (2 ,6 ) , ( - 4 ,  — 12 )  o ( 1 / 3 , 1 )  son vectores de 0 5(1,3); pero no 

lo son ( 1 ,4 ) ,  ( 0 , 1)  o ( 1 / 2 ,2 ) .

Otro ejem plo: 0 5 (2 ,-5 )  =  {(2A, -5 A )  | A e  ! ¡ .  Un vector genérico de este  otro 

subespacio vectorial de IR2 es (2A, - 5 A ) , lo que puede interpretarse así: los vectores 

de este subespacio vectorial son aquellos cuya segunda com ponente es igual a la pri

m era m ultiplicada p o r - 5 / 2 .  Los pares ordenados ( 1 ,  —5 /2 ), ( - 4 , 1 0 )  o ( 2 / 3 , - 5 / 3 )  

pertenecen al subespacio  vectorial; no asi los pares ( 1 ,0 ) ,  (5, -  V 3 ) o ( 1 , - 1 ) .

Otra form a de presentar un subespacio  vectorial de IR2 es con una ecuación (una 

ecuación lineal, para ser m ás exactos). Por ejem plo, el conjunto siguiente es un su bes

pacio vectorial de 552:

F  =  ¡ (x i , .y2 ) s  K 2 | 3X| -  x» = 0 ¡ .

'0  también: son aquellos vectores cuya primera componente es igual a un tercio de la segunda.
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Sus elem entos son los vectores (x\,x<) cuyas com ponentes, x¡ y x>, satisfacen  la 

ecuación 3 x i  - x¿ = 0. Verbigracia, ( 4 ,12 )  es un elem ento de F,  pues: 3 - 4 - 1 2  =  0. 

Notem os que la ecuación 3 x i  -  x i  =  0  es equivalente a  esta  otra: x¿  =  3 x i ,  lo que 

nos permite afirmar: los elem entos de F  son los vectores cuya segunda com ponente 

es igual al triple de la prim era. Es decir, los elem entos de F  y los del conjunto IR( 1 ,3 )  

son los m ism os; am bos subespacios vectoriales son iguales.

En el texto com probam os un resultado que generaliza el caso particular anterior: 

cuando el vector (a , b) no es el (0 , 0 ) (o lo que es lo mismo: a  y  b no son sim ultánea

mente nulos), se tiene:

{(x i,X2>  e  R 2 | « X |  + bx■> = 0 } = E (~ b ,a ).

Otro ejem plo: [ ( x i ,x ¿ )  e  R 2 | -5 X |  -  2 x ?  =  0} =  R (2 , - 5 ) .  O bsérvese que si ia.b) 
fuera el vector nulo (es decir, s i (a,b) = (0,0)), entonces R (a ,fr)  se reduce al con

jun to  {(0 , 0) }; en sím bolos: R (0, 0 ) =  {(0 , 0 ) 1.

Noia Es importante señalar que la ecuación que define un subespacio vectorial de IR2 debe 
ser de la forma ax¡ + bx¿ = 0 (con a y b números reales). En particular, cualquiera de 
la forma ax¡  + bx¿ = d, con d un número real distinto de 0, no define un subespacio 
vectorial. Por ejemplo, el conjunto {(x i ,X2> e  K2 | -X | + 2 x 2 = - 2  ¡n o  es un subespacio 
vectorial de K2.0 A

A continuación pasam os a estud iar subespacios vectoriales de IR3. Los conjun

tos { (0 ,0 ,0 ) }  y IR3 son subespacios vectoriales de IR3, y  también lo son los conjuntos 

de este tipo:
R ( a ,b ,c )  = ¡A ( a ,b ,c )  | A t l | ,

donde (a ,b ,c ) es una terna de núm eros reales. Asim ism o, los conjuntos definidos 

por una ecuación, análogos al subconjunto F  de R 2 que consideram os antes, son 

subespacios vectoriales de R3; por ejem plo, es subespacio vectorial de l 3 este  con

junto:

{ (X|, X 2,X 3) e  IR3 I 2 x i  -  X 2 + 3x ;¡ = 0 } ,

form ado por los vectores ( x i .x ^ .x ^ )  de IR3 ta les que 2 x j  -  x¿ +  3x ;¡ =  0. (O bien 

ta les que: x¿ = 2x\ + 3x;j, lo que se  puede expresar con palabras así: los vectores 

de IR3 tales que su  segunda com ponente es igual al doble de la prim era m ás el triple 

de la tercera.)

La prueba de que los subconjuntos de IR3 anteriores son subespacios vectoriales 

de R3 es, mutatis mutandis, com o la del caso de R2. Sin em bargo, debem os hacer 

notar que no se verifica para l 3 ningún resu ltado de igualdad entre subespacios

eSí es, y lo veremos más adelante en este mismo capitulo, un subespacio afín.
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vectoriales definidos por una ecuación y subespacios vccloriales del tipo R ( a , f \ c ) ,  

como ocurre para ! 2 .

Queremos llamar la atención, por ser especialm ente ilustrativo, del ejemplo 10  

(cf. p. 42). Se trabaja con estos subespacios vectoriales de R 3:

f j  =  { ( X i . X j . x Q  e  R 3 I X] -  2 x> + x j  =  0 } ,

F¿ =  { ( x , , x ¿ , X 3) e  R3 I X[ =  2 x ¡ \ ,

y se dem uestra que su intersección es igual al subespacio vectorial R ( 4 , 3 , 2 ) .  Note

mos que esta intersección puede escribirse asi:

F, n F >  =  { ( X j . X j . X j )  €  R 3 I Xi  -  2 x ¡  +  x t =  0 y  x \  =  2 x ? } ,

es decir, como un subespacio vectorial definido por dos  ecuaciones.'

Finalmente, generalizam os lo visto a cualquier R M. Enfatizam os aqui, en particu

lar, que es subespacio vectorial de R n cualquiera de la forma:

[ ( X ] , X j ....... x „ )  e  R"  I f l iX]  +  a>x>  +  ■ • ■ +  a » x n =  0 } ,

d o n d e u i . t i j  a „  son núm eros reales. No  sería subespacio vectorial este conjunto

si la ecuación fuera ti iXj  -  a>x>  +  • • • +  a „ x , ¡  -  d  con d  *  0 .

S u m a  d e  s u b e s p a c io s  v e c t o r ia le s  Com ienza esta sección definiendo la sum a  

de subconjuntos de un espacio vectorial. Si A  y B son dos subconjuntos de R " 

(no olvidemos que en todo momento particularizam os a R n), su sumí? es el con

junto cuyos elementos son vectores obtenidos como sum a de un vector de A  y  otro 

de B. Esta definición se generaliza fácilmente a m ás de dos conjuntos. El ejem plo 1 1  

(cf. p. 44), de sum a de dos conjuntos, y  el ejem plo 1 2  (cf. p. 4 5), de sum a de tres, son 

suficientem ente ilustrativos.

El resultado m ás importante de esta sección es que la sum a de subespacios vec

toriales es a su vez un subespacio vectorial. El ejemplo 1 3  (cf. p. 45) es importante; 

en él se m uestra esta igualdad de subespacios vectoriales:

R< 1 , 0 , 0 )  +  R( 0 , 0 , 1 )  =  { ( x i . X j . X i )  €  R ! I x .  = 0 } ,

en la que vemos, en particular, cóm o un subespacio vectorial de R ! definido por una 

ecuación se puede expresar com o sum a de subespacios vectoriales del tipo R(u,  b, c). 

En general, cuando trabajamos con subespacios vectoriales, de lo que se trata es de

' M ás a d e la n t e ,  t r a s  e s t u d ia r  s is te m a s  de e c u a c io n e s  l in e a le s  e n  e l  c a p itu lo  IV , v e r e m o s  c o m o  r e la 

c io n a r  s u b e s p a c io s  v e c to r ia le s  d e f in id o s  p o r  e c u a c io n e s  c o n  s u b e s p a c io s  v e c t o r ia le s  d e) U p o  R(a,l’ ,c),
V n o  s ó lo  p a r a  R \  s in o  p a r a  c u a lq u ie r  R".
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relacionar subespacios determ inados por una ecuación o por varias (éstos últim os 

son intersección de los determ inados por una sola ecuación) con la sum a de subes

pacios del tipo IR (a i ,a 2, . . . , u n). Hasta el capítulo IV, cuando tratem os los sistem as 

de ecuaciones lineales, no tendrem os herram ientas suficientes para resolver com 

pletam ente este problem a; por ahora, nos debem os conform ar con estudiar algunas 

situaciones particulares, como la del citado ejem plo 1 3  o las vistas en los ejercicios 

del manual Problemas Resueltos.
Otro concepto im portante de la sección es el de independencia de subespacios 

vectoriales. Dos subespacios vectoriales (de IR") son independientes si todo vector 

de su sum a se puede obtener de form a única como sum a de un  vector del prim ero y  

un vector del segundo. La proposición 1.4 (cf. p. 48) m uestra una m anera sencilla de 

com probar la independencia: que dos subespacios vectoriales sean independientes 

es equivalente a que su intersección se reduzca al conjunto ((0 , 0 , . . . , 0 ) }.

Ln el ejem plo 1 7  (cf. p. 48), para los subespacios vectoriales de IR3 siguientes:

F¡ = (R(0,1 , 1 ) y F2 =  {(X 1 .X 2.X 3) e  R 3 | x ¡  = x¿ + X 3} ,

se prueba tienen un único vector en com ún: (0 , 0 , 0 ), con lo que se está efectivam ente 

dem ostrando que son independientes. Por otra parte, en el ejem plo 18  (cf. p. 49) 

se com prueba que la sum a F\ + F¿ es igual a IR3. Esto significa: todo vector de IR3 
se puede escribir como sum a de un vector de F\ y  un vector de F¿, y adem ás esta 

descom posición del vector en sum a de dos, uno de cada subespacio, es única.

Tam bién hablam os de suma directa, que no es más que la sum a de subespacios 

vectoriales independientes. Por ejem plo, la sum a de los subespacios vectoriales F\ 
y  F> de IR3 del párrafo anterior es sum a directa; se denota: f j  ® F i .  Y tam bién se de

fine el concepto de subespacios vectoriales suplementarios: son aquellos cuya sum a 

directa es igual a todo el espacio vectorial. Los subespacios vectoriales F¡ y  F2 de los 

que venim os hablando son suplem entarios: F 1 © F¿ =  R 3.

Term ina el apartado de independencia de subespacios vectoriales con la generali

zación (por otra parte inmediata) de la noción de independencia (y de sum a directa) 

a m ás de dos subespacios vectoriales. Es de observar, sin embargo, que la caracte

rización vista de la independencia de dos subespacios vectoriales (intersección igual 

a {(0 ,0 .........0 )}) no admite una generalización inm ediata a m ás de dos.

Lo últim o que vem os en esta sección es el im portante concepto de com binación 

lineal. A firm ar que m i vector v  (de R ")  es igual a una combinación lineal de los k
vectores « 1 , u¿  Uk (todos de R ") no es m ás que afirmar' se verifica la igualdad

v  =  tt|U| +  a¿u> +  • • • +  c<kUk para algunos núm eros reales a i ,  a i ,  . . . .  a *  (a los 

que a veces nos referirem os como los coeficientes de la com binación lineal). Dicho 

m ás técnicam ente: el vector v  es igual a una com binación lineal de los k vectores U \,
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u t, . . Uk si v es un elem ento de la sum a de subespacios vectoriales siguiente:

[RLii] -t [Ru? t- * ■ • t- [Ru^.

Por ejem plo, el vector (2 ,3 )  de M,2 es igual a una com binación lineal de los vec

tores ( 1 , 1 )  y ( 0 , 1 ), pues se tiene:

(2 ,3 )  = « ( 1 , 1 )  a- b(0 , 1 )  para a =  2 y b =  1;

los coeficientes de esta combinación lineal son a = 2 y  b = 1 . Otra form a de transm i

tir la m ism a idea: (2 ,3 )  e  IR( 1 , 1 )  + (R(0,1) .
Nótese que, sean los que sean los vectores Uj, u 2l . . . .  wj, de ES", el vector n u 

lo: (0 ,0 .........0), es igual a una combinación lineal de ellos; no hace falta más que

tomar todos los coeficientes iguales a 0:

( 0 ,0 , . . . ,0 )  = Ouj + 0 u> + ■ • • i One-

Subespacios afines  Un subespacio a fin de ÜS" es un subconjunto de IR" obtenido 

como sum a de un vector y un subespacio vectorial de ES". Si v  es un vector y  F  es un 

subespacio vectorial (ambos de ES"), el subespacio afín obtenido como sum a de ellos 

se denota: v  ■ F .8
Cuando sum am os un vector y  el subespacio vectorial j (ü, 0 , , . , ,  0) ¡, obtenem os el 

conjunto cuyo único elem ento es el vector. Cuando sum am os el vector ( 0 ,0 , . . . ,( ) )  y 

un subespacio vectorial, obtenem os este m ism o subespacio vectorial. listos son los 

ejem plos más sencillos de subespacios afines: los conjuntos form ados por un solo 

vector y  los propios subespacios vectoriales.

Para obtener más subespacios afines, no tenem os más que sum ar un vector a 

cada subespacio vectorial que conocemos, y fundam entalm ente hemos visto  dos 

tipos de subespacios vectoriales: los del tipo K ( a i , a 2, - . . , a „ )  y los definidos por 

una ecuación.15

En el prim er caso, obtenem os un subespacio afín de este tipo:

( t ’ |, l>2 , ■ ■ ■ , V „  ) + l í í J i  , a-¿...........a „ ) .

Si el vector {a  i, ■.., a n) es no nulo, de este subespacio afín se dice es una recta 
de IR".1U Por ejem plo, el conjunto ( 1 , 1 )  + R( 2 , 3 )  es una recta de K~, y  el con

ju n to  ( 0 , 1 ,  - 3 )  + IR(2, - 1 0 , 0 )  es una recta de IR8.

s L)e s u y o ,  la  n u t a c ió n  d e b e r ía  s e r  ¡ u [  +  F, p e r o  a b r e v i a m o s  q u i t a n d o  l a s  l l a v e s ,

" l i s t o s  t i p o s  “b á s i c o s ”  s o n  lo s  q u e  l u e g o  i n t e r s e c a m o s  o s u m a m o s .

M,N ó t e s e  q u e  si el v e c t o r  Ui]   a n ) e s  n o  n u lo ,  e n t o n c e s  e l  s u b e s p a c i o  v e c t o r i a l  K ( n  ¡ ,a-> a n )
n o  e s  ig u a l  al 1 ( 0 , 0 ..........0 ) 1 ,  y e l  s u b e s p a c i o  a f ín  a n t e r io r  n o  s e  r e d u c e  al c o n j u n t o  H i q ,  v> t ' e l ! .
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En el segundo caso, obtenem os un subespacio afín de este olro tipo:

( v j ,  un) + { ( x j . x i ........ x n) e  1 " I a iX i  +  a¿x¿  +  ■ • ■ + a nx n = 0 } .

Una consecuencia que se extrae del texto es que estos subespacios afines se pueden 

escribir de esta forma:

{ (x\,X2, ■ ■ ■ ,x n) e  | a i,Yi + a¿xz + ■ ■ ■ + a „x n = d } ,  (1)

donde d es un número real. (El núm ero d puede ser nulo o no; en el prim er caso, 

estaríam os ante un subespacio afín  que también es subespacio vectorial; en el se

gundo, ante un subespacio afín que no sería subespacio vectorial.) Cuando los núm e

ros a i , ctz, ■ ■ ■, a n no son sim ultáneam ente nulos, de todo conjunto de la form a (1 ) se 

dice es un hiperplano de R* . 11 Los hiperplanos de IR”  son, pues, subespacios añnes 

determ inados por una ecuación de la  form a a ¡ x i +  a¿X'¿ + ■ ■ ■ + a nx „  - d con los 

núm eros a \, a i , . • • , a n no sim ultáneam ente nulos.

A m odo de m uestra de lo dicho, en el ejem plo 33  (cf. p. 6 1)  se prueba que el 

hiperplano determ inado por la ecuación Xj -  x  ¡ =  4, es decir:

A =  { [X\,x¿,x%) e IR3 | X\ -  xa  =  4 } ,

verifica: A - (4 ,0 ,0 )  + [ ( X | ,x 2,x a )  e  R 3 | X| -  Xa =  0}.

El último concepto que se estudia en esta sección es el de combinación afín. A fir

m ar que un vector v es igual a una combinación afín  de los k vectores u i ,  u¿, ■ ■., iq 

significa afirm ar se satisface la  igualdad v  = « ¡u i  + cn¿u¿ + ■ ■ ■ + para algunos 

núm eros reales oq, a 2, • • •, oq que sum an 1 ; es decir:

V =  Ct| U\ + a>Uz +  ■ - ■ + «(.-«(: y  «1  + «2 + ■ - ■ + OÍJt =  1 .

Por ejem plo, el hecho de que se verifique:

( 1 , - 2 , - 1 ) = <a ( 1 , 0 , - l )  + b ( l , 2 , - l ) ,  para a. = 2 y  b = - 1 ,

perm ite afirm ar que el vector ( 1 , - 2 , - 1 ) es igual a una com binación afín  de los vec

tores ( 1 , 0 , - 1 ) y  ( 1 , 2 , - 1 ), pues a + b = 1 .

Sistem as de vectores  Ijn  sistema de vectores de R* es una colección finita or

denada de vectores de IR*. Escribim os un sistem a de vectores entre paréntesis, sep

arando los vectores por com as. Por ejem plo, los cuatro siguientes son sistem as de 

vectores de IRJ :

(( 1 , 2 ) , ( - 1 , 0 ) ) ,  {(0 , 0 ) , ( 1 , - 1 ) , ( 1 , - 1 )), ( (v 2 , 2 ) ) , ( ( - 1 , 0 ) , ( 1 , 2 )).

11 Si los números a\, a 2, a„ son todos nulos, el subespacio afín resulta iguai a OS” , que no se
considera un hiperplano.
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F.I prim ero y el cuarto son sistem as en los que figuran dos vectores; se  dice que su 

cardinal es igual a 2. El segundo sistem a tiene cardinal igual a 3  (se considera que 

en definitiva figuran tres vectores, a pesar de que hay uno repetido); y  el tercero, 

cardinal igual a 1 . Es de observar que el prim er sistem a y  el cuarto tienen los mismos 

vectores, pero no en el m ism o orden; se consideran sistem as distintos.

Considerarem os también sistem as de vectores de IR3, que se definen de manera 

análoga; por ejem plo: ( ( 1 , - 2 , 2 ) ,  ( 0 , - 1 , 0 ) )  o ( ( 1 ,0 ,0 ) ,  ( 1 ,  - 1 , - 2 3 ) ,  ( 1 ,  - 1 , 0 ) ) .  Y 

alguna ve z  también sistem as de vectores de IR4, com o ( ( 0 , - 1 , - 2 , 1 ) ,  ( 1 , - 2 , 5 , 0 ) )  

o ( ( 0 ,1 ,0 ,0 ) ,  ( 0 , 1 , - 1 , - 3 ) ,  ( - 1 / 2 , - 1 , 0 , 1 / 3 ) ) .

Vectores linealm ente dependientes  Dados unos vectores de R -, sabem os que 

es posible expresar el vector (0 , 0 ) com o com binación lineal de ellos: al menos con 

todos los coeficientes de la com binación lineal iguales a 0. Si es posible expresar el 

vector (0 , 0 ) com o com binación lineal de los vectores dados de form a que alguno de 

los coeficientes de la com binación lineal sea distinto de 0 , se dice que los vectores 

son linealmente dependientes.
A m odo de ejem plo, considerem os los vectores ( 1 , - 1 )  y  ( 2 , - 2 )  de IR2. Toda 

com binación lineal de ellos es de la form a: « ( 1 , — 1 ) + 0 (2 , - 2 ), con ix y  /I núm eros 

reales; ¿alguna de estas com binaciones lineales e s  igual al vector (0 , 0 ) y es tal que 

uno de los dos coeficientes, a  o /I (o ambos), es no nulo? Sí; por ejem plo, para «  = 2 

y  0  =  - 1  se obtiene:

« ( 1 , - 1 ) + 0 (2 , - 2 ) = 2 ( 1 , - 1 ) -  (2 , - 2 ) =  (0 , 0 ),

lo que perm ite responder afirm ativam ente la pregunta recién form ulada. Los vecto

res ( 1 , - 1 )  y  ( 2 , - 2 )  son entonces linealm ente dependientes. Tam bién expresarem os 

esto  afirm ando que el sistem a (( 1 , - 1 ), (2 , - 2 )) es un sistem a ligado.
La definición se extiende con facilidad a vectores de OS3 (y de i 4). Por ejem plo, los 

vectores ( 1 ,  — 1 ,0 )  y  ( - 2 ,2 ,0 )  de IR3 son linealm ente dependientes, pues podem os 

escribir:

( l , - l , 0 ) +  i ( - 2 , 2 , 0 ) =  (0 , 0 , 0 ),

que es una com binación lineal de ellos igualada al vector (0 , 0 , 0 ) y con alguno de los 

coeficientes (en este caso, ambos) distinto de 0 .

Saber si unos vectores dados son linealm ente dependientes o no, o lo que es lo 

mismo: saber si el sistem a que form an es ligado o no, es fácil cuando se trata de uno 

o de dos vectores. Un sistem a form ado por un único vector es ligado si el vector es 

nulo (es decir, si es igual a (0 ,0) en el caso de IR3, o  a (0 ,0 ,0 )  en el caso de IR3), y no 

es ligado si el vector es otro cualquiera. Por ejem plo, el sistem a ( ( 1 ,  - 8 )) de IR2 no es 

ligado, y  si lo es ((0 , 0 )), que es de hecho el único sistem a ligado de K2 con un único 
vector.
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Para un sistem a form ado por dos vectores, no e s  mucho m ás difícil: si am bos 

vectores son proporcionales, el sistem a es ligado, y no es ligado en caso contrario. 

¿Qué significa que los dos vectores sean proporcionales? Que uno de los vectores 

es igual a un núm ero m ultiplicado por el otro. Por ejem plo, los vectores ( 2 , - 4 )  

y  ( 1 , - 2 ) son proporcionales, porque el prim ero puede obtenerse del segundo m ul

tiplicando por un número, en este  caso 2 : (2, - 4 )  =  2 ( 1 ,  - 2 ) ;  el sistem a que am bos 

forman: ((2, - 4 ) ,  ( 1 ,  - 2 ) ) ,  es entonces ligado.

Otro ejem plo: los vectores ( 1 ,0 ,3 )  y  ( - 2 , 1 , 1 )  no son proporcionales. ¿Cómo 

podem os verlo? Si fueran proporcionales, deberíam os ser capaces de obtener uno de 

los vectores m ultiplicando el otro por algún núm ero; u n  sim ple vistazo  nos m ues

tra que ello es im posible: no hay form a de m ultiplicar por un m ismo núm ero los 

núm eros 1 ,  0 y  3 para obtener, respectivam ente, - 2 ,  1 y  1 ,  y  viceversa: no hay form a 

de m ultiplicar por un m ism o núm ero los núm eros - 2 , 1 y  1 para obtener, respecti- 

vam ente, 1 , 0 y  3. Estos vectores no son, pues, linealm ente dependientes; el sistem a 

que form an no es ligado.

Si tenem os tres o m ás vectores, se  puede proceder com o se hace en el ejercicio 2 

(cf. p. 66), o se puede calcular el rango de los vectores c  interpretar adecuadam ente 

el resultado. Para los sistem as de vectores que m anejarem os, este  segundo método 

es en general el m ás sencillo, y  por tanto el m ás recom endable; en la sección 10  de 

este m ism o capítulo lo aprenderem os.

Vectores linealm ente independientes  Unos vectores dados son linealmente in
dependientes si no son linealm ente dependientes. También se dice: un sistem a de 

vectores es libre s i no es ligado. En concreto, que unos vectores sean linealm ente in

dependientes, o que un sistem a de vectores sea libre, significa entonces lo siguiente: 

la única com binación lineal de esos vectores que es igual al vector nulo es aquella en 

la que todos los coeficientes son iguales a 0 .

De acuerdo con lo dicho en el apartado anterior, podem os afirm ar lo siguiente:

• El sistem a form ado por el vector nulo es ligado, y  cualquier otro sistem a for

m ado por un único vector es libre.

•  Un sistem a form ado por dos vectores es ligado o es libre según sean los vec

tores proporcionales o no, respectivam ente. Por ejem plo, los vectores ( 1 ,0 ,3 )  

y  ( - 2 , 1 , 1 ) de K :i no son proporcionales (lo vim os en el apartado anterior), 

luego son linealm ente independientes; el sistem a que form an es libre.

•  Para un sistem a form ado por tres o m ás vectores, podem os calcular su  rango e 

interpretar el resultado (método ya  apuntado antes al ver la dependencia lineal, 

y  que verem os m ás adelante).
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S is te m a s  d e  g e n e r a d o r e s  y  b a s e s  d e  u n  e s p a c io  v e c t o r ia l  Un sistem a de 

vectores de OS2 es un sistem a de gen eradores  del espacio vectorial IR2 si lodo vector 

de R ¿ se puede escribir com o combinación lineal de los s ectores del sistema. También  

se dice, m ás simplemente, que los sectores del sistem a gen era n  R 2.

Por ejem plo, el sistem a de sectores ( ( 1 , l ), (0 , 1 1 ) es un sistem a de generadores 

de R*. ¿Qué significa? Que todo sector de R 2 es igual a alguna combinación lineal de 

los vectores ( 1 , 1 )  y  ( 0, 1 ) .  Por ejemplo:

( 1, 2 ) -  ( 1 , 1 ) +  ( 0 , 1 ),  (0 , 0 ) = 0 ( 1 , 1 ) +  0 ( 0 , 1 ), 

o ( - 1 , - 2 ) =  - ( 1 , 1 ) -  (0 , 1 ),

y  un sector genérico ( a . M d e R 2 verifica: (a, b) =  t¡( I , I > f  (b  -  a ) ( 0 , 1 ), igualdad 

que lo expresa efectivam ente com o combinación lineal de los sectores ( 1 , 1 ) y  (0 , 1 ).

Cuando un sistem a de generadores es, además, un sistem a libre, recibe el nombre 

de base. Una base de R 2 es, pues, un sistem a cuyos vectores son linealmente inde

pendientes y generan R 2. F1 sistem a del ejem plo del párrafo anterior: ( ( 1 , 1 ) ,  ( 0, 1 )) ,  

es una base de R2: sus dos vectores generan RJ , y como no son proporcionales, 

también son linealmente independientes. Todo vector de R2 es entonces igual a 

alguna combinación lineal de los vectores ( 1 , 1 ) y (0 , 1 ), ya lo hemos dicho, pero 

hay algo más al tratarse de una base: esa combinación lineal es única. Por ejem 

plo: ( - 1 , 1 ) =  - ( 1 , 1 ) +  2 (0 , l ) ,  y  no hay otra manera de escribir ( - 1 . 1 ) como una 

combinación lineal de ( 1 , 1 ) y (0 , 1 ): es decir, los coeficientes de una combinación 

lineal de estos dos vectores que sea igual al vector ( - 1 , 1 ) han de ser necesaria

mente - 1 y 2. Se dice que -  1 y  2 (en este orden) son las coordenadas  del vec

tor ( - 1 , 1 ) en la base (< 1 , 1 ), (0 , 1 )).

Nota bene No deben confundirse las coordenadas de un vector (en una base) con las com
ponentes del v ector. a

Estos conceptos se extienden con facilidad a R f. Por ejem plo, el sistem a de 

vectores ( ( 1 , 0 . 0 ) ,  ( 1 , 1 , 0 ) ,  ( 0 , 0 , 1 ) )  resulta ser una base de l 3 . Esto significa que 

cada vector de R 3 es igual a una única combinación lineal de los vectores ( 1 , 0, 0) ,  

( 1 , 1 , 0 ) y (0 , 0 , 1 ); los coeficientes de esta única combinación lineal son las coorde

nadas del vector en la base. Para el vector (1, l , H), por ejemplo, se tiene la igual

dad: ( 1 , 1 , 3 )  =  0 ( 1 , 0 , 0 )  +  1 ( 1 , 1 , 0 )  +  3 ( 0 , 0 , 1 ) ,  y no hay otra form a de escribirlo 

como combinación lineal de los tres vectores; los números 0, 1 y  3  (en este orden) 

son las coordenadas del vector ( 1 . 1 , 3 )  en la base { ( 1 , 0 , 0 ), ( 1 , 1 , 0 ), (0 , 0 , 1 )).

Queremos enfatizar algo importante: el orden en el que se citan las coordenadas 

de un vector en una base es fundamental: se cita como primera coordenada el coe

ficiente del primer vector de la base, com o segunda el coeficiente del segundo vec

tor, y así sucesivamente. Asi, por ejemplo, el vector de coordenadas - 1  y 2 en la
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base (( 1 , 1 ), (0 , 1 )) es el ( - 1 , 1 ), com o ya hem os visto, p ero  el de coordenadas 2 y  - 1  
es: 2 ( 1 , 1 ) -  (0 , 1 ) = (2 , 1 ), que es otro vector distinto.

No hem os dicho nada en las líneas anteriores sobre algún m étodo práctico que 

perm ita averiguar si un sistem a de vectores es de generadores, o incluso si es una 

base. En general, el m étodo m ás sencillo es el cálculo de su rango, que estudiarem os 

en la sección 10 . Por otro lado, cuando ya  sabem os que cierto sistem a dado es una 

base y querem os averiguar concretam ente las coordenadas en esta base de cierto vec

tor, encontrarlas requiere en general resolver algún sistem a de ecuaciones lineales; 

los estudiarem os en el capítulo IV.

No querem os dejar de reseñar aquí lo que es la base canónica de R 2 y  la base 

canónica de OS3. La de IR2 está  form ada por dos vectores: ( ( 1 ,  ()),((), 1) ) ; y  la de IR3 
por tres vectores: ( ( 1 ,0 ,0 ) ,  ( 0 , 1 ,0 ) ,  (0 ,0 , 1)) . Es interesante observar que las coorde

nadas de un vector en la base canónica son precisam ente las com ponentes del vector. 

Por ejem plo, las coordenadas del vector (2 ,5 )  en la b ase  canónica de IR2 son 2 y 5, 

exactam ente su s com ponentes, pues: (2 ,5 )  =  2 ( 1 ,0 )  +  5 ( 0 , 1 ) .  En el texto (cf. p. 74), 

puede encontrar el lector la generalización a la base canónica de (R".

Finalmente, en esta sección se incluye el denom inado teorema de la base incom
pleta, Este teorem a es un resultado técnico, que se  aplica en ciertas dem ostraciones 

teóricas. Aquí sólo n os interesa resaltar una consecuencia m uy im portante. En R 2, 

todos los sistem as de vectores que son base tienen la m ism a cantidad de vectores, 

precisam ente dos. Para IR3 la consecuencia es análoga: todas las bases de OS3 tienen 
el m ism o núm ero de vectores, tres en este caso. Y tam bién acontece que todas las 

b ases de R 3 tienen la m ism a cantidad de vectores: cuatro. La generalización de esta 

consecuencia a cualquier R "  es que todas las bases de ¡RM tienen n vectores.

Dim ensión de un espacio vecto ria l Como acabarnos de decir, todas las bases 

de R 2 tienen la m ism a cantidad de vectores; esta  cantidad de vectores de cualquiera 

de las bases de IR2 se denom ina dimensión del espacio vectorial ¡R2. El espacio vecto

rial IR2 es, pues, un espacio  vectorial de dim ensión igual a 2.

La definición de dim ensión se extiende análogam ente a OS3, y  a todos los R ". 

Así, el espacio vectorial R 3 tiene dim ensión igual a 3, R 4 dim ensión igual a 4, y  K" 

dim ensión igual a n.
Instam os al alum no a leer detenidam ente las consecuencias de la definición de 

dim ensión, por ser m uy útiles para trabajar los ejem plos prácticos. Destacam os aqui 

una de ellas: cuando tenem os un sistem a de vectores (de R 2 o de IR3, por ejem plo) de 

cardinal igual a la dim ensión (es decir, con tantos vectores com o m arca la dimensión), 

para saber si es o no base no es necesario com probar que se trata de un sistem a 

de generadores y  también com probar que se trata de un sistem a libre: en cuanto 

es una de las dos cosas, autom áticam ente también es la  otra. Por ejem plo, los dos
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vectores ( 1 ,  - 2 )  y  (5 , - 9 )  de R 2 form an un sistem a libre (pues no son proporcionales); 

com o son tantos vectores com o m arca la dim ensión de R2 (ya que son exactam ente 

dos), autom áticam ente son tam bién generadores de R2, y  el sistem a que form an es 
una base de IR2.

Y otra consecuencia m ás: no es posible tener una cantidad de vectores lineal

mente independientes m ayor que la  dim ensión. A sí, por ejem plo, en R2 todo sistem a 

de tres o más vectores es ligado, y  en R3 lodo sistem a de cuatro o m ás vectores es 

ligado.

Tam bién se aplica le definición de dim ensión a los subespacios vectoriales de un 

espacio vectorial.12 Hay una propiedad en la que se relaciona la dim ensión de un 

espacio vectorial con la de sus subespacios vectoriales. Enunciada esta propiedad 

particularizada para R 2, reza así: la dim ensión del espacio vectorial R 2 es mayor 

o igual que la de cualquiera de su s subespacios vectoriales, y el único subespacio 

vectorial de R 2 que tiene dim ensión igual a 2 es el m ism o R2. Como consecuencia, 

cualquier subespacio vectorial de R 2 tiene dim ensión igual a I , excepto el m ism o R 2, 

que la tiene igual a 2 , y  excepto el que tiene como único vector el vector nulo: {(0 , 0 )1 , 

cuya dim ensión se define com o igual a O.13 La extensión a R3 (y a cualquier R ")  es 

análoga: todo subespacio vectorial de R 3 tiene dim ensión igual a I o a 2, excepto el 

propio R 3 (dim ensión igual a 3) y  el { (0 ,0 ,0 ))  (dim ensión igual a 0 ).

Rango de un sistem a de vectores  El rango de un sistem a de vectores de R 2 
se define com o la dim ensión del subespacio  vectorial de R 2 que generan. Y  análoga 

definición tiene el rango de un sistem a de vectores de R 3 o de cualquier R " . En el 

texto podem os encontrar una lista exhaustiva de propiedades, todas obtenidas de 

form a m ás o m enos sencilla a partir de esta  definición. Una de ellas es esta: el rango 

de un sistem a es menor o igual que la cantidad de su s vectores (dos vectores, por 

ejem plo, no pueden generar un subespacio vectorial de dim ensión m ayor que 2 ), 

y  el rango también es m enor o igual que la dim ensión del espacio vectorial al que 

pertenecen los vectores (si los vectores son, por ejem plo, de R 3, no hay form a de que 

generen un subespacio vectorial de dim ensión m ayor que 3).

Otra propiedad, que es necesario destacar, establece que el rango de un sistem a 

de vectores coincide con el m áxim o núm ero de vectores linealm ente independientes 

que hay entre ellos. Com o consecuencia de esta propiedad, si uno de los vectores del

1 -Tuesto que un subespacio vectorial es en sí mismo un espacio vectorial.

IJNo podemos aplicar al subespacio vectorial 1(0,011 la definición dada de dimensión: número de 
vectores de cualquiera de sus bases, ya que es un espacio vectorial que no admite base (como no hay- 
vectores no nulos, no hay vectores linealmente independientes). Definimos la dimensión de este espacio 
vectorial como igual a 0. Lo mismo acontece con el subespacio vectorial de cualquier R" formado sólo
por el vector nulo, como por ejemplo 1 (0,0,011: su dimensión se define igual a 0.
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sistem a es ci vector nulo, al elim inarlo obtenem os un sistem a con un vector menos 

pero con el m ism o rango. Lo m ism o acontece si elim inam os un vector que sea  pro

porcional a algún otro del sistem a: el nuevo sistem a (con un vector m enos) tiene el 

m ismo rango. Por ejem plo, los tres siguientes sistem as de vectores de L! 2 tienen el 
m ism o rango:

( ( 1 , 2 ) , ( 0 , 0 ) , ( - 2 , - 4 ) ) ,  ( ( 1 ,2 ) ,  ( - 2 , - 4 ) ) ,  y  ( ( 1 ,2 ) ) .

De form a m ás general, si un vector del sistem a es igual a alguna com binación lineal de 

los restantes vectores, al elim inarlo el rango no varía. Por ejem plo, si en un sistem a 

de tres vectores acontece que el prim ero es igual al doble del segundo m enos el 

tercero, el rango no varía al quitar el prim er vector; es decir, si u  =  2v  -  w, entonces 

los sistem as (u ,v , w )  y  (v , w )  tienen el m ismo rango.

Hay una propiedad del rango que será m uy útil cuando veam os más adelante, 

en este  m ism o epígrafe, un m étodo práctico para su cálculo: el rango de un sis

tem a de vectores no varía si sustituim os un vector d e l sistem a por el resultado de 

sum arle una com binación lineal de los restantes. Por ejem plo, si en un sistem a de 

tres vectores sum áram os al prim ero el doble del segundo m ás el cuádruple del ter

cero, obtendríam os un nuevo sistem a con el m ism o rango que el prim ero; es decir: 

rango (u , v, w ) =  rango (u  + 2 v + 4w, v, wj.
Finalmente, querem os recoger aquí una propiedad m ás. Cuando elim inam os un 

vector de un sistem a, sabem os que el rango no varía  si ese vector es igual a alguna 

com binación lineal de los dem ás. Pero, ¿qué ocurre s i tal vector no es igual a una 

com binación lineal de los restantes vectores? A contece que el sistem a nuevo (con un 

vector menos) tiene por rango el del sistem a original dism inuido en 1 .  Por ejem plo, 

dados tres vectores u, v y w, si del tercero sabem os que no es igual a una com bi

nación lineal de los otros dos, podem os escribir: rango {u ,v ,  u>) =  1 + rango (u, v).
Esta últim a propiedad del rango es especialm ente aplicable cuando los vectores 

(de H” ) son tales que todos tienen una m ism a com ponente igual a 0 , excepto uno, 

que la tiene distinta de 0. Por ejem plo, los vectores ( 1 ,0 ) ,  (3 ,0 )  y  ( 0 , - 1 )  de K 2 son 

así: los dos prim eros tienen una m ism a com ponente nula: la segunda, y  el tercero 

la tiene no nula. ¿Qué podem os afirm ar de esto s vectores? Que no hay form a de 

obtener el tercero de ellos com o com binación lineal de los dos prim eros.14 Se tiene 

entonces: rango ( ( 1 ,0 ) ,  (3 ,0 ) , (0, - 1 ) )  =  1  + rango ( ( 1 ,0 ) ,  (3 ,0 )) .

''Nótese que cualquier combinación lineal de los vectores (1,0) y (3,0) es un vector de la 
forma: «(1,0) +0(3,0) = (« + 3/1,0) (para algunos números reales a  y 0), y el vector (« + 3/1,0) también 
tiene nula su segunda componente: de ninguna forma, pues, puede ser igual a (0 ,-1). Al hacer com
binaciones lineales de vectores que tienen nula una misma componente, se obtienen inevitablemente 
vectores que siguen teniendo nula esa componente.
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Calcular el rango de un sistem a de vectores dado no es difícil en la práctica, 

al menos para nuestro caso: vectores de R.J o de K,(, o acaso de IR'4. Cuando el 

sistem a tiene un único vector, el rango es igual a 0  si ese único vector es el vector 

nulo: (0,0)  o (0, 0, 0) ,  y  es igual a 1 si ese vector es cualquier otro. Por ejemplo: 

rango ( ( 1 , 2 , 4 ) )  =  1 y rango ((0 , 0 , 0 , 0 )) =  0 .

Cuando se trata de dos vectores, y descartado el caso trivial en que ambos fueran 

nulos (el rango seria igual a 0 ), se tiene que el rango es igual a  I si ambos vec

tores son proporcionales, y es igual a 2  si no son proporcionales. (Recuérdese que 

el rango coincide con el número m áxim o de vectores linealmente independientes. 

Si los dos vectores no son proporcionales, son linealmente independientes y tal 

número máximo es 2 ; si los vectores son proporcionales, son linealmente depen

dientes y tal número máximo es I.) Por ejemplo: rango ( ( 1 , 2 , 0 ) ,  ( - 1 , - 2 , 0 ) )  =  l, 

rango ( ( - 1 , 1 ) ,  ( 7 , - 7 ) )  =  1 y rango ( ( - 1 , 1 , 2 , 1 / 2 ) ,  ( - 1 ,  -  2 , 3 / 2 , 0 ) )  =  2.

Cuando el sistem a tiene m ás de dos vectores, es posible reducir el problema a 

un sistem a con un vector menos, haciendo uso de las propiedades que hemos visto. 

Si del sistem a que nos dan quitam os un vector directamente, tenemos en general el 

problema de saber si es o no igual a una combinación lineal de tos restantes: si lo 

es, el rango no varia por quitarlo; si no lo es, el rango disminuye en 1. Lo que se 

pretende entonces es "transform ar" el sistem a en otro nuevo, con el mismo número 

de vectores y  con el m ismo rango que el original, poro tal que sólo con verlo podamos 

asegurar de alguno de sus vectores que no es igual a una combinación lineal de los 

demás. Podemos buscar el nuevo sistem a con la intención de que todos sus vectores 

tengan una misma com ponente igual a 0 , excepto uno que la tenga no nula; si lo 

conseguim os, de este último vector podrem os efectivam ente decir que no es igual a 

una combinación lineal de los demás.

Considerem os, por ejemplo, el sistem a ( ( 1 , 2 , - ó ) ,  ( 2 , - 1 , 7 ) ,  ( - 1 , 0 , 1 ) ) ,  de vec

tores de Buscam os, a partir de éste, otro sistem a con el mismo número de vec

tores y con el mismo rango, pero tal que dos de sus vectores tengan nula, verbigracia, 

la primera componente, y el que queda la tenga no nula. Hacemos para ello uso de la 

propiedad según la cual el rango de un sistem a no varía si sum am os a un v ector una 

combinación lineal de los demás. En concreto, podem os conseguirlo conservando el 

primer vector: ( 1 , 2 , - 3 )  (que tiene no nula su primera componente), y  sum ando a 

cada uno de los dem ás este primer vector multiplicado por algún número, de forma 

que el resultado de la operación sea un vector con la primera com ponente igual a 0 . 

Sumamos al segundo vector el primero multiplicado por - 2 :

( 2 . - 1 , 7 )  +  ( - 2 ) ( l , 2 , - 3 )  =  ( 2 , - 1 , 7 )  +  ( - 2 ,  - 4 , 1 0 )  =  ( 0 , - 3 , 1 7 ) ;

y  sum am os al tercer vector el primero: ( - 1 , 0 , 1 )  +  ( 1 , 2 ,  -  5)  =  (0 ,2 , - 4 ) .  El nuevo sis

tema obtenido: ( ( 1 , 2 ,  - 5 ) ,  (0, - 5 , 1 7 ) ,  ( 0 ,2 , - 4 ) ) ,  tiene el mismo rango que el sistema



'iTRODUCCION

original, pero la construcción llevada a  cabo hace que podamos asegurar del primer 

vector que no es igual a una combinación lineal de los restantes. Si “ extraem os" este 

primer vector, reducimos el rango en 1 :

rango ( ( 1 , 2 , - 5 ) ,  ( 0 , - 5 , 1 7 ) ,  ( 0 , 2 , - 4 ) )  = 1 +  rango ( ( 0 , - 5 , 1 7 ) ,  ( 0 , 2 , - 4 ) ) .

Y y a  tenemos reducido el problema a un sistem a con un vector m enos que el original. 

Este sistem a con un vector menos es: ((0, - 5 , 1 7 ) ,  (0, 2,  - 4 ) ) ,  de dos vectores; tiene 

rango igual a 2  porque los dos vectores no son proporcionales. En resumen:

rango ( { 1 . 2 , - 5 ) ,  ( 2 , - 1 , 7 ) ,  ( - 1 , 0 , 1 ) )

= rango ( ( 1 , 2 , - 5 ) ,  ( 0 , - 5 , 1 7 ) ,  ( 0 , 2 , - 4 ) )

= 1 +  rango ( ( 0 , - 5 , 1 7 ) ,  ( 0 , 2 , - 4 ) )  =  1  +  2 =  3.

Finalmente, queremos com entar que, conocido el rango de unos vectores, pode

mos decir varias cosas de ellos. Por ejemplo:

•  si el rango es igual al número de vectores, éstos son linealmente independien

tes; si es menor, los vectores son linealmente dependientes;

•  si el rango es igual a la dimensión del espacio vectorial al que pertenecen los 

vectores, se trata de un sistem a de generadores; si es menor, no es un sistema 

de generadores;

•  como consecuencia de los puntos anteriores, si el rango coincide sim ultánea

mente con el número de vectores y  con la dimensión, entonces el sistem a es 

una base.

El sistem a cuyo rango hem os calculado: ( ( 1 , 2 ,  -  5),  (2, - 1 , 7 ) ,  ( - 1 , 0 , 1 ) ) ,  es una base 

de E :í, pues su rango coincide con su cantidad de vectores (lo que establece que son 

linealmente independientes) y coincide con la dimensión del espacio vectorial (lo que 

establece que se trata de un sistem a de generadores).
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1.1 DEFINICIÓN DE ESPACIO VECTORIAL

1. Definición de espacio vectorial La definición general de espacio vectorial 

sotare un cuerpo es esta:

Espacio  vectoria l  

sob re  un cuerpo

D efinición

Dado un cuerpo conm utativo ( K , s e  llama espacio  vecto ria l sobre  el 

cu erpo  K a todo conjunto E dotado de una ley de com posición interna + que 

lo articula como grupo ataeliano, y  sobre el que está definida una ley de com 

posición externa • para K que es asociativa en los elem entos de K, distributiva 

respecto de la operación + de DC, distributiva respecto de la operación + de E  y 

neutra para el elem ento neutro de la operación - de K .1

A los elem entos del conjunto E  los llam arem os v e cto re s  de E; a los del cuerpo K, 

escalares.

N o ta c ió n  C u and o co n sid e re m o s u n  esp a cio  vectoria l E so b re  un cu erp o  K, re p re s e n ta r e 

m os lo s  v e c to re s  co n  le tra s  en negrita : x ,  u , . . . ;  y los e sc a la re s  con le tra s  griegas: « ,  A, . . .  

El e le m e n to  n e u tro  de ia o p eració n  +  so b re  E (a d ic ió n  de  ve c to re s )  será  d en otad o : 0 ; ei 

de la o p era c ió n  +  so b re  K (a d ic ió n  d e  e s c a la re s ):  0 , y el de la o p eración  ■ ( m u lt ip lic a c ió n  

d e e s c a lo re s ):  1. T am b ién  o m itirem o s los s ig n o s ■ y •, de fo rm a  que el p ro d u cto  de e s 

c a la re s  <x ■ (5 se rá  d en otad o : (Xji, y el v ecto r «  • ,v será  d enotad o: « x .’ (l a

Consecuencias de la definición de espacio vectorial Sea E un espacio vectorial sobre 

un cuerpo K. De acuerdo con lo exigido en la definición de esp ad o  vectorial, la  ley de 

com posición externa de la definición verifica las siguientes propiedades (consúltese 

el cuadro de la página 4 13 ) :

.  V  x  e  E, O x  =  0,

.  V  A e  K ,  AO =  0,

•  V x  6  E , - x  =  ( - l ) x ,
A =  0

V A e  K , V x  e  E, A x  =  0  <=* - o

x  = 0.

1 ^Es decir, la ley de composición interna + verifica las propiedades (Gl), (G2), IG3) y (G4) enunciadas 
en la p. 40 6 ; y la ley de composición externa •, las propiedades (Ll), (L2), (L3) y (44! enunciadas en la 
p. 409.

‘ " E x c e p t o  p o r  la o m i s i ó n  cíe lo s  s i g n o s  ■ y  • ,  e s t a s  n o t a c i o n e s  s o n  l a s  q u e  e m p l e a m o s  p a r a  l a s  l e y e s  de  

c o m p o s i c i ó n  e x t e r n a s  (cf. p.  4 0 9 ) .
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EJEMPLO

EJEMPLO 2

EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

Si (K, +, •) es un cuerpo conmutativo, K es un espacio vectorial sobre el cuerpo K al conside
rar como ley de composición externa la operación - del cuerpo:

K x K ------ -̂----   K

(«, x )  — a ■ x  =  « x .

En efecto: las propiedades exigidas en la definición de espacio vectorial son una consecuencia 

inmediata de las propiedades que verifica un cuerpo.

El conjunto 1 "  (con n >  1) es un grupo abeliano con la operación +  definida por:

V {x\,x¿.......x „ )  e  IR” , V  v„I e  IR",
(2 )

(xux¿ xn) + (y\,y>,...,yn) = (* i + y  i,x2 +y2 x„ +y„).

Y la ley de composición externa definida sobre R" para R de la forma:

V A  e  R, V (x,,x>,...,xn) e  R", A( xi , X2 x„) =  (Axi,  Ax;>..........Ax„) (3)

verifica las cuatro propiedades exigidas en la definición de espacio vectorial.

En definitiva, con las operaciones definidas en (2) y en (3), R" es espacio vectorial sobre 

el cuerpo R.

Si (&, +, - )  es un cuerpo conmutativo, se puede generalizar el resultado del ejemplo anterior 

ai conjunto K ": para la ley de composición interna + dada por:

+ (PUP¿  fin) = (« i + ñl,C<2 + fc  a „+ P „)

(para (cq, oí¿  a „)  e  K" y (fii ....... &„) e  KM), y la ley de composición externa dada por:

 « „ )  =  (Aofi, Aor¿,. . . .  Aof„)

(para A e  K y («i ,  a ¡ ,  I 6  &"), el conjunto DC" es un espacio vectorial sobre K.

Si £  y F son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, entonces podemos articular 

el conjunto F l , de las aplicaciones de E  en F, como un espacio vectorial sobre K.

Sean /  y g  dos aplicaciones de E en F. Si x  es un vector arbitrario de £, entonces f ( x ) ,  
g f x )  y / ( x )  + g i x )  son vectores de F. Definimos la suma de las aplicaciones /  y g ,  que 

denotamos: f  + g ,  como la aplicación de £  en F  que verifica:

V x  6 £, \ f  + g ] i x )  = f ( x )  + g{ x) .

Es un ejercicio sencillo, que dejamos al lector, comprobar que la adición de aplicaciones asi 

definida articula el conjunto F L como grupo abeliano.
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Notación E! elemento neutro para la adición de aplicaciones se denota: O,  y verifica:

V í  e  E, Otx)  =  0; . 

donde Oí designa el elemento neutro de la adición de vectores de F.  a

Análogamente, si «  es un escalar y /  es una aplicación de F. en F,  definimos la apli

cación «./ de E en F  como la que verifica:

V x e f ,  [« / ](x >  =  «./'<*).

Podemos, pues, considerar la ley de composición externa:

( « , / )  €  & x f £ —  « / €  F l:,

la cual verifica ser, como el lector puede comprobar sin dificultad, asociativa en los elementos 

de IK, distributiva respecto de la adición en & y respecto de la adición en E, y neutra para el 

elemento I de K.
En conclusión: con la adición y la ley de composición externa aquí definidas, F ' es un 

espacio vectorial sobre D£.

2 . C o m p o n e n te s  d e  u n  v e c t o r  d e  K "  Siempre que considerem os R "  o 

implícitamente estarem os suponiendo que son espacios vectoriales sobre R o so

bre K, respectivam ente, con las operaciones definidas en los ejem plos 2  y  3  «interio

res (cf. p. 35). El primero: R " ,  lo manejarem os en todos los ejem plos; el segundo: 

en m uchas consideraciones teóricas. Recordam os que dos elementos (ex i , « „ )

y (/i,, p >..............} de K " son iguales:

 a „ )  =  ( P \ . P z  Pn) .

precisamente si:

Es decir:

«I = /■*!. «L' = Pz y «n = Pn-

( « I  , « 2  « n i  =  ( p  u p ¿ ............P n )

« I  =  P l ,

a> =

y  « „  ^  Pn-

Componentes de 
un vector de '.

Si ( « i ,  a ¿  « „ )  es un vccior de K " ,  de a i  diremos es su prim era com ponente;

de a_>, su segunda com ponente, etc; y, en general, de su t-ésím a com ponente

(1 *  i  <  n).

Por tanto, dos vectores de K " son iguales precisamente si sus com ponentes co

rrespondientes son iguales.
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1.2 SUBESPACIOS VECTORIALES

l.  D efin ición  de subespacio vecto ria l M ostram os la definición de subespacio 

vectorial, y a continuación dam os un prim er ejem plo.

S u b e s p a c i o

vectorial

D e f in ic ió n

Sea £  u n  espacio  vectorial sobre un cuerpo &. De un subconjunto no vacío F  de E  
direm os es un su b esp ac io  ve cto ria l de £  si se verifica:

(SV1) V (u, iü) e  F 1, v  + w  E.F,
(SV2) V A €  K , V v  e  F, Av e  F.

Si F  es un subespacio vectorial de E, de la definición —y en concreto del enun

ciado (SV 1)— se deduce que la restricción al conjunto F  de la adición de vectores de £  

es una operación sobre £ :

(i>,uO e  f  x  f  —  v   ̂u> e  F, (4)

y  fácilm ente se com prueba que esta  operación articula el conjunto f  com o grupo 

abeliano; y  también se deduce —del enunciado (SV2)— que lo análogo acontece con 

la  operación externa, es decir, es posib le definir la operación externa sobre F para K 

siguiente:
tA ,tó  e  K  x  f  —  A r e  F, (5)

operación externa que evidentem ente es asociativa en los elem entos de K , d istri

butiva respecto  de la adición en D£ y  respecto de la  adición en E, y  neutra para el 

elem ento 1 de K. lin consecuencia, el conjunto F  con la  operación (4) y  la operación 

externa (5) es un espacio vectorial sobre K.

Podemos, pues, afirmar:

■ d o  s u b e s p c i o

, pctoi i,4 es 
•-l io  v e c t o r i a l

Todo subespacio vectorial de un espacio vectorial sobre un cuerpo 

vez, un espacio vectorial sobre K.

es, a su

EJEMPLO 5 El subconjunto de
F  =  ¡ ( X i , X j , X 3 ) e  IR1 | X \  +  *3 =  0 }

es un subespacio vectorial de K
Para justificarlo, analicemos en primer lugar qué significa que un vector de IRJ pertenezca

a F.
De la definición del conjunto F deducimos que una terna ( x lpx 3,Xj) de R1 pertenece a F 

precisamente si:
x \  + X i  =  0 .
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En otras palabras, un vector de ¡R3 pertenece a F precisamente si la suma de sus componentes 
primera y tercera es igual a 0.

Para probar que F es un subespacio vectorial de l 3 hay que probar en primer lugar que F 
no es el conjunto vacío, circunstancia que se verifica, pues, por ejemplo, (0,0,0) e  F.

F.n segundo lugar, veamos que se cumple (SVI). Sean u = ( y , ,x;>,Xi) y w = (y\.y>, V3) 
dos vectores arbitrarios de F , y por tanto:

X \  + x-) = 0 y V i + y i  = 0. (6)

Entonces:
v + w = (X|, X j, A 'j) c (y u V2. V3) = U'i + Vi,.V2 + v 2,x 3 + Xs).

) v - w es un vector de F, pues la suma de sus componentes primera y tercera, como se

deduce de (ti), es nula:

(.Y] + _Vl ) + (Xj + y 3 ) = (x, + x ;í) + {y i + v 3) = 0 - 0 = 0.

En consecuencia, se verifica (SVI).
Por último, probemos se cumple (SV2). Sea v = <X|,X2,X3 ) un vector arbitrario de F, y 

por tanto:
,Y] - X;í = 0, (7)

y sea A un escalar arbitrario (en este ejemplo, un número real). Entonces:

, \ V  =  A ( . V | ,  A ' 2 , X ; | )  =  ( A . V 1 . A . Y 2 ,  A. V; | ) .

Pero At> es un vector de F, pues la suma de sus componentes primera y tercera es, de acuerdo 
con (7), nula:

AX[ + \ X , ¡  = A (,V| + X;}) = 0.

En consecuencia, se verifica (SV2).

En conclusión, F es un subespacio vectorial de IR’ .

Consecuencias de la definición de subespacio vectorial Sea £  un espacio vectorial 

sobre un cuerpo K. Se verifica:

• El conjunto 10} y el propio E son subespacios vectoriales de E.
En efecto: es obvio que, en timbos casos, se verifica (SVI) y se verifica (SV2).

• Si z es un vector de E, el conjunto:

Diz = j je e  E I 3 «  e  &, x  =  oíz] = l« z  | a  e  K} 

es subespacio vectorial de E.
En efecto. El conjunto IK z  es no vacío; por ejemplo: 0 = Oz e  K z .  Por otro lado, si «z 
y w'z son dos vectores arbitrarios de Kz, entonces:

ivz + « 'z  = (« + a')z,

y la  + « ')z  e  04z. De esta forma, se verifica (SVI).
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Por último, si az es un vector arbitrario de Kz y A os un escalar arbitrario, entonces: 
Aíwz) = (A«)z, y (A « )z  e Kz, También, pues, se verifica (SV2), y con olio Kz es 
subespacio vectorial de E.

Obsérvese que si z = O, entonces: K .z  = KO = 10 [.
■ Si F es un subespacio vectorial ele E , entonces: 0 e  F.

F.n efecto. Por ser F subespacio vectorial es no vacio, así que existirá algún vector x 
de £ tal que: x  e  F. De (SV2) se deduce: {~1 )x  e  F, y de (SV1) se concluye pertenece 
a F  el vector: x  + (- ! )x  = O.

La siguiente proposición es una caracterización de los subespacios vectoriales.

C N S 17 d e  

subespacio 
vectorial

P rop osic ión  1.1 Si E es un espacio vectorial sobre un cuerpo K  y  F  es un subcon- 
junto  no vacío de E, una condición necesaria y suficiente para que 1' sea subespacio 
vectorial de E es:

V  ( « , / ■ { )  e  iK2, V  (u, tu) e  F 2, í x v  +  fiw  e  F . ( 8)

Demostración La condición es necesaria. Si F  es subespacio vectorial, v y w son vectores 
arbitrarios de F, y a  y fi son escalares arbitrarios, entonces de (.3V2) se deduce: av  g F 
y fiw e  F, y con fSVl) se concluye: txv - fiiv e  F.

La condición es suficiente. Si v y w son vectores arbitrarios de F, de (8) se deduce perte
nece a f  el vector: lu x  l« t = v + tu, y por tanto se verifica (SV1). Y si v  es un vector arbitrario 
de F  y A es un escalar arbitrario, de (8) se infiere pertenece a F  el vector: \v + fio ~ Air, y por 
tanto se verifica (SV2). l'.q.d.

EJEMPLO 6 El subconjunto F = { (.Vi, x2, x-j) G  IK1 | 2x, -  x 2 + 2x3 = Of, de lK:i, es un subespacio vectorial 
de R \

En electo: F no es el conjunto vacío, pues, por ejemplo, (0 ,0 ,0 ) e  F ; y  si x  = ( x , x 3, x p
y  y  = ( y t, yz, y i )  son dos vectores de F , es decir:

2 x ,  - x z -  2 x 3 = 0 y 2y ,  -  y 2 + 2y 3 = 0, (9)

y si n y /I son dos escalares (en este ejemplo, números reales), entonces pertenece a F  el
vector: (XX + (fy  = ( « x , + /lyi ,txx; t f i y i , RX.¡ x fiv-j), pues (de acuerdo con (9)):

2(«X| + fiy i ) -  (rtxj +■ fiy¿) x 2ítxx3 + jSy;t) = e¡(2x, -  x> x  2 x 3) -  fit.2y i  -  y 2 -  2 v 3i = 0.

En conclusión, hemos probado:

V («,/>) g  I 2, V  i x , y )  e F-, « x  + fiy g  F,

y de acuerdo con la proposición 1.1 (cf. p. 39), F  es un subespacio vectorial de H3.

• " C N S :  c o n d ic ió n  n e c e s a r i a  y  .sufic iente.
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Intersección de 
subespacios 

vectoriales

EJEMPLO 7

2 . In te rs e c c ió n  d e  s u b e s p a c io s  v e c t o r ia le s  La intersección de dos o más su b

espacios vectoriales es un subespacio vectorial; nos lo m uestra la siguiente proposi

ción.

P roposición  1.2 Si F¡, F?, F„ son n subespacios vectoriales de un esp ad o
vectorial E  sobre un cuerpo fe, entonces su intersección:

Fi n h~2 n - ■ - n F„,

es un subespacio vectorial de E.

Demostración Designemos por F la intersección de F i, F-¿, . F„.  En primer lugar, obser
vamos que F no es el conjunto vario, pues el vector O pertenece a cada subespacio vectorial E¡, 
1 í  i < j i,  y por tanto: O e  F.

En segundo lugar, si v y w son vectores de F, y «  y /’ son escalares, entonces acontece que 
el vector «ir + pur pertenece a F. En efecto: como F[, F¡, . . F„ son subespacios vectoriales, 
se tiene (cf. proposición 1.1, p. 39):

V t £  J 1, 2 , . . . , nj , «u + fhv e  F,,

lo cual implica: « v  -  /ut> e  F. En conclusión, se verifica:

V (a, p) e  V (u, w) e  F¿, av ■ fiw e  F,

y F es subespacio vectorial de F. c.p.i i.

3 . E je m p lo s  d e  s u b e s p a c io s  v e c t o r ia le s  d e  fe De acuerdo con las consecuen

cias de la definición de subespacio vectorial, los siguientes subconjuntos de K2:

í (0, 0){ ,  IR2,

Rí a ,  b) = { Aí u, b)  e  I 2 | A e  1 }  con (cz,b) e  R2,

son subespacios vectoriales de R2.

El subconjunto de R2:

05(1,2) = | A (.1,2) 1 A £  IR} = {(A,2A) | A e  05}

es un subespacio vectorial de IK2.
Obsérv ese que cada vector de E (1 ,2)  es un vector de la forma:

(A,2A) para algún A e IK.

Y, recíprocamente, todo vector de esta forma, esto es: (A,2A) para algún A e  R, es un vector 

de R(t,2),  Podríamos decir —con fines exclusivamente prácticos— que (A,2A) es un vector 
genérico del subespacio vectorial R(l ,2).
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EJERCICIO I

EJEMPLO 8

Si (a , b) es un vector de R2 y f  es un número real no nulo, demostrar se verifica:

R(pa,pfc) = R (a,b).

Generalizar este resultado. A

Si a y  b son dos núm eros reales, el subconjunto de R 2:

G = ¡ ( x i , x 2) e  R ¿ I í.?xri + bx> = 0 ¡

también es un subespacio vectorial de R 2.

En prim er lugar, observam os que si a = b = 0, entonces G = IR-, con lo que G  es 

un subespacio vectorial de R 2. En otro caso: si a y  b no  son sim ultáneam ente nulos, 

se verifica:

G = m - b ,a ) ,  (10)

y por tanto 6' también es, en este caso, un subespacio vectorial de R 2. La igualdad (10) 

se puede ju stificar de la siguiente manera. Si suponem os que a  *  0, se tienen las 

siguientes equivalencias:

(x i , x 2 ) e G  «=> x i  =  X 2Cl

<=* ( X | ,x 2 ) =  X 2 ( _  “ • i )

<=» (X j,X 2 ) 6  R * )  ’

<=> ( x i , x 2 ) e  R (~b ,a),

y  en consecuencia:

{ ( X | ,x 2) €  R 2 I a x i + bX2 =  0| =  R ( - b ,a ) .

Si a = 0, entonces b *  0 (pues a y  b no son sim ultáneam ente nulos), y  de forma 

sim ilar se llegaría al m ismo resultado.

El subconjunto de R2:

| ( x i ,x 2) €  R"' I 3x i -  x 2 = Oj 

es un subespacio vectorial de R-'. Se verifica:

{( x i , x 2) e  R2 I 3x j - x¡ = 0} = R ( l,3 ) .
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4 . E je m p lo s  J e  s u b e s p a c io s  v e c t o r ia le s  d e  K 1 Los siguientes subconjuntos 

de IR-1 :

{(0 , 0 , 0 ) ¡ ,  R 3 ,

R(ti, fr,c) =  {A(<i,f»,c) e  R 3 I A £  R¡  con i a , b , c )  €  R3 , 

son subespacios vectoriales de R3 .

EJEMPLO 9 El subconjunto de R 1:

R ( ] , 2 , - l )  = |A(1 . 2 , - 1 1  I A e  R] =  { (A.2A. -A)  I A £  Rj

es un subespacio vectorial de R

Obser\'emos que un vector genérico de R( l , 2 ,  - 1 )  es (A, 2 A, -  A), en el mismo sentido en 

que (A,2A) lo es del subespacio vectorial R( l , 2)  de R- (cf. ejemplo 7, p. 40).

Si a,  b  y c  son números reales, razonando de forma análoga a como se hizo en el 

ejem plo 6 (cf. p. 39), se comprobaría que el subconjunto de R 3 :

{( X 1 .X 2.X 3) e  R 3 I a x \  +  fax2 +  e x *  =  0 } ( I I )

es subespacio vectorial de R 3. Nótese que si a,  b y c  son sim ultáneamente nulos,

entonces este conjunto coincide con R3 .

EJEMPLO 10  Los siguientes subconjuntos de R 3:

Fi =  {(X 1.X2.X3) £  R3 í Xi -  2x¿  + Xj =  O j,

Fz -  {(X1.X3.X3) €  « '  I x i  =  2x i ¡ ,

son subespacios vectoriales de R3, y por tanto su intersección: f j  n  Fj, también es un subes

pacio vectorial de R 1 (cf. proposición 1.2, p. 40). Además, se verifica:

f j  n f .  = R( 4, 3.2).  (12)

Nota En el capitulo IV veremos un método que nos permitirá obtener el subespacio vecto

rial que es intersección de dos o más subespacios vectoriales dados. Por el momento, nos 

limitaremos en este ejemplo a comprobar se verifica (1 2 ). a

l'n  vector (a, b, c)  de R 1 pertenece a F.» precisamente si: o =  2c. Todo vector de F.. es, 

pues, un vector de la forma:

<2c,l», c) para algún r  e  R y  algún b 6  R,
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y  roclo vector de la forma anterior pertenece a F>. Podernos decir que el vector (2c, b, c ) es un 

vector genérico del subespacio vectorial F>.
Ahora, el vector (2c,b,c)  pertenece a F\ (y por tanto a F i n F¿) precisamente si la suma 

de su primera componente, su segunda componente multiplicada por - 2  y su tercera compo
nente es igual a 0: 2c -  2b + c = 0, o bien: b = 3c/2. Podemos, pues, añrmar que un vector 
pertenece a F¡ n F_¡ precisamente si es de la forma:

Í2c , Para algún c €  ¡R,

es decir:
un vector genérico de F\ n F¿ es: (2c, -c, c^ .

En conclusión:
F\ n f .  = R Í 2 , | , l )  = 1 ( 4 ,3 ,2 1 ,  

donde en la última igualdad se ha utilizado el resultado del ejercicio 1 (cf. p. 4 1). Queda así 

probada la igualdad (12 ).

5 . Ejem plos de subespacios vecto ria les de  1 ”  Los siguientes subconjuntos 

de IR” :

¡ (0 ,0 ....... 0 )},  R " ,

¡R (tí[,tj2 a n) = [A(ct 1 , c?2 .......a n) 6  R " I A t  IR] con { a ¡ , a ¿ ...........a „ )  e  IR'1,

son subespacios vectoriales de R ".

Y  generalizando la prueba de que el conjunto de ( 1 1 )  (cf. p. 42) es un su bespa

cio vectorial de R3, se com probaría que dados n núm eros reales a¡, a<, . . . ,  a n, el

subconjunto de R '1:

j(X |,.Y2 x n) e R "  | a\X\ + a>x2 + • ■ • + a „x n = 0j

es un subespacio  vectorial de R 1'.

1.3 SUMA DE SUBESPACIOS VECTORIALES

l. Sum a de subconjuntos de un espacio vecto ria l C onsiderem os un espacio 

vectorial E, y  sean .4 y B  dos subconjuntos no vacíos de E. Se define la suma de A  y  B, 
que se denota: ,4 +  B, com o el conjunto de los vectores de E  que pueden obtenerse 

com o sum a de un vector de A  y  un vector de B. En sím bolos:

A  +  B  =  [z e  E  | 3x e  A, 3 y  e B, z = x  + y ) .

Tam bién escribirem os:

A  + B =  [x  + y  | x  e  A  y  y  e  B }
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EJEMPLO i 1 Si A  =  1 ( 1 , 1 ) ,  (0, 1)1  y B = ! ( - 1 , - 1 )  I, entonces:

A + B = {(0,0 ), ( - 1 , 0) (.

Notación Si x  es un vector del espacio vectorial F. y 4  es un subconjunto no vacío de E, 

escribiremos: x  -  .4, en vez de: \x\ +  4 ; es decir:

x  + 4  =  \ x  + y  I y  e  4 ¡ .

Del conjunto x  +  4  diremos es la suma del vector x  y el conjunto A (nótese que, de 

no haber hecho esta observación, deberíamos decir: “suma del conjunto formado por el 

único vector x  y el conjunto 4"). A

Consecuencias do lo definición do sum a do conjuntos Si A y  B  son dos subconjun- 

tos no vacíos de un espacio vectorial E, se verifica:

(SI) 0 +  4  =  4 .
En efecto:

0  +  4  = ¡ 0 e > ' l y e 4 ]  =  { > | > ' e 4 | = 4 .

IS2) S i x  es  un vector d e  E, enton ces:

V z  €  £ ,  2  e  x  -t 4  •=> z -  x  e  4.

En efecto, para cada z e E s e  tiene:

z e  x  + 4  «=> 3 u  £  A, z = x  u

«=> 3 u  6 4 , z - x  = u  <=» 2 -  x  e 4.

<S3) Si x  y  y  son vectores de E  tales q ue: x  +  4  =  y  +  B, entonces:

V z e E ,  (z  ^  x )  -p 4  =  (z -  y )  -  B.

Para demostrarlo, sea z  un vector cualquiera de E. Un vector arbitrario de iz 4 x)  + 4

es de la forma:
(2 +  x ) -  u  para algún u e  4.

Ahora bien, de la hipótesis: x  + 4 y  -  B, se tiene que x  i u  (que pertenece a x  + 41

es un vector de y  y B, con lo que:

x  -i- u  y  -  u' para algún u  e  B.

Asi: (z +  x i - u  = z i (x  + ut = z + i y  + u i -  t z - y )  + u ' , y  (z t y )  ~ u  e  (2 + y )  +  B,
luego: (z + x ) -  u  e  (z -  y )  + B. En conclusión: (z + x ) +  ,4 £  (z + y )  + B.

La otra inclusión se obtiene, con el mismo razonamiento, partiendo de un vector 

arbitrario de (z o y )  + R.
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La definición de sum a de n (rt >  2) subconjuntos de un espacio vectorial es una 

generalización de la anterior. Si A\, A> 4 „  son subconjuntos del espacio vecto

rial £ , se define la sum a de A \, A¿, ■■■, A „  de la form a siguiente:

Ai  +  A¿  +  • • • + An =  { x i  + X 2 + • ■ ■ + x „  I x\ e A i, x¿  e  .42,..., y x „  e A „  j .

EJEMPLO 12 Reconsiderando los conjuntos 4  y B del ejemplo 1 1  (cf. p. 44), si C = 1(0,0), ( 1 ,0 ) 1, severifica:

A + B + C - { ( 0 ,0 ) ,( 1 ,0 ) ,( - 1 ,0 ) ) .

2. Sum a de subespacios vectoria les de un espacio vecto ria l La sum a de 

subconjuntos de un espacio vectorial tiene gran interés cuando éstos son subespacios 

vectoriales.

Suma de 
subespacios 

vectoriales

Si F y  G son subespacios vectoriales de un espacio vectorial E, 
entonces su suma: F  + G, es un subespacio vectorial de E.

Demostración Sean iq + ivi (con v\ €  F y uq e  G) y v_¡ + uq> (con tq> € F y w¿ e  G) 
dos vectores arbitrarios de F + G, y sean «  y dos escalares. Entonces podemos escribir: 
« ( V] + u»i) + ft(v> + iv4  = («U| + pv >) + (onv] + /Jur_.); como F y  G son subespacios vectoriales, 

se tiene: «i>i + ¡iv¿ e  F y cvivi + e  G, luego:

íy( v i + w i ) + pi v> + u»j) e  F + G.

En conclusión (cf. proposición 1.1, p. 39): F  + G es subespacio vectorial.

De form a sim ilar se probaría que si F \ , F j , F „  son subespacios vectoriales del 

espacio vectorial E, entonces su sum a: E] + E2 + • • • +  F„,  también es un subespacio 

vectorial de E.

EJEMPLO 1 3 Consideremos los siguientes subespacios vectoriales de IR’ :

F, = OU 1,0 ,0) y F2 = R (0 ,0 ,1) .

Se tiene que F¡ + F> es el subespacio vectorial:

F = {(xi,X2,X3) e  R ’ I Xl> = 0 } .

En efecto. IJn elemento arbitrario de F\ + F_> es de la forma:

A (1,0 ,0) + p (0 ,0 ,1) para algún A e  IR y algún p e  R;
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pero: A( 1,0 ,0 )  +  p (0 ,0 ,1) = (A.O.p), y (A,0,p) e  F  (pues su segunda componente es nula). 
En consecuencia: F¡ + F> £  F.

Por otra parte, un vector arbitrario de F  es de la forma:

(X i , 0, .y3) para algún x¡ e R y  algún y :¡ e  ¡R;

pero: (Y |,0 ,y 3 ) = y , (1,0,0) + YjIO.O, 1), y Y i (1,0,0) + Y)(0,0,1) e F¡ + F¿. En consecuen
cia: F  £  Fi + F>, y en definitiva: F  = F| +  F_>.

3. Subespacios vecto ria les independientes  Si F  y G son dos subespacios vec

toriales del espacio vectorial F  y  z  es un vector de F  + G, por definición de sum a 

existen vectores « e f y w e  C  tales que z =  v  + w . Pero puede ocurrir que existan 

otros vectores v ' e  F  y  w ’ e  G de modo que z =  t/ + u ;', con v ' =a v  y uF *  ut. El 

siguiente ejem plo es una m uestra de esta  situación.

EJEMPLO 1 4 Consideremos los siguientes subespacios vectoriales de IR■*:

Fi = [(Y | , x-j,xj) e  1* | Y, + Xi = Q ¡,

F. = {(Y | ,Y 2,Y3) e ! 2x¡ - y 2 + 2a-j = 0 }.

Por ejemplo, los vectores ( 2 , 1 , - 2 )  y (3,6 ,0) pertenecen, respectivamente, a F¡ y a F¿ 
(como se comprueba inmediatamente), y su suma es:

( 2 , 1 , - 2 )  + (3,6 ,0) = (5, 7, -2 ) ;

pero el vector (3 , 7, -  2 ) también puede obtenerse como suma del vector (0, 1 , 0 ), el cual per

tenece a F|, y el vector (3 ,6, -2 ) , el cual pertenece a F¿. El vector ( 5 ,7, - 2 )  puede obtenerse, 

al menos, de dos formas diferentes como suma de un vector de F¡ y un vector de F->.

Tam bién puede ocurrir que un vector z de F  + G  tenga una única descom posición 

com o sum a de un vector de F  y un vector de G\ esto es, que existan  dos únicos 

vectores v  y  w, el prim ero de F  y  el segundo d e  G, tales que su sum a sea  igual 

a z: z =  v  + w. El siguiente ejem plo nos lo m uestra.

EJEMPLO 15  Si F| y  F> son los subespacios vectoriales del ejemplo 13  (cf. p. 45), se tiene que el vec
tor (2 ,0 ,3) pertenece a F¡ + F->. pues:

(2 ,0 ,3) = (2,0 ,0) + (0,0,3)
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y  (2,0,0) e  F¡ y (0,0,3) e  Fz. Además, la anterior es la única manera de obtener el vec
tor (2 ,0 ,3) como suma de uno de F( y otro de F>.

En efecto: un vector genérico de F\ es de laforma: (A, 0,0); uno de F2.d e la forma: (0,0,/./),
y si:

(2 ,0 ,3) = (A, 0,0) + (0,0,//), (14)

es decir: (2 ,0 ,3) -  (A,0,/t), entonces necesariamente A = 2 y  // = 3, y la igualdad (14) se 

reduce a la (13).

De dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial se dice son independien

tes si todo vector de su sum a se puede obtener de form a única como sum a de un 

vector del prim ero y un vector del segundo. En otras palabras: dos subespacios 

vectoriales F  y G de un espacio vectorial son independientes si de:

u = x  + y ,  con x  e  F, y  6  G,

j y
u = x ' +  y ' ,  con x  e f ,  y '  e  G, 

se deduce: x  =  x ' y  y  =  y ' .

EJEMPLO 1 6 Los siguientes subespacios vectoriales de IR5:

F] = 01(0, 1 , 1 )  y F2 = {(X i,X 2,X3) e  R3 | XI = X2 + X j} ,

son subespacios vectoriales independientes.
Por el momento, nos limitamos sólo a una comprobación: tomemos, por ejemplo, los 

vectores (0 ,2,2) e  Fi y (3 , 1 , 2)  e Fi, cuya suma es (3 ,3 ,4 ), que por tanto es un vector 
de F] + F¿, y veamos que de la igualdad:

(3,3,4) = (0 ,x ,x )  + (y  + z,y,z),  (15)

donde (0 ,x ,x )  y  (y  + z,y,z)  son vectores genéricos de F¡ y de Fz, respectivamente, se 
deduce: (0 ,x ,x )  = (0 ,2,2) y (y  + z ,y ,z ) = (3, 1 ,2) .

De (1 5) se obtiene:

3 = 0 + y  + z, 3 = x + y  y 4 = x + z,

que sólo admite como solución: x = 2, y  = 1 y  z = 2, y así (0 .x , x) = (0 ,2 ,2) y tam
bién (y  + z ,y ,z )  = (3 ,1 ,2 ) .

Sólo hay, pues, una forma de expresar el vector (3 , 3 , 4 ) de f j  +F> como suma de un vector 
de F 1 y un vector de F>:

(3,3,4) = (0, 2 , 2)+ (3, 1 , 2) .

De todas formas, insistimos, no hemos demostrado que F\ y F¿ sean independientes.
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CNS de 
independencia de 
dos subespacios 

vectoriales

EJEMPLO I 7

Una caracterización de la independencia de dos subespacios vectoriales la pro
porciona la siguiente

Proposición  1.4 Una condición necesaria y sufíciente para que dos subespacios \ 
vectoriales Fj y de un espacio vectorial sean independientes es:

F, n F2 =  10! .

Demostración La condición es necesaria: si suponemos que F\ y F> son independientes, 
y v es un vector de F\ n F>, entonces v c  F¡ y v €  F_>, y podemos escribir:

v = v + 0, con v e  F¡, 0 € F>,
: \
v  = 0 + v, con 0 €  F |, v e  F>, 

de lo que se deduce: v = 0, dado que F¡ y F¿ son independientes (cf. definición, p. 47). En 
conclusión: si F\ y F2 son independientes, entonces F¡ n F2 = ¡Oí.

La condición es suficiente: si suponemos que F\ n F< = {0 1, y v € Fi + F2, entonces de:

v =  i/i + v2, con Ui e  Fi, e  F2, 
y (16)

v = v'¡ + v'2, con v\ e  Fi, v ’, 6 F_>, 

se deduce (restando): 0 = (t»i -  v\) + (v 2 -  v'2), de donde:

t'i -  v\ = v\ -  u.-. (17)

Ahora bien, como se tiene que v¡ - v\ €  F) y que v2 -v> e  F¿, de (17) se deduce que también
i»i -  v\ G F_> y v ’> - v 2 6 F i, luego:

v¡ - v\ e F| n F¿ y v', - v 2 e F\ n F>,

y con la hipótesis: F¡ n F> = {0}, se infiere: v i - v\ y v > - v',, y las dos descomposiciones
de (16) son idénticas. Así, todo vector de F) + F> se puede expresar sólo de una forma como 
suma de un vector de F¡ y un vector de F2, esto es, F¡ y F2 son independientes.

Ahora estamos en condiciones de probar son independientes los subespacios vectoriales F\ 
y F2 de R 1 vistos en el ejemplo 16  (cf. p. 47). De acuerdo con la proposición 1.4, lo justificare
mos si demostramos se verifica: Fi nF_> = {(0, 0, 0)!.

Un vector que pertenezca a Fi es de la forma: (0 ,x ,x ) , y si pertenece, además, a F2, su 
primera componente es igual a la suma de las otras dos:

0 = x + x.

y por tanto: x  = 0. En consecuencia, sólo el vector (0,0,0) pertenece simultáneamente a F\ y 

aFz: F, n F> = {(0 ,0 ,0 )!. Los subespacios vectoriales F¡ y F-¿ son, entonces, independientes.
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Si £  y G son dos subespacios vectoriales independíenles de un espacio vectorial E, 
su sum a: F  + G, se denota de la forma:

F  ®  G,

y  de F e  6' se dice es la sum a d irecta  de F  y  G. Si, adem ás, se verifica:

£  = £ © G ,

de los subespacios vectoriales F  y  G de £  se  dice son suplem entarios.

EJEMPLO 1 8 Los subespacios vectoriales £| y F> de R :i vistos en el ejemplo 1 (i (cf. p. 47) son suplementar
ios.

En efecto. En el ejemplo 17  (cf. p. 48) ya vimos que F\ y F¿ son independientes, con lo 
cual su suma es la suma directa F, e  F¿. Sólo resta, pues, comprobar que esta suma directa 
es igual al espacio vectorial R3.

Pero si [ X t . X 2 . X 3 )  es un vector arbitrario de R :\ entonces (x i , X2, x :¡) es igual a:

f n  X 2 + X 3 - X 1  x-¿ -  x- ¡  -  x ,  \ /  X 2 - X 3 + X 1  x i - x 2 +  x 3 \

V 2 1 2 /  + r 1, 2 • 2 )■

y además:

/ „  x 2 + X ; ( -  X ,  X 2  + X ; i - X i \ „ r  X 2 -  X ,  +  X ,  X ,  -  X- ,  +  X 3 \

\ ------- 2------- ’ ------- 2------- ) GFu  Ia ’ ' --------2 ' 2 ) ^ r2'

luego: (X 1.X2.X3) e  £1 © F,. En consecuencia: IR1 £  £i © £_>, y como obviamente se verifi

ca: F 1 © F> £  R3, se concluye: Ej ®  F> = R3, es decir, los subespacios vectoriales F¡ y F¿ son 

suplementarios.

De form a análoga a com o hem os hecho con dos subespacios vectoriales, se define 

la independencia de n (n  >  2) subespacios vectoriales. De los subespacios vectoriales 

F 1, F2, .... F,, de un espacio  vectorial £  se dice son independientes si todo vector u 
de su  sum a: n  e  F\ + £2 +  • ■ • +Fn, se puede escribir de form a única com o sum a de n 
vectores: u = u ¡ + u¿ + ■ ■ ■ + u „. de m anera que: u\ e  E j, u> e F>. —  u „  e  F».

En otras palabras: los subespacios vectoriales F 1 , £2, . . . .  F „ son independientes 

si, para cada vector u  de su sum a, de:

u = u\ + u¿ + ■ ■ ■ + u „, con U| e F[, u¿ e  F_n • • • . 6  F„,

- y

u =  v\ + v> +  • • • + Vii. con v i  e  Fj ,  v> - F¿. . . . .  v n e F„, 

se deduce: U| =  v lt u¿ = v ¿ , u „  = v„.
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EJEMPLO 19

Finalmente, otra form a de expresar la independencia de los subespacios vecto

riales F i, F?, •••. es la siguiente: cada vector u de su sum a determ ina de form a 

unívoca (inequívoca) n vectores u \, i¿2, . . . ,  u„  tales que:

« i s  F[, u¿ e  F¿, . . . ,  u n e  F 

U = U\ + U2 + ■ ■ ■ + un.

Podría pensarse que la caracterización de la independencia de dos subespacios 

vectoriales dada en la proposición 1.4 (cf. p. 48) es generalizable a m ás de dos su bes

pacios; en particular, que si los subespacios vectoriales F j , F> F „ fueran de inter

sección igual a 10! ,  entonces serían independientes. Pero esto  no se verifica, como 

com probam os en el siguiente ejem plo.

Es fácil comprobar que los siguientes subespacios de ¡R-:

F i = R ( l , 0 ) ,  Fj  = IR( 1 , 1 )  y Fj = 01(0,1),

verifican: F1 n F¿ n F:< = ¡(0 ,0 )}. Sin embargo, estos tres subespacios vectoriales no son 
independientes: por ejemplo, el vector (2,2) puede obtenerse de más de una forma como 
suma de tres vectores, uno de cada uno de los subespacios vectoriales F i, F> y Fu

(2,2) = (0,0) + (2,2) +  (0,0) y (2 , 2 ) = (2 , 0) +  (0, 0) + (0,2).

No obstante, podem os utilizar de alguna form a la caracterización de la proposi

ción 1.4 (cf. p. 48) para  estudiar la independencia de m ás de dos subespacios vecto

riales. Com encem os con el caso particular de tres subespacios. Considerem os, pues, 

tres subespacios vectoriales F \ , F¿ y  F¡  de un espacio vectorial E. Si se  verifica:

F[ y  (F¿ +  F j ) son independientes,

F> y  F3 son independientes,

entonces podem os afirm ar que los tres subespacios F j ,  F¿ y  F;¡ son independientes. 

En efecto. Si u es un vector de F¡ + F¿ + F j, entonces:

u  =  u 1 +  u¿ +  M j para algún u \ e  F 1 , algún u > e  F¿ y algún U j e  F j ,

y  los vectores ií| , u > y  u ¡ que verifican lo anterior son únicos; podem os escribir:

u = U| + (u-> + U3) con Uj €  Fj y  u2 + U3 e F> + Fj,
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EJEMPLO 20

lo que establece que u pertenece a la sum a de los subespacios F 1 y  (F> + F ,¡), y  de 

suponer son éstos independíenles obtenem os com o consecuencia la unicidad de u t 
y la de u2 + uy, también podem os escribir:

u > + 1/3 e  F2 + F3 con u < e F2 y m¡ e  F3 ,

y de suponer la independencia de los subespacios F2 y  F } se deduce la unicidad de los 

vectores u> y  m3. Los subespacios vectoriales F ¡, F¿ y  F3 son, pues, independientes. 

En general, s i los subespacios vectoriales F ] , F>, . . . ,  F „ verifican:

[ 1 ]  : F\ y  (F¿ + .......................+ Fn) son independientes,

[2] : F> y  (F3 +  ■ ■ ■ + F „ )  son independientes,

[n  -  I ) : F„ 1 y F „  son independientes,

entonces son independientes.

En efecto. Sea u €  F| + F¿ + ■ ■ • + F „; entonces: u  = u\ + u¿ +  • • • + u „ para 

algunos vectores U\ 6  F\, u> e  F2 , u „  e F „. Se tiene:

u e  F| + {F2 + • • • + F „ ),

y  del enunciado [ 1 ]  se deduce que u 1 está  inequívocam ente determ inado. También 

se verifica:

u¿  +  W3 +  ■ • ■ + u n e  F 2 + (F3 +  • ■ • + F „) ,

y  del enunciado [2 ] se infiere que u> queda también inequívocam ente determ inado. 

Así, sucesivam ente, llegam os a:

Wit-l + u n G F„_ 1 + F,j,

y  de fn  -  1 ]  se obtiene que u „ _ i  y  tt„ están inequívocam ente determ inados. En 
conclusión: si u e F\ + F2 + ■ ■ ■ + F „ y  se verifica: [ 1 J, 1 2 J, . . . ,  l n  -  1 ] ,  entonces 

hay una única form a de escribir u como sum a de n vectores, uno de cada uno de los 

subespacios vectoriales F 1, F¿ , . . . ,  F „. Es decir: F u F >, . . . ,  F „  son independientes.

Los cuatro siguientes subespacios vectoriales de R 3:

F 1 = j(X|,X2,X;},X4,X5) €  R :1 | X] = X;> = Xj = X4} ,

F2 = 01(1,1,0,0,0), F¡ = 01(0,1,1,0,0), F4 = RÍO, 0,0,1,0), 

son independientes.
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Para demostrarlo, comprobemos en primer logar que son independientes los subespacios 
vectoriales Fi y (F¿ + F? + Fj), para lo cual (cf. proposición 1.4, p. 48) veamos se verifica:

Fi n (Fz + F3 + F4) = { (0 ,0 ,0 ,0 ,0) j .

Un vector genérico de F i es de la forma: (x ,x ,x ,x ,y ).  Si este vector pertenece, a su vez, 
a (Fi + F3 + F4), entonces:

(x ,x ,x ,x ,y ) = (s,s, 0, 0, 0 ) + (0, t , t , 0, 0 ) + {0 ,0,0 , 1,0 ) (18)

para algunos números reales s, t y í. De (18) se deduce:

x = s, x  = s + t, x ~ t, x = l, y  = 0,

de donde: x  = s = t = 1 = y  = 0. En consecuencia, F¡ n (F¿ +F:¡ + F4) es igual a 1(0 ,0 ,0 ,0 ,0 },
y los subespacios f ,  y (F¿ + F¡ + F4) son efectivamente independientes.

En segundo lugar, comprobemos que F> y (F? + F4) son independientes, o lo que es lo 
mismo: F¿ n (F¡¡ + F\ ) = {(0 ,0 ,0 ,0 ,0)}. Si el vector ( .x ,x ,0,0,0), que es un vector genérico 
de F¿, pertenece a (F=, + F4), entonces:

(x ,x , 0 ,0,0) = (0 ,í, í ,0 ,0 )  + (0,0,0,1,0)

para algunos números reales s y 1. Se obtiene:

x  = 0, x = s, 0 = s, 0 = 1,

de donde: x = s = l =  0,. Por tanto: F> n {F¡ + F4) = {(0 ,0 ,0 ,0 ,0 1, y F¿ y {F¡ + F4) son 
independientes.

Finalmente, veamos que F3 y  F. 1 son independientes. Si (0 ,.v ,x ,0 ,0), vector genérico de Fu 
pertenece a F4, entonces:

(0 ,  a : , x ,  0 , 0 )  =  ( 0 , 0 , 0 , 1 , 0 )  p a r a  a l g ú n  / e  R .

Se obtiene: x = 0 y l = 0, y por tanto: F3 n F4 = {(0 ,0 ,0 ,0 ,0 11, y F3 y F4 son independientes.
Tomemos el vector (0,2, - 1 ,  - 2 , 1) —que admitiremos pertenece a la suma de F i, F>, F, 

y T4—, y  comprobemos quedan determinados unívocamente unos vectores u¡, u>, u ¡ y « 4, 
petenedentes, respectivamente, a Ft, F>, F¡ y F4, tales que su suma es igual a (0,2, - 1 ,  - 2 , 1 ) :

(0, 2 , - 1 , -  2, 1 ) = «i + Uz + u3 + U4.

Si (x ,x ,x ,x ,y ) ,  (s,s ,0 ,0,0), (0, í , t ,0,0)  y (0 ,0 ,0 ,1,0) son vectores de F\, Fz, F4 y F4, res
pectivamente, tales que:

(0, 2, - 1 , - 2, 1 ) = (x ,x ,x ,x ,y )  + ( j ,5, 0,0,0) + (0, t, 1 , 0, 0 ) + (0, 0, 0, 1, 0),

entonces:
0 = x  + s, 2 = x  + s 4- í, - 1  = x  + í, - 2  = x  + /, 1 = y .
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de donde:
1 = 2, x = - 3 ,  5 = 3, ( = 1 y y  = 1.

En consecuencia, el vector (0,2, - 1 , - 2 ,  II queda descompuesto, unívocamente, como suma 
de los vectores:

«i = (-3, -3, -3, -3,1) e f i, Ui = (3,3,0,0,0) e Fj, 

m3 = (0,2,2,0,01 e Fj y u4 = (0,0,0,1,0) e F4.

Si F i , F'2 , . . . ,  Fn son subespacios vectoriales independientes de un espacio vecto

rial E, su sum a: F i +  F> +  • • • + F„,  se denota:

F i © F¿ © • • ■ e  F„,

y de F| © F¿ © • • • © F „  se dice es la su m a directa de F\, F2  F„.

EJEMPLO 21 Los cuatro subespacios vectoriales de 05"’ vistos en el ejemplo 20 (cf. p. 51) son independien
tes, como en este mismo ejemplo citado se demostraba, así que su suma es suma directa: 

Fi © F¿ © Fi ®  F4.

4. Com binaciones lineales  A firm ar que un vector es igual a  una com binación 

lineal de otros significa lo siguiente:

Combinación

Definición

Daclos n vectores v\, v 2, ••-, v „  de un espacio vectorial £  sobre un cuerpo K, 

de cada vector de la sum a de los subespacios vectoriales & iq , IKV2, • • •. K^n,  es 

decir, de cada vector ele:

0C f|  +  K u 2 +  • • ■ +  K u n, 

se dice es una com binación  lineal de los vectores v ¡, v 2, ■ ■ -, v n.

Un vector z de E es una com binación lineal de los vectores v\, v >, . . . ,  v „  precisa

mente si existen escalares o¡i, i\2, . . . ,  <xn tales que:

z =  +  a ¿v ¿  + ■ ■ ■ + a nv „ .

Todo vector que es com binación lineal de vectores de un m ism o subespacio vec

torial pertenece, a su vez, al subespacio vectorial.
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EJEMPLO 22

EJEMPLO 23

1.4

Subespacio afín

El vector (3,0, - 3 )  de R-* es una combinación lineal de los vectores:

( 1 , 1 , 0) ,  (0 , 1 , 1 )  y ( 3 , 1 , - 2 ) ,  

pues los escalares 0, - 1  y 1 son tales que:

( 3 , 0 , - 3 )  = 0 ( 1 , 1 , 0 )  + ( - 1 X 0 , 1 . 1 )  1 ( 3 , 1 , - 2 ) .

El siguiente subespacio vectorial de R 1:

f  =  \ ( X \ , X z , X 3 )  €  OS* I X > =  0 }  ,

es el conjunto de las combinaciones lineales de los vectores:

(1 ,0,0)  y (0,0, 1),  

pues (cf. ejemplo 13 , p. 45): F = R( 1 , 0, 0)  + R(0, 0, 1).

SUBESPACIOS AFINES

1. D efinición de subespacio a fín  Vem os en prim er Ju garla  definición de subes

pacio afín de un espacio vectorial:

Definición

De un subconjunto no vacío de u n  espacio vectorial E  se dice es un su besp ac io  

a fín  de E  s i puede obtenerse como sum a de u n  vector de E  y un subespacio 

vectorial de E.

En sím bolos: el conjunto no vacío A £  E  es subespacio  afín de E  s i existen  un 

vector i i E f y  u n  subespacio vectorial F  de £  de fo rm a que:

.4 =  v  + F  =  ¡v  + x  I x  e  F ] .

Nota En lo sucesivo, con la frase “u> + C es un subespacio afín del espacio vectorial E", 
supondremos implícitamente que w  es un vector de E  y que C es un subespacio vectorial 
de E. a
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EJEMPLO 24

EJEMPLO 25

EJEMPLO 26

El siguiente subcon.junto de IR*:
.4 = ( ( 1 , 1 , 3) }  ,

que obviamente es no vacío, es un subespacio afín de R3, pues:

4  = ¡ ( 1 , 1 , 1 ) }  = ( 1 , 1 , 1 )  + 1(0,0,0)1 .

El subespacio vectorial de R3 siguiente:

A = ((X1.X2.X3) e  R3 I x , + X'i — 0 y x 2 + x 3 = O j,

es un subespacio afín de R3, ya que, como comprobamos a continuación, 4  es igual al si
guiente subespacio afín de !

S  = (0, 0, 0 ) + R ( - l ,  1 , - 1 ).

Si (X ,, x -¿, x ¡ ) es un vector de 4 , es decir:

X|  + x 2 =  0 y x 2 + x.¡ = 0,

entonces: x i = -x> y x 3 = -x>. Podemos, pues, afirmar que todo vector de 4  es de la forma: 
( -X 2, x 2, -x¿) para algún x¿ e  R. Pero:

( -X 2.X2. - X 2) = x 2 ( - 1 , 1 , — 1 ) = (0, 0, 0) + x 2( - l , 1 , - 1 ).

lo que establece que el vector (- x 2, x 2, -x-¿) pertenece a S. Asi: 4  s  S.
Recíprocamente, un vector de S  es de la forma:

(0,0,0) + A< - 1 , 1 ,  - 1 )  para algún A e  R,

pero: (0,0,0) + A( - 1 , 1 , - 1 )  =  (—A, A, —A), y se tiene: (—A, A, —A) e  4 , ya que: ( -  A) + (A) = 0 

y (A) + (-A) = 0. En consecuencia: S  £  4 . V en definitiva: 4  =  5 , y 4  es un subespacio afín 

de R !.

El siguiente subconjunto de K3:

4  = | ( X |, X ‘> , X 3 ) e  R 3 | X|  -  X; ( = 4 } ,

que es no vacío (por ejemplo: (4,0,0) e  4), es un subespacio afín de R3, pues es igual al 

subespacio afín:
B = (4,0,0) +  R( 1 ,0 , 1 )  + R((),1,0),

como comprobamos seguidamente.
Si (X1.X2.X3 ) es un vector de 4 , ha de verificar: x i  -  x :! = 4, con lo cual puede escribirse 

de la forma: (X1 . x 2. x 3) = (x3 + 4,X2, x 3), y como:

(X;i +4,X2,X;i) = (4,0,0) + X :i( l , 0 , l )  + X 2(0, 1 ,0),
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se tiene: U 1.X2.X3 ) = <x3 + 4 ,X 2 ,x3) e  B. En consecuencia: A £  B.
Recíprocamente, todo vector de B es de la forma:

(4,0,0) + A( 1 , 0 , 1 )  + p( 0 , 1 ,0) = (4 + A.p.A),

que es un vector que cumple la condición para pertenecer a A: (4 + A) -  (A) = 4. En conse

cuencia: B £  A, y en conclusión: A = B.

Consecuencias de la definición de subespacio afín  Si E  es un espacio vectorial sobre 

un cuerpo K, se verifica:
•  Un subconjunto de E  formado por un único vector es un subespacio afín de E. 

En efecto: si A = 1 v ¡ c  £, entonces: A = v + ¡0 |. Obsérvese que, en particular, el 
conjunto 10 ¡ es un subespacio afín de E.

• Todo subespacio vectorial de E  es un subespacio afín de E.
Pues si F es un subespacio vectorial de F, se puede escribir: F = 0 + F. Nótese que, en 
particular, el propio E es un subespacio afín de E.

• Si v y iv son dos vectores de E, el conjunto:

v  + &u> =  {v  + Aw | A €  K}  

es también un subespacio afín de E.
Es una consecuencia inmediata de la definición. Nótese que si w = 0, el subespacio afín 
anterior se reduce a !v|.

Si ti» « 0, del subespacio afín v+Ku> de E  se dice es una recta del espacio vectorial E.

EJEMPLO 27 El subespacio afín de K:i visto en el ejemplo 25 (cf. p. 55):

.4 = ¡ (X 1.X 2.X 3 ) e  H:i I xi + x j = 0 y x j +x3 = 0 | , 

es una recta de R:i, ya que, como se demostró en el ejemplo citado, se tiene:

A = (0, 0, 0) + R ( - 1 , 1 , - 1 ),

y ( - 1 , 1 , - 1 )  *  (0,0,0).

Si v  t F es un subespacio afín de un espacio vectorial E  y  w  es 
un vector de E, entonces:

(w  e  v + F ) <¡=> (tu + F  = v  + F).
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Demostración Demostramos en (S2) (cf. p. 44) la siguiente equivalencia:

(te e  e + F) «=* (u» -  v  e  F>; 

pero al ser F  un subespacio vectorial podemos escribir:

(w e  v  +  F) <=> ( t t i - i t e f )  = >  (v - w  e  F).

Por otra parte, como el lector puede comprobar, se verifica:

( u t e e  + F) <=> (lw + F ' £ v  +  F).

Pn consecuencia:

(tv + F e v  + f )  <=> t w e v  + F)  <=> I t i -u ie F )
<=> I V  G W  t f )  <=» ( V  + F £ W  + F),

y en conclusión: ( teet i-tf l  «=■ (tv + F  = v  + F).  c.q.d.

Como consecuencia de esta proposición se tiene la siguiente

CMS para que un 
subespacio afin 
sea subespacio 

vectorial

Demostración Por un lado, si v  + F es subespacio vectorial, entonces a él pertenece el 
vector 0, y de acuerdo con la proposición 1.5 se tiene:

i/ + F  =  0 + F  = F.

El recíproco es obvio: si v  + F = F,  entonces v  + F  es un subespacio vectorial. Queda asi 

probada la primera equivalencia.
Por otro lado:

1 v e F) <=> ( u e O  + F) «=> (u + F = 0  + F) <=> (i;  + F = F),

lo que termina de probar el resultado.

Dado un subespacio afín A de un espacio vectorial E , es decir:

A  =  v +  F  con ti e  £  y  f  un subespacio vectorial de E,

nos preguntamos si existe algún vector w  de E, distinto de v,  y algún subespacio 
vectorial G  de £, distinto de F, de forma que:

A  =  v  +  F  =  u> + G.

lina respuesta parcial nos la da la siguiente proposición.

P roposición  1.6 Si v  + F  es un subespacio afín cíe un espacio vectorial E, se 
verifica:

[  . V + F c s  'j <=* (U +  p = p ) <=> (v  e  F).
[subespacio vectorial)
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Igualdad de 
subespacios 

afines

EJEMPLO 28

Proposición  1.7 Si v  + F  y  w  + G son el mismo subespacio afín de un espa
cio vectorial E: v  + F  - w + G, entonces los subespacios vectoriales F  y  G son 
iguales: F  - G.

Demostración De la hipótesis: v + F = w + G, y teniendo en cuenta (S3) (cf. p. 44), se
deduce: (v + ( - tú)  + F = (w  + ( - tú)  + G, de donde (cf. (SI), p. 44):

F = (w  - v) + G. (19)

De esta forma, el subespacio afín (w  -  v) + G es un subespacio vectorial, y por tanto (cf. pro
posición 1.6, p. 57): G = (w v) + G, que unido a la igualdad (19) permite finalmente concluir:
G = (w - v ) + G = F. c.o.u.

Nota bene Si v + F  es un subespacio afín de un espacio vectorial E y w es un vector de £  
tal que: v + F = w + £, no se deduce necesariamente que v  sea igual a w. A

Si F  es el subespacio vectorial de R3:

F = R( 1 , 0 , 1 )  + R( 0 , 1,0),

se verifica: (4,0,0) + F = (0,0, -4 ) + F.
En efecto, podemos escribir: (4,0,0) = (0 ,0 ,-4 )  + (4,0,4), con (4,0,4) e  F; de esta 

forma: (4,0,0) e  (0,0, -4 ) + F, y por tanto (cf. proposición 1.5, p. 56):

(4,0,0) + F = (0, 0, -4)  + F.

2. intersección de subespacios afines Puede ocurrir que dos subespacios afí
nes de un espacio vectorial no tengan ningún vector en común; en este caso, su 
intersección es el conjunto vacío, que no es subespacio afín.

EJEMPLO 29 Los siguientes subespacios afines de R3:

Á = ( 1 , 1 , 0)  + R( 1 , 0 , 1 )  y B = ( 2 , 0 , - 1 )  + R(0, 1 , 1 ) ,  

son tales que A n B = 0, como el lector puede comprobar fácümenle.
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Intersección de 
subespacios 

afínes

EJEMPLO 30

Pero si la intersección no es el conjunto vacío, entonces ésta es un subespacio 
afín, como probamos en la siguiente proposición.

Proposición L8 S iv + F  y w  + G son subespacios añnes de un espacio vectorial E 
tales que su intersección es no vacía: (v  + F ) n  (w  + G) *  0, entonces:

(v  + F ) n (w  + G) = z + (F  n G),

donde z es un vector de (v  + F ) n  (te + G).

Demostración Como, por hipótesis, z e  (v  + f )  n (w + G), se tiene (cf. proposición 1.5, 
p, 56): v + F = z + F  y  w + G =  z + G ,y  por tanto:

(ir + F) n (te + G) = (z + f ) n ¡z  + G). 

Si x  es un vector de E, se verifica:

(20 )

x E h  + F ) n l z + G )

x G z + F
y

x e  z + G 

x - z g  F
y

x -  z e  G

<=> x - z e F n G  <=> x 6 z  +  ( f n C ) ,

y en consecuencia: (z + F) n (z + G) = z + ( f  n G), que unido a (20) permite finalmente 
concluir: (v  + F) n (w + G) = z + (F  n G). c.o.o.

Recordemos los subespacios vectoriales de R3 vistos en el ejemplo 10  (cf. p. 42):

F¡ = {(x i ,x >,Xí ) e  ¡R3 I x\ -  2x¿ + x 3 = 0] ,

F> = { (Xi ,X2, x 3) £  I X] = 2 x 31 .

los cuales verifican: f j  n F> = R(4,3,2) ,  y consideremos los subespacios afines de R 3 siguien
tes:

A = ( 3 , 2 , 1 )  + Fi y B = (7,5,3)  + F2.

La intersección .4 n B no es el conjunto vacío, pues por ejemplo (como e! lector puede 
comprobar sin dificultad): < — 1, — 1 , —1) e A n B. La proposición 1.8 nos permite asegurar 
que .4 n B es un subespacio afin de IR3:

A n B  = ( - 1 , - 1 , - 1 )  +F¡ n F 2 = ( - 1 , - 1 , - 1 )  + 01(4,3,2).
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EJEMPLO 31

Un hiperplano es 
subespacio afín

.3. H iperp lanos de IR" Llam am os hiperplano de IR'1 a todo conjunto de la forma:
n

H  = { ( .v i ,x 2 x „ ) e  R "  I Y Ja <x ' = d i ,
f=i

donde a i ,a ¿ ,  ■■■, a n y d son núm eros reales, y a\, a ¿  no son sim ultáneam ente

nulos.

El conjunto siguiente:
| ( . Y | , x 2 ) e  K 2 | 2 ^ 1  +  x 2 =  7 ] •

es un hiperplano de IR2.
El conjunto {(x , .X2.X3.X4) €  R4 I 2 x 2 -  x 4 = 4¡ es un hiperplano de IR4.

El conjunto {(X|.X2,X3, x 4, X j , x fi) G IR1’ | x-, = 0} es un hiperplano de R6.

Los hiperplanos son subespacios afínes, com o vem os en la siguiente proposición.

P roposición  1.9 Todo hiperplano de R "  e s  subespacio afín de R ".

Demostración Hacemos la demostración para n = 3.
Sea A = {(X1.X 2.X 3) e  IR‘ I d]Xi + 1*2X3 +a3X3 = d] un hiperplano de R ! . Si d = O, 

entonces .4 es un subespacio vectorial de R:t y, por tanto, un subespacio afín de R3. Si d *  O 
y, por ejemplo, a ¡ = 0, designemos por l¡ el siguiente subespacio afín:

B = ( j- .0 ,o {  +F, (21)

siendo F  el subespacio vectorial F  = {(X 1.X2.X 3) g  Rj  | <j|Xi + a¿x< + « 3X3 = 0{. Entonces 
se verifica: A = B, y el hiperplano A es un subespacio afín de LR3.

En efecto, se tienen las siguientes equivalencias:

(f1.f2.f3) e R •=» (f1.f2.f3) O.o)\ Cl) / e  F

~  (í' - ^ ' Í2’í:i) eF
•=> flj (ti -  y - )  + ad¿  + ÍI3Í3 = 0

<=> a 1 f 1 + a¿t¿ + ¿13(3 = d 

=  ( f 1.t2. t 3) e  A,

y como consecuencia: A = B.
Si fuera a ¡ = 0  y a> *  0, entonces la definición de B, en (21), hubiese sido:
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y si fuera a 3 el único no nulo, hubiese sido: B = (0 ,0 ,tf/a :¡) + F. En ambos casos, se com
prueba que 4  = B.

La demostración para el caso general es análoga: si II  es el hiperpiano de IR":

11 = j ( x i , x j , . . . , x „ )  e  R"  | Y u rx,  = d ],
h I

entonces existe fe e  { 1 , 2 , . . . .  ni  tal que Uk *  0, y se tiene:

H = (i).......0, —  ,0  o) + \{x\,x¿............x „ ) e  IR" I Y a ¡x , = 0 ¡ ;
V a k ) l=l

y quedaría así probado que I I  es un subespacio afín de IR". c.q.d.

EJEMPLO 32 El siguiente subconjunto de IR'1:

,4 = l (X],X2,X3, x 4) e  IR4 I lx 2 - x 4 = 4 ¡ ,

es un hiperpiano y, de acuerdo con la proposición anterior, un subespacio afín de IR4. Un 
coeficiente no nulo en la condición de la definición de A es el de X2, que es igual a 2. Por 
tanto:

.4 = (o,|,0,o) + P,
donde F = {(Xi ,X2,X3,Xj )  e  ¡R4 I 2x¿ -x_i = 0 ¡.

EJEMPLO 33 Es un hiperpiano de IR4 el conjunto:

.4 =  | ( X | , X 2 , X . j )  S  R '  | X |  - x :( = 4 ¡ ,

el cual ya se comprobó es un subespacio afín de IR:i (cf. ejemplo 26, p. 55). De acuerdo con lo 
dicho en los párrafos precedentes, se tiene:

A = (y-0.o) + ¡ ( x i , X2,x.O e  R4 I x¡ -  x :t = 0 }.

4. Subespacios afines p ara le lo s  De dos subespacios afines v  + F \ w + (, de 

un espacio vectorial £  direm os son paralelos si F  = G.
A lgunos autores definen el paralelismo débil: el subespacio  afín v  + F  es débil

mente paralelo al subespacio afín  w  +  G s i F  £  G.

EJEMPLO 34 El hiperpiano (de R:i) 4  = { ( x i , x 2,x 3) e  R ! I x, -  x ¡  = 4 ¡  y el subespacio afín (también 

de R !) C = ( 1 , 1 , 1 )  + R ( 1 , 0 , 1) + R(0, 1 ,0) son paralelos, pues se verifica (cf. ejemplo 26, 

p. 55): 4  = (4,0,0) + R ( 1 , 0 , 1 )  + IR(0,1,0).

EJEMPLO 35 La recta ( 1 , 2 , 3 )  + R( 1 , 2 , 1 )  es débilmente paralela al subespacio afín 4  del ejemplo anterior, 

ya que: 01( 1 , 2 , 1 ) £  {(X1.X 2.X 3) e  R :1 | x, - x-j = 0 [.
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5. Com binaciones afines  Dados n vectores w  i , w ¿  u»„ de un espacio vec

torial E, si « i ,  « 2  ««  son n escalares tales que:

del vector «iu>i  +  «,»u>2 + • - • +  «n iv ,, direm os es una com binación  afín  de los 

vectores w  1, w ¿  u>„.

EJEMPLO 36 F.l vector (0, - 1 , 3 )  de R 1 es una combinación afín de los vectores ( 1 , 1 , 0) ,  ( 0, 1 , 1 )  y (1 , 0, 1 ) ,  

pues, por ejemplo, los escalares - 2 , 1  y 2 son tales que suman 1: ( - 2 )  + 1 + 2 -• 1, y se Rene:

( 0 , - 1 ,  3) = ( - 2 X 1 , 1 , 0 )  *  1(0, l, I ) +  2( 1 , 0, 1 1 .

Todo vector que es com binación afín de vectores de un m ismo subespacio afín 

pertenece, a su vez, al subespacio  afín. Para com probarlo, considerem os u n  subes

pacio afín v + F  de un espacio vectorial £ , y sean v  + « i ,  v - u ¿  v  -\■ u „  vectores

pertenecientes a v  + F  (y por tanto u ¡, u ¿  u „  son vectores del subespacio vec

torial F). Si iv es un vector de E  que es una com binación afín de ellos, probem os 

que w  £  v  +• F.
Por ser w  una com binación afín de v  \ U[, v+ u ¿  v - u n, existen escalares « 1 ,

a >....... « „  tales que: « i  +  «2 + • • • + «n =  1 . V

y como £ « ( « <  e  F  (pues es com binación lineal de u\, u¿, .... u n, vectores del

Escolio Si m  « i ,  v  + u¿  v  + u„  son vectores del subespacio afín v  + F, y w es el

0f] + 0¡2 + • • •  +  « „  = 1 ,

w  = « i ( u  + u j ) +  a ¿ { v  + U‘¿) + • • • » « „ ( u  + u„). (22)

Sim plificando en la igualdad (22), obtenem os:

subespacio vectorial F), se concluye: w  e  v + F.

vector
W •- «| (V + U] ) + 1 ( - • • • +  0(„l v  + u„  i (23)

donde 00, «_> an son estillares tales que:

(24)
r-1
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entonces w no pertenece a v + F, salvo en el caso elemental en que v + F  sea subespacio 
vectorial de E.

En efecto. Supongamos que v  + F  no es subespacio vectorial, y por tanto que v g F 
(cf. proposición 1.6, p. 57). Querernos probar', bajo las hipótesis enunciadas en el párrafo 
anterior, se tiene que w $ v + F, y para ello procedemos por reducción al absurdo, es 
decir, suponemos que w e v + F. De (23) obtenemos:

" n
w = ( X 0í' j v + X  a‘u<’

i= I f = J

pero si w e  v + F, entonces existe u s  F  tal que: w  = v  + w, y por tanto:
» n

( ) *' + Z « i “ < = v + M‘1=1 1=1
o bien:

(  " \ " a iUí’
i - I í = I

de donde (teniendo en cuenta (24)):

f - 1 i“ i
que contradice el hecho de que v  g F, pues el segundo miembro de esta igualdad es un 

vector de F.
En particular, si v - F  es un subespacio afín de un espacio vectorial E  y v + F no es 

subespacio vectorial, entonces se verifica:

V A e  K -  1 1 }, V u> e  v +  F, Áw g u t F .

1.5 SISTEMAS DE VECTORES

En esta  sección introducim os varias definiciones y notaciones que serán  de gran uti

lidad en el resto  del texto.

Considerem os un espacio vectorial E  sobre un cuerpo K . Llam arem os sistema 
de vectores de £ a toda lista, o colección, finita ordenada de vectores de £. Si iq, 
t>2 v „  son n  vectores de £ , el sistem a S  form ado por ellos se denota:

S  =  (V ] ,V 2 .........v „ ) .

De los vectores v¡, v ¿ , . . . .  v „  direm os son los vectores del sistem a S. Al conjunto 

form ado por ellos lo denotarem os por S.
Dados dos sistem as ( v i , u 2 v n) y  {u>i,W2 , . . . , w m) de n  y m  vectores de £ ,

respectivam ente, considerarem os son iguales si:

n = m y  v\ = u>\, v> = w^, . . . ,  v „  = w n.
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EJEMPLO 37 Consideremos los vectores Vi = (1 ,0) ,  v¿ = <0,1 ), v* = (3, 1 )  y v4 = (2,2) de ¡R-. Con ellos 
podemos formar, entre otros, los siguientes sistemas:

• S¡ = (v , ,v2,v:¡),
•  S¿ = (v>,Ví,v4,vi),
• A = (v i .V i , v 4), donde observamos que el vector v, figura dos veces,
•  B = ( i t j , i » 4 , 1/4,  v ¡ , i» 1 ), donde observamos que el vector v4 figura tres veces, y el vec

tor v 1 dos.

Los conjuntos asociados a estos cuatro sistemas son: .SJ = S-¡ = (V|,V2,i/;i,i/4),

A = ltti,i>4| y B = [ Vi . i c ! .

Dado un sistem a S  = (v\,V2 ,--., v n) de vectores de E, definim os el cardinal de S , 

que denotam os: Card(.S'), com o el núm ero de vectores de la l isia que define S. F.s 

decir: C ard(5) =  Card v n) = n.

EJEMPLO 38 El cardinal de los sistemas del ejemplo 37 es: Card(.SV) = 3, Cardl.Vj) = 4, Card(-V) = 3 

y Card(B) = S.

Dados dos sistem as 5  =  (v¡,v>,---,vn) y S '  = (w ¡ ,w    w m) de vectores de E,
definim os el sistem a (S ,S ')  de la  forma: (S ,S ') = (v ¡,v> .........v n,W i ,w 2 ,- . . ,w m).

EJEMPLO 39 Volviendo de nuevo a los sistemas del ejemplo 37 (cf. p. 64), podemos escribir:

(5j , (Ui)) = (V1.V2.V3. Vi) y (A,B) = (i/|, i/,, V4, 1/4, t»4, 1/4, V i, Vi ).

Dados dos sistem as S  y  S'  de vectores de E, direm os que S  es subsistema de S' 
si todo vector de S  es de S ’ y  no figura en la lista de los vectores de S  m ás v eces que 
en la de S'.

EJEMPLO 40 Para los sistemas del ejemplo 37 (cf. p. 64) se cumple:
• Si es un subsistema de S¿;
• A es un subsistema de B, puesto que v , no figura más veces en A que en B, y u 4 figura 

menos veces en A que en B\
•  S¿ no es subsistema de .S’ ,, pues v4 es un vector de S¿, pero no lo es do 5 1;
•  B no es subsistema de A, pues, aunque todo vector de B es vector de A, el vector v.¡ 

figura más veces en B que en A.
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1.6 VECTORES LINEALMENTE DEPENDIENTES

I.  Defin ición. Prop iedades básicas  A continuación, vem os la definición de 

dependencia lineal de vectores:

Vectores 
linealmente 

dependientes

Sistema ligado

Consecuencias de la definición de dependencia lineal Sea E  un espacio vectorial. 

Se verifica:

• (0) es un sistema ligado.
Fn efecto: 10 = 0 y 1 f- 0; es decir, el vector 0 es linealmente dependiente, o lo que es 
lo mismo: (0) es un sistema ligado.

• Si v es un vector de F. distinto del vector 0, entonces Iv ) no es un sistema 
ligado.
Si ix es un escalar, de la igualdad a v  = 0 se deduce (consecuencia de la definición 
de espacio vectorial) que oí = 0; es decir, no podemos encontrar un escalar ix = 0 tai 
que «v = 0. El vector v  no es un vector linealmente dependiente, o bien: (iri no es un 

sistema ligado.
• Todo sistema de vectores en el que figure el vector 0 es ligado.

Que el sistema (0) es ligado lo sabemos por la primera consecuencia de la definición de
dependencia lineal. Por otra parte, si B = (0 ,tq ,ir ........v „)  (donde n e N *  = N -  IOS),
entonces es posible encontrar escalares ¡3, oq, a ¿ , . . . ,  no lodos nulos, tales que:

flO + oqtq + CXjVj + • • • + Oí„t>„ = 0

(por ejemplo: /i = 1 y «1 = a¿ = ... = cx„ = 0), lo que establece que el sistema B es 
ligado.

• Todo sistema en el que uno de los vectores es igual a una combinación lineal 
de los restantes es ligado.
Si w es igual a una combinación lineal de , v> v„. es decir, para algunos es
calares « ), oí,., . . . ,  íXn se tiene: w  = o/iv¡ + <x¿v> + • ■ ■ + (x „v„, entonces:

(- l)U t + ÍXiiq + et¿v> + • • ■ + cx„ f,, = 0,

y no lodos los escalares ( - 1 ) ,  « i ,  a->,.... « „  son nulos. Los vectores w, v,. i> j,. . . .  v„
son, pues, linealmente dependientes, o lo que es lo mismo: el sistema (w, v ¡ , v> v „)
es ligado.

Definición

Sea E  un espacio vectorial sobre un cuerpo &. De los vectores iq ,  t>2 v n de E
se dice son linealm ente dependientes, o del sistem a ( v ¡ , v 2, . .. , v „ )  se dice es 

un sistem a ligado, si existen escalares t\i, « 2, . . . ,  no todos nulos, tales que:

ex! i/i + <x2v¿ + ■ ■ ■ + a nv „  =  0 .



tit> I ESPACIOS VECTORIALES

EJEMPLO 41

EJEMPLO 42

EJERCICIO 2

CNS de sistema 
de dos vectores 

ligado

Los vectores ( 1 ,2 ,3 )  y ( 3 ,2 ,1)  de K 1 no son linealmente dependientes.

En efecto. Si «  y 0 son escalares tales que:

« ( 1 ,2 ,3 )  +  0 (3 ,2 ,1 )  = (0,0,0), (25)

o lo que es lo mismo: («  + 3/1,2« + 20,3<x + 0) = (0,0,0), entonces:

a + 30 = 0, 2 «  + 2/1 = 0, 3 a  +  /? = 0.

De la segunda igualdad deducimos: «  = -0, y sustituyendo en la primera llegamos a: 20 = 0, 
y  por tanto: 0 = 0 y a  = 0. En consecuencia, sólo los escalares «  =  0 y 0 = 0 verifican (25).

Al no existir dos escalares «  y /!, no ambos nulos, que satisfagan (25), concluimos que los 

vectores ( 1 ,2 ,3 )  y  ( 3 ,2 ,1 )  no son linealmente dependientes, o lo que es lo mismo: el sistema 

(( 1 ,2 ,3 ) , ( 3 ,2 ,1 ) )  no es un sistema ligado.

Los vectores ( 1 , 1 ) ,  ( 1 ,3 )  y (3 ,1)  de R-’ son linealmente dependientes, pues por ejemplo los 

tres escalares -4 , 1 y 1 no son todos nulos y se verifica: - 4 ( 1 , 1 )  +  1 ( 1 ,3 )  + 1( 3 , 1 )  = (0,0).

Estudiar para que valores dea e R es ligado el sistema de vectores ( (1 ,0 ,0 ), (0, i ,a),  (0 ,a, 1)) 
de R-*. A

2. O tras propiedades  En las siguientes proposiciones m ostram os dos propie

dades de la dependencia lineal.

P roposición  1 .10  Sean v y w dos vectores de un espacio vectorial E  sobre un 
cuerpo K . Si v  *  0, entonces una condición necesaria y  suñciente para que (v, w ) 
sea un sistema ligado es: w  • K u .

Demostración La condición es necesaria. Si «  y 0 son dos escalares, no ambos nulos, 
tales que:

a v  + 0w = 0, (20)

entonces 0  *  0, pues en caso contrario de (26) se deduciría: av  = 0, y  como por hipótesis v ?= 
0, se tendría: «  = 0, que vulneraría que los escalares no son ambos nulos. Al ser 0 + 0, de (26) 
se deduce: w = 0 ' (-a)v,  y por tanto: w €  Kv.

La condición es suficiente. Si w e Kv, entonces w = Av para algún A e  K, y podemos 
escribir: (-A )u  + 1  w  = 0. Al no ser los escalares -A  y I simultáneamente nulos, esta igualdad 
establece que (v, w) es un sistema ligado. c.Q.u.
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EJEMPLO 43 Encontremos para qué valores reales de a y b son linealmente dependientes los siguientes 
vectores de R3:

v =  ( 1 , - 1 , 2 )  y ui = (2 ,a,b).
Como v *  (0,0,0), la proposición 1.10  afirma que v y w son linealmente dependientes 

precisamente si: w e  Ri/, es decir, precisamente si existe algún número real «  tal que:

a ( l , - 1 , 2 ) = (2 ,a.b).

Esta igualdad vectorial es equivalente a:

oí = 2, - o í  = a, 2 a  = b,

equivalente a su vez a: oí = 2, a = -2 y  b = 4.

En conclusión, los vectores v y w  son linealmente dependientes si, y sólo si, a  = -2  

y b=  4.

En la siguiente proposición se presenta una condición necesaria y suficiente para 

que un sistem a de vectores sea  un sistem a ligado.

Proposición  1 . 1 1  Una condición necesaria y  suficiente para que un sistema de 
vectores sea ligado es que exista un sistema ligado que sea subsistema suyo.

Demostración La condición es obviamente necesaria, pues todo sistema es subsistema de 

sí mismo.
La condición también es suficiente. Para demostrarlo, consideremos un sistema de vec

tores B = (i7|, V2, ■■ ■, Vn), y supongamos es ligado el sistema:

B' = (v\,V2,-..,Vp) , con p < n,

que es subsistema de B (no se pierde generalidad al suponer que tal subsistema ligado es de 
esta forma). Como B' es un sistema ligado, existen escalares « 1, «21 •••. «,,, no todos nulos, 
tales que:

«i V\ + cíjVj  + • ■ • + i\,,vP = 0. (27)

Si definimos: a ,  = 0 para p < j  < n, entonces los escalares oí¡ , « 2, . . . ,  « „  no son todos nulos, 
y de acuerdo con (27) podemos escribir:

« it 'i  + + ■ • ■ + oínv „  = 0,

lo que establece que el sistema tí es ligado. c.ü.D.

Nota bene Puede ocurrir que un sistema B sea ligado y que todo subsistema de B de 
cardinal menor no lo sea. Por ejemplo, el sistema de vectores ((1,0 ), (0 ,1) , ( 1 , 1 ) )  de IR2 
es un sistema ligado, pero cualquier subsistema suyo de cardinal menor no es un sistema 
ligado, como el lector puede comprobar sin dificultad. A



I. ESPACIOS VECTORIALES

EJEMPLO 44

1.7

Vectores
linealmente

independientes

Sistema libre

Estudiemos para qué valores reales de a, b, c y d es ligado este sistema de vectores de 

B = ( u j . - & . 5 ) , ( l , - 1 .2 ) t< l,3 tc + &),(«! + b + c, !j\b- -  c 3|.rf). ( 2 .- 2 ,4 ) ) .

En el ejemplo 43 (cf. p. 67) vimos que el sistema B ' = ((1, - 1 , 2 ) ,  (2. -2 ,4 ))  es un sistema 
ligado. Como B' es un subsistema de B, de la proposición 1 . 1 1 (cf. p. 67) se deduce que 
también B es un sistema ligado.

Nótese que el sistema B es un sistema ligado independientemente de los valores que 

puedan tomar a, b ,c  y d.

VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES

i .  Definición. Prop iedades básicas  De m anera inform al podem os decir que la 

independencia lineal es la negación de la dependencia lineal. De form a m ás precisa:

Definición

De los vectores V\, v>, . . . .  v n se dice son linealm ente independientes, o del

sistem a (v ¡ ,v> ,... , v „ )  se dice es un sistem a libre, si los vectores v ¡ , v> u„

no son linealm ente dependientes, es decir, si de la igualdad:

« it» i +  ct> v> + ■ ■ ■ + (x „v „ = 0,

donde a i ,  « 2, . . . ,  a „  son escalares, necesariam ente se deduce:

« i  =  «2  =  . . .  =  a „  =  0 .

Consecuencias de la definición de independencia lineal Sea E  un espacio vectorial. 

Se verifica:

•  (0) no es un sistema libre.
Ya vimos que (0) es un sistema ligado.

• Si v  es un vector de E  distinto de 0, entonces (v ) es un sistema libre.
Ya probamos que si v *  0, entonces (v ) no es un sistema ligado.

• Un sistema de vectores en el que figure el vector 0 no es libre.
En la sección anterior probamos que un sistema en estas condiciones es un sistema 

ligado.
• Un sistema en el que uno de los vectores es combinación lineal de los restantes 

no es libre.
Vimos en la sección anterior que si w es una combinación lineal de v ¡. v< v„,
entonces (u>, v ¡ , v ¿  v „) es un sistema ligado.
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EJEMPLO 45 Los vectores ( 1 ,2 ,3 )  y ( 3 ,2 ,1 )  de 013 son linealmente independientes, pues, como vimos en 
el ejemplo 4 1 (cf. p. 66), estos vectores no son linealmente dependientes.

Recordemos que en el ejemplo citado buscamos qué valores de «  y /•>' verificaban:

« ( 1 ,2 ,3 )  +  0 (3 ,2 ,1 )  = (0,0,0),

y vimos que la única posibilidad es: «  = />’ -  0, lo que confirma que los vectores ( 1 ,2 ,3 )  

y (3 ,2 ,1 )  son efectivamente linealmente independientes, o dicho de otra forma: el siste

ma ( ( 1 ,2 ,3 ) , ( 3 ,2 ,1) )  es libre.

EJEMPLO 46 Los vectores ( 1 , 1 ) ,  ( 1 ,3 )  y (3 ,1)  de R- no son linealmente independientes, pues son lineal- 
menle dependientes (cf. ejemplo 42, p. 66).

Si tratamos de resolver en las incógnitas «, 0 y y  la ecuación:

a ( l ,  1)  + 0 ( 1 ,3 )  +  y ( 3 , 1)  = (0,0), (28)

no obtenemos necesariamente que «  =  0 = y = 0: como ya vimos en el ejemplo citado, 

para «  = -4 , 0 = 1 y  y  = 1 se verifica (28).

EJERCICIO 3 Estudiar para qué valores de a £ IR es libre el sistema de vectores ( (1 ,0 ,0 ), (0 ,1, a ), (0,cJ, 1)) 
de IR1. A

2. O tras propiedades  El resultado siguiente es una consecuencia inm ediata de 

la proposición 1 .10  (cf. p. 66):

ENS de sistema 
:e dos vectores 

libre

Proposición  1 .12  Sean v y  w  dos vectores de un espacio vectorial E  sobre un 
cuerpo K . Si v -r- 0, entonces una condición necesaria y  suficiente para que (v ,w )  
sea un sistema libre es: w e Kv.

tJEMPLO 4 7 Estudiemos para qué valores reales de a y  b son linealmente independientes los siguientes 

vectores de RJ :

v  = ( 1 , - 1 , 2 )  y w = (2 ,a,b).

En el ejemplo 43 (cf. p. 67) vimos que v y w son linealmente dependientes precisamente 

si: a =  - 2  y b = 4. Por tanto, v y w  son linealmente independientes precisamente si: a  = -2  

o b *■ 4.
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EJERCICIO 4

EJEMPLO 48

EJERCICIO 5

Proposición  1 . 13  Una condición necesaria y  sufícicnte para que un sistema de 
vectores sea Ubre es que lodo subsistema suyo sea un sistema libre.

D e m o s tr a c ió n  La co n d ició n  es n e cesaria : s i B  e s  un sis te m a  lib re y B '  e s  un su b s is te m a  

de B, e n to n c e s  B '  e s  un  sis te m a  lib re , p u es en  caso  co n tra rio  ta m p o co  seria  lib re  fí <cf. p ro p o 

sic ió n  1. 11,  p. 6 7 ).

R ec ip ro ca m e n te , la co n d ició n  es  su fic ien te : si todo su b s is te m a  de u n  s is te m a  B  e s  un 

s is te m a  lib re , tam b ié n  e s  lib re  el p ro p io  B , p u es es  su b s is te m a  de sí m ism o. c . a n .

S e a n  v ¡ , v ->,. . . ,  v n v e c to re s  d e  u n  e s p a c io  vectoria l E . D e m o s t r a r  q u e  u n a  c o n d ic ió n  n e c e s a r ia  

y  s u f ic ie n te  p a r a  q u e  u n  v e c to r  w  e  E  n o  sea  u n a  co m b in a c ió n  l in e a l  d e  e s to s  v e c to re s  e s  q u e  

de ia  ig u a ld a d :

« ,iq  + « 21/2 -  ■ ■ • + n „ v „  f lw =  0,

se  d e d u z c a : fi = 0 . A

Para cu a lq u ie r  a  £  R , el v ecto r ( a ,  í , a  +  1) de R 3 no  es  igual a u n a co m b in a ció n  lin eal d e los 

v e cto re s  ( 1 , 0 , 1), ( 0 , 1 , 0 ) y ( 1 , 1 , 1 ).

F.n e le c to , de la  igualdad :

« , ( 1 , 0 , 1 )  + ex, (0, 1 ,0) + « 3 ( 1 , 1 , 1 1  + p(a, l ,a  + 1) = (0,0,0)

se o b tien e :

(X, + «3 + aP  = 0, «_> + «3 + P = 0, «i  -r « j  + aP -r p = 0,

de d on d e (resta n d o  la  p rim era  igualdad  de la tercera) se  d ed u ce : p =  0 . C on el e je rc ic io  4  se 

co n clu y e  el resu lta d o .

D e m o s t ra r  q u e  s i  ( i q , e 2, . . . , i >„) e s  u n  s is te m a  l ib re  d e  v e c to re s  d e  u n  e s p a c io  v e c to r ia l E  

y  w  es  un v e c to r  d e  E  q u e  n o  es ig u a l a u n a  c o m b in a c ió n  l in e a ]  d e  e , , v ¿ ,  . . . ,  v „ ,  e n to n 

ces  ( w , v i , t>:>,. . . ,  u „ ) ta m b ié n  es  u n  s is te m a  l ib re .  A

SISTEMAS DE GENERADORES Y BASES 
DE UN ESPACIO VECTORIAL

1. Sistem as de generadores  Sea B = (i.’ i , v ¿ , ... , v n) un sistem a de vectores 

de un espacio vectorial E. Por: L(B), o también: I  ( u , , v 2, . . . ,  v n), denotarem os el 

conjunto de todos los vectores de E  que son combinación lineal de los vectores u ,, 

vi,  ..., v n; es decir (cf. p. 33):

L{B)  =  L (u, ,  v¿, ■■■, v n) = K tq + K v 2 + * ■ • + IK tv
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Sistema de 
generadores

EJEMPLO 49

EJEMPLO SO

El conjunto H B )  es, pues, un subespacio vectorial de L:  es el subespacio vectorial 

de E  de los vectores que pueden escribirse de la forma:

dí 11/1 +  a ¿ v ¿  +  - • • +  « , , 1»,!,

donde « i ,  a n son escalares.

Definición

De unos vectores v \ ,  v-¿, . . . .  v n de un espacio vectorial E  diremos son gene

radores de £ , o que E  está generado por los vectores . . .  , v n , o del sis

tem a  v n ) diremos es un sistem a de gen eradores de £ ,  si:

L  ( t > i , V 2  V n )  =  E ,

es decir, si todo vector de E  es combinación lineal de los vectores v\ ,  v ¿ , . . v n .

Si los vectores i»i,  v n son generadores del espacio vectorial E  y v  es un

vector de E, entonces existen escalares « i ,  « 2  tales que:

v  -  ex 117 ¡ +  a ¿ v >  +  ■ ■ - +  <xn v n .

De esta igualdad diremos es una descom posición del vector v  como combinación 

lineal de los generadores i»i, v-¿.........v „ .

El sistema ((1 ,0),  ( 1 , 1 ) ,  (0, 1)) es un sistema de generadores de RJ .
En efecto. Para cada vector lu.bj  de R- se verifica:

i a,b)  -  | ( l , 0 )  -i -  | )  ( 0 , 1 ) ,

lo que establece que (<i,b) es combinación lineal de los vectores (1,0),  ( 1 , 1 )  y (0, 1).  En

consecuencia:
I (  (1 ,0),  ( 1 , 1 ) ,  (0, 1)) = RJ .

Con palabras: R- está generado por los vectores (1 ,0),  ( 1 , 1 )  y (0,1).

El sistema (l 1 , 1 ,0) ,  (0, 1 ,  D)  no es un sistema de generadores de R 1.
Por ejemplo, el vector ( 1 , 1 , 1 )  no es combinación lineal de ( 1 , 1 , 0)  y (0, 1 , 1 ) .  En efecto, 

afirmarlo sería lo mismo que afirmar existen dos números reales » y 0 tales que el vector:

« ( 1 , 1 . 0 )  + 0(0 , 1 , 1 ) ,  o bien ( « , «  + 0,0),

es igual a ( 1 , 1 , 1 ) ,  pero esto significaría decir que tanto a  y 0 como su suma: o: + 0, son

iguales a 1 , lo cual es claramente imposible.
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EJERCICIO 6

Base

EJEMPLO 51

EJEMPLO 52

EJERCICIO 7

Sean A = ( r i . v j  f, i) y B - dos sistemas de vectores de un espacio
vectorial E. Demostrar: 

al A  s  LÍA):
h) si E es subespacio vectorial de E, se veriñea: A s  F  =*  H A ) s  F;
Cl A  S  U B I => i.(A) c i ( í ) ;
d) si A es subsistema de B, entonces: LÍA)  £  L(B);
e) paja cada u e  E  se tiene: i. (A) = L(B) =* L(A, (tí)) = L (B, («));
f) si A es un sistema de generadores deE y A es subsistema do B, entonces B también

es un sistema de generadores de E. a .

¿ . Bases. Coordenadas de un vector en una base  A  continuación definirnos 

el concepto de base de un espacio vectorial:

Definición

De un sistem a de vectores de u n  espacio vectorial E  se dice es

una b a se  de £  si:

(B l) {v\,v¿ ,-.-,vn) es un sistem a de generadores de E, o escrito de otra 

form a: L(v\,  vz , . . . ,  v n) =  £ ;
(B2) ( i ' i . i ' j  o , ,) es u n  sistem a libre, o lo que es lo mismo: los vectores v\,

i» j v n son linealm ente independientes.

El sistema B -  { ( 1 , 1 ) ,  (O, D)  es una base de l 2.
En efecto: B es un sistema libre, pues ( 1 , 1 )  f  R(0, 1) (cf. proposición 1.12, p. (¡9). Y B es 

un sistema de generadores de R2, pues si (a , b) es un vector arbitrario de R2, entonces:

(a.b ) = « (1 ,1 ) - Ib — t i) ( 0 ,1),

lo que establece que todo vector de IR2 es combinación lineal de ( 1 , 1 ) y (0 ,1 ).

El sistema: ((1 ,0),  ( 1 , 1 ) ,  (O, U) no es una base de &2, pues aunque es un sistema de genera
dores de R2 (cf. ejemplo 49, p. 71), no es un sistema libre: por ejemplo, los escalares - 1 , 1  

y - 1  —no todos nulos— verifican: ( - 1 ) 1 1 , 0 )  + 1 ( 1 , 1 )  + ( - 1 ) 10 , 1 ) = (0,0).

Si B = ( v t, v . v r ) y B' = (w {, w±,..., wlt) son dos bases de un espacio vectorial E, de
mostrar que no puede ocurrir: B c B', ni tampoco: B' . B. a

Nula Obsérvese que es posible que dos bases de un mismo espacio vectorial no tengan
vector alguno en común. Por ejemplo, los sistemas ((1 , 1 ) ,  (0, D)  y (( —1, — 1) .(0 , — 1))
son, ambos, base de R2 y no tienen vectores comunes. a
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Proposición 1. 14 Una condición necesaria y  suficiente para que un sistema de 
vectores B = {v i , v->, ■ ■ ■, v n ) de un espacio vectorial E  sea una base de E  es que 
todo vector de E  se pueda descomponer de manera única como combinación iineai 
délos vectores de B, en el sentido siguiente: si

oi\V\ +  <x->v> +  • • • +  a nVn y  V\ + P 2V2 +  • • • +  fin v,¡

son dos descomposiciones de un mismo vector como combinación lineal de los
vectores de B, entonces:

«1 =  fii, « 2 =  ......... «>, =  Pn-

Demostración La co n d ic ió n  e s  n e c e sa n a . S u p o n g am o s q u e  B e s  u n a  b a s e  de E. Por se r  B 
u n s is te m a  de g e n e ra d o re s  de £ ,  lod o  v e c to r  w  de E p u ed e e sc r ib irse  al m e n o s  de u n a  fo rm a  

co m o  co m b in ació n  lin e a l de lo s  v e c to r e s  de B .  S u p o n g am o s se  verifica :

w = oí i f i  *  <x>v¡ + • • • -  a „ v n y w  = p  i f |  + P¿v> + ■ ■ ■ + p nv„ .

p ara  a lg u n o s e sc a la re s  « i ,  a .-  ix„, y p, ,  p¿ .fin- R esta n d o  a  la  p rim era  ig u ald ad  la

seg u n d a , se ob tien e :

0 =  («i -  P¡)Vi  +  («2 -  + • • • + (« „ -  p „ ) v n,

y  de e s ta  ú ltim a  igualdad , p o r  s e r  B  un s is te m a  lib re , se  d ed u ce:

a , — 0, = or> -  = . . .  = a» - Bn = 0,

o  b ien : «i = P\, a> = Pi , -  , « „  = P„.  En c o n c lu s ió n , to d o  v e c to r  de E se  e s c r ib e  de u n a

ú n ica  m a n era  c o m o  co m b in a ció n  lin ea l de lo s  v e c to re s  d e  fi.

La co n d ició n  e s  su fic ie n te . Su p o n g am o s qu e to d o  v e c to r  de £  se p u ed e d e sc o m p o n e r  de 

u n a  ú n ica  m a n e ra  co m o  co m b in ació n  lin e a l de lo s  v e c to re s  de B.  En p rim er lu g ar, y a  ten em o s 

qu e e l s is te m a  B e s  u n  s is te m a  de g e n era d o res  de E.  E n seg u n d o  lugar, p a ra  e l v e c to r  0 se 

verifica : 0  =  O v ¡ y  0 v :  +  • - • +  0 v „ , y  e s ta  d e sco m p o sic ió n  e s  ú n ica , lu ego  de la  igualdad  

« iv\ + a¿vj  -y ■ ■ ■ ~ <xnV:, -  0 se  d ed u ce  n e ce sa ria m e n te : oq = «2 = . . .  = « „ = 0, y  así el 

sistem a  B ta m b ié n  es u n  s is te m a  lib re . En c o n c lu s ió n . B  e s  u n a  b a se  de £ .  1 .< >.n.

Si B = ( v i , v ¿  v n ) es una base de un espacio vectorial E, entonces podem os

afirmar (cf. proposición 1.14 , p. 73) que para cada vector v  de E  existen unos 

únicos escalares a ¡ ,  a ¿ , . . . ,  a n tales que:

v  = a it/ i +  « 2V 2 +  ■ • ■ +  a , ,v „ .

De « i , « 2  « n se dice son las coord enadas del vector v  en la base B.

Es decir, que los escalares a i , a ¿  a „  sean las coordenadas del vector v  en la

base B =  significa: v  =  Oiúi  -1- c*>v> + • • • + oi „v„ -



74 I. ESPACIOS VECTORIALES

EJEMPLO 5 3 En el ejemplo 51 (cf. p. 72) vimos que el sistema ( ( 1 , 1 ), ( 0 , 1 )) es una base de IR-', y observa
mos que si (a.b) es un vector arbitrario de IR2, entonces:

( a , b )  =  a ( l , l )  +  ( h - a ) ( 0 , l ) .

Nos preguntamos si habrá otras formas de escribir ( a . b )  como combinación lineal de ( 1 , 1 )  
y (0 ,1) ; en otras palabras, si la ecuación:

(a.b) = « ( 1 , 1 )  + 0 (0 ,1) , (29)

en las incógnitas ex y 0, admite otras soluciones distintas de «  = a  y p = b - a.
De acuerdo con la proposición 1.14  (cf. p. 73), y como consecuencia de que el siste

ma ( ( 1 , 1 ) ,  (0 ,1))  es una base de IR2, podemos afirmar que la única solución de (29) es: «  = a 
y p = b-a. O dicho de otra forma: los escalares a y b-a  son las coordenadas del vector la, b) 
en la base ((I, I ), (0 ,1)).

Por ejemplo, las coordenadas del vector (6,5) en la base ( ( 1 , 1 ) ,  (0 ,1))  son (i y - 1 ,  pues: 
(6,5) = 6 ( 1 ,1 )  + ( - 1 X 0 , 1 ) .

Nota bene Es fundamental el orden en que se escriben las coordenadas de un vector 
en una base. En este ejemplo vemos que 6 y - 1  son las coordenadas de (6,5) en la 
base ( 0 , 1 ) , ( 0 , 1 ) )  de IR2; el vector cuyas coordenadas son - 1  y  6 (en la misma base) 
sería: ( - 1 ) 0 , 1 )  +  6 (0 ,1)  =  ( - 1 ,5 ) .  a

3. Rase canón ica  Sea (K , +  , ■) un cuerpo, y  sea n »  1 un número natural. Como 

ya se  v io  en el capítulo 1 (cf. p. 17), el conjunto & "  es un espacio vectorial sobre K 

con las operaciones:

( « I ,  ...........CXn )  +  ( 0 u p 2 ..............P n )  =  ( « I  +  0 i , O Í 2  -I 0 2 .............0 Í „  +  0 „ ) ,

A(oíi,oí2, . . . , o í „ )  =  (Aoí), A a 2,-- .,A o (n ).

El siguiente sistem a de n vectores:

Bc = ( 0 , 0 ........0 ) , ( 0 , 1 ,0 .........0 ) , . . . , ( 0 .........0 , 1 » ,

es una base de K " . En efecto. El sistem a Be e s  un sistem a de generadores de K ” , 

pues si (o íi ,0(2,• •■ ,« () )  es un elem ento arbitrario de K " ,  entonces:

( « i , 0 ( 2 , . . . ,oí,,) =  o<i ( 1 ,0  ,0 ) +  oí2(0, 1 , 0 ........ 0) + ■ • ■ +  a „ ( 0 ......... 0 , 1 ) .

Tam bién es Bc  un sistem a libre, pues de la igualdad:

0 i  ( 1 , ( ) , . . . , 0 )  +  0 2 ( 0 , 1 , 0 ..........0 )  +  • • • +  0 „ ( 0 ............... 0 , 1 )  =  ( 0 , 0 , 0 )

se deduce: ( 0 i ,0 2, . . . , 0 n )  =  ( 0 , 0 , 0 ) ,  o bien: 0] =  0 2 =  . . .  =  0 „  =  0.

De la base Bc se  dice es la base canónica de K " .



S. SISTEMAS DE GENERADORES Y BASES DE UN ESP.

Notación Para los vectores de la base canónica de utilizaremos la notación siguiente:

La base canónica de K" es, pues, el sistema: Bt = (et,e¿........ e„). a

Dado un vector x  de IK’\  si las com ponentes de x  son: x i ,  x ¿ , x „ ,  es decir, 

si: x  =  ( x i ,X 2, . . . , x „ ) ,  entonces la descom posición de x  como com binación lineal 

de los vectores de Be es:

Esto es: las coordenadas de un vector x  de & ”  en la base canónica son precisam ente 

su s com ponentes.

EJEMPLO 54 En R2 se tiene: e, = ( 1,0 )  y e¿ = (0 ,1) . La base canónica de R2 es el sistema ((1,0 ), (0 ,1)).
En R* se tiene: e¡ = ( 1 ,0 ,0 ) , e2 = (0 ,1,0 ) y e, = (0 ,0 ,1) , y la base canónica de R:i es 

( ( 1 , 0, 0), (0, 1 .0), (0, 0, 1 )).
Obsérvese que hemos designado con la misma notación los vectores (1,0 ) y (1,0 ,0 ) , y que 

lo mismo acontece con los vectores (0 ,1)  y (0 ,1.0 ) . La práctica demuestra que este abuso de 

notación no da lugar a confusión.

Si & es un cuerpo y n > 1 es un número natural, sabemos qué es la base 
canónica de En general, sólo tiene sentido referirse a la base canónica de un espacio 

vectorial F. sobre un cuerpo IK si E = K" para algún n > I . A

4. Teorem a de ¡a  base incom pleta  El llam ado teorem a de la base incom pleta 

se enuncia de la siguiente manera:

es un sistema de generadores de un espacio vectorial E, y  si los vectores v ¡, 
v¿, v p son linealmente independientes, entonces existe una base de E  que es 
subsistema de S , y  en la que figuran los vectores v  ¡, v ¿, ■ ■ v p.

Demostración Designemos por B el sistema libre (t»i, v>,...,vP).
Definimos el sistema Bp+\ de la forma siguiente:

e, = ( 1 ,0 ........0 ), e2 = ( 0 ,1 ,0 ........0).........en = (0..........0, 1 ).

x  =  x ie ¡ + x>e2 + ■ • • + x „e „ .

Teorema de la T eo rem a 1 Si el sistema:
ise incompleta

S  = (v \ ,v 2 v t, , v p+\ y ,,)

1 =
B, si v P+¡ e  UB),

(B,{Vp*i )), si Upti e  L.{B).
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Se verifica:
a) Bp, i es u n  sis lema libre (cf. ejercicio S, p. 70), y B es subsistema de
b) t v . [  £ UB,,, ,).
Ahora, definimos Br

si et

que verifica:
a) es un sistema libre, y Bf,_ i es subsistema de Br .̂2,
b) vp4-2 c
iterando este proceso llegamos al sistema B„ :

B„ i,

(tf„ i , ! r „ ) ) , siv „  $ U B n-i),
si iq, e  h(JÍ«-LÍ,

Todas las bases 
de un mismo 

espacio vectorial 
tienen igual 
número de 

vectores

que verifica:
a) B„ es un sistema libre, y 1 es subsistema de B„,
b) v n £  i.(fíft).
De esta construcción se deduce que B es subsistema de B„, que a su vez es subsistema 

de S, y de los apartados (a) se infiere (cf. ejercido 6, p. 72):

De los apartados (b) y d e  (30) se deduce: S e  L [Bni £  US),  de donde (cf. ejercicio 6, p .  72): 
U S )  E  U B „ )  E  í.(.S’ t,y  e n  consecuencia: UB„ )  = US )  - E, y e! sistema libre B „  e s  un sistema 

de generadores de E.
En definitiva, B„ es una base de E que es subsistema de S y en la que figuran los veo

Fl teorem a anterior tiene una consecuencia im portante: no hay dos bases de un 

mismo espacio vectorial con distinto número de vectores.

P roposición  1 . 15 Si ( v l , v i , ..., v p) y (u>i,u> 2, . . . , u q J ) san dos bases de un es
pacio vectorial E, entonces: p = q.

Demostración Procedemos por reducción al absurdo; hacemos la hipótesis de que p < q.
En primer lugar, el sistema ( 1 0 , v-¿,. . . ,  iq , ,  ttq ) es un sistema de generadores de E. y  

como (uq) es un sistema libre (al ser subsistema de (un, uq, ■■ ■, uq¡), que es sistema libre}, 
del teorema de la base incompleta se deduce existe una base /q tal que: 

n) (uq ) es subsistema de f¡],
b) B¡ es subsistema de (tq, t u , vr , ui ).

B S  U B) £  !(« ,,, 1 ) £ . . .  £  L(B„)  E  L{S). (30)

t o r e s  v  1 , V i  v r .
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Perú como ( tq .iq , . .■ ,vp,Wi)  no es base d eE  (obsérvese que wq es combinación lineal de o , , 
v>, v,,), de (b) se deduce que el número de elementos de fii es a lo más igual a p. En
símbolos: CardfB]) < p.

En segundo lugar, consideramos el sistema: (Si, (uq)), que es un sistema de generadores 
de E. Como (ti/], w-¿) es un sistema libre que es subsistema de (Bi, (uq)), existe una base Bz 
de E tal que:

a) (uq, ti’ i) es subsistema de B>,
b) B< es subsistema de (Iit ,í uq>)).

Pero como {B i, (uq)) no es base de E, se tiene: Card(l?2) í  p.
Iterando este proceso construimos una colección finita de bases />., de F. tales que el siste

ma (uq ,uq, ■ ■ ■, w ¡) es subsistema de Bs y Card! B, ) « p. De esta forma, llegaremos a cons
truir una base Bm tal que: B,„ = (uq, uq, ■ ■ ■ ,ivm) y m «  p, lo cual es absurdo, pues se 
afirmaría que los sistemas:

(uq, u q ,. . • , w m) y (u q .u q  tu,,), con m < q,

son dos bases de E (cf. ejercicio 7, p, 72).
Por lanío, no puede ser p estrictamente menor que q. De la misma forma demostraríamos 

que tampoco puede ser q estrictamente menor que p. En conclusión: p = q.

1.9 DIMENSIÓN DE UN ESPACIO VECTORIAL

1. Defin ición de dim ensión de un espacio vecto ria l Antes de ver, propia

mente, la  definición de dim ensión de un espacio vectorial, introducim os el concepto 

ele espacio vectorial de dim ensión finita.

Sea E  un espacio vectorial sobre u n  cuerpo K. De E  direm os es un espacio vecto

rial de d im ensión  finita si existe algún sistem a ( tq , V2 , - - ■, v n ) de vectores de E  que 

es sistem a de generadores de E. En otro caso, de E direm os es de d im ensión infinita.

Proposición  1.16  Si w  ít w 2, . . w P son vectores lineal mente independientes de 
un espacio vectorial E de dimensión finita, entonces existe una base de E en la que 
fíguran los vectores w \, u q > , w v.

Demostración Como el espacio vectorial E es de dimensión finita, admite algún sistema 
de generadores ( tq .iq  v„).  Si aplicamos el teorema de la base incompleta al siste
ma (u q .u q ,... ,W p ,iq ,v ;> ,.. . ,v n)l que también es de generadores, deducimos existe una 
base de E en la cual figuran los vectores linealmentc independientes uq, u^. • • te,,, l.q .d.

Nota En las condiciones de esta proposición, se dice que el sistema libre (uq , w ■>,■■■, uq,) 
se ha ampliado a una base de E. a
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Todo espacio 
vectorial de 

dimensión finita 
(distinto de 1 0 !) 

admite base

Dimensión de un 
espacio vectorial

Dimensión nula

EJEMPLO 55

C orolario  Si E  es un espacio vectorial de dimensión finita, distinto del espacio 
vectorial ¡0 ¡ ,  entonces admite una base (con un número fínito de vectores), y todas 
sus bases tienen el mismo número de vectores.

Demostración Como E *  101, existe algún vector v de E distinto de 0. El vector v es, 
pues, linealmente independiente, y como consecuencia de la proposición anterior el espacio 

vectorial £' admite alguna base.
Finalmente, que todas las bases de F. tienen el mismo número de vectores es una conse

cuencia de la proposición 1 .15 (cf. p. 76). c.Q.n.

Definición

Sea E  un espacio vectorial de dim ensión finita. Si E  *■ {0 ¡ , se llam a dim ensión 

del espacio vectorial £  al núm ero de vectores de cualquiera de su s bases. Se 

denota: dim E.
Del espacio vectorial {0} se dice tiene d im ensión  0, o d im ensión  nula. Se escribe: 

dimlO) =  0.

Si £  es un espacio vectorial de dim ensión finita distinto del espacio vectorial |0 ¡, 

y  B es una base de £ , entonces: dim £  =  Card(fí). Nótese que el espacio vectorial ! 0 ¡ 

no adm ite base, pues el único sistem a posible de vectores de este  espacio es: (0), que 

no es libre.

El espacio vectorial R2 es un espacio vectorial de dimensión 2, pues el sistema ( ( l, l ), (0 ,1))  
es una base de R2 (cf. ejemplo 5 1, p. 72) y está formado por dos vectores: dim R2 = 2.

El espacio vectorial R:t es un espacio vectorial de dimensión 3, pues su base canónica: 
{(1 ,0 ,0 ), (0 ,1,0 ) , (0 ,0 ,1)), tiene tres vectores: dlm R! = 3.

En general, K " es de dimensión n, pues su base canónica:

( ( 1 ,0  01,( 0, 1 ,0  0 ) (0 0, 1 )),

está formada por n vectores: dim R " = n.
.Análogamente, el espacio vectorial K '1 es de dimensión n: dim &'1 = n.

Consecuencias de la definición de dimensión Sea £  un espacio vectorial de dim en

sión finita, con dim £  = n, y  n >  I . Se verifica:

•  Si n vectores v\, u.>, . . . ,  v u son generadores de £ , entonces el sistema c/ue 
forman: (v\ ,V 2........v „ ) ,  es una base de E.
Como dim £ = n > 0, alguno de los generadores v¡, v>, .... v„  es no nulo, y por 
tanto linealmente independiente. Como consecuencia del teorema de la base incom
pleta, existe una base de £  que es subsistema de (v¡,U;> v M). Pero todas las bases
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de F tienen n vectores, luego los vectores de tal base deben ser precisamente los n 
generadores V\, v _ > , v n.

• Si n vectores v i, v¿, ..., v „  de £ son linealmente independientes, entonces el 
sistema (v  \, v>, ■ ■ ■, v n) es una base de E.
El sistema libre (v¡,V2, . . . ,v „ )  se puede ampliar hasta una base de E  (el', proposi
ción 1.16, p. 77); pero tal base tiene n vectores, luego éstos deben ser los del sis

tema (V|,t/2, . . . ,V n).
• lodo sistema de vectores de F. formado por más de n vectores es ligado.

Si ( v i , v m), sistema de m vectores de E, con m > n, fuera libre, también lo 
sería (iM ,V ;>,...,vn), que por tanto sería una base de E  (consecuencia anterior). Pero 
en tal caso, el vector por ejemplo, sería igual a una combinación lineal de los 
vectores V\, v _>,..., v„,  lo que contradice que el sistema (t>\, v >,. . . , v,„) sea libre.

• E l número máximo de vectores linealmente independientes de E es n.
No puede ser mayor que n, pues todo sistema con más de n vectores es ligado.

• Si los vectores v ¡, v >...........v,„ son generadores de E, es posible escoger entre
ellos n vectores linealmente independientes, pero no más de n.
Aplicando el teorema de la base incompleta como se hizo en la primera consecuen
cia, podemos afirmar existe una base de £' que es subsistema del sistema de genera
dores [v\,V2f , , v m)', existen, pues, n vectores linealmente independientes entre los 
generadores v¡, V:, . .., v,„. Que no puedan ser más de n se reduce a la consecuencia 
anterior.

la  dimensión de 
un subespacio 

vectorial es 
menor o igual 

que la de su 
espacio vectorial

Demostración Sea p el máximo numero de vectores linealmente independientes de F. Se 
tiene: p « dim£, pues también son vectores de F. linealmente independientes.

Si f  = ¡0 1, entonces p = 0. Y si F *  (01, entonces p vectores de F linealmente indepen
dientes forman una base de F, pues si tales vectores no fueran generadores de F, existiría 
algún vector de F que no sería combinación lineal de ellos, y podríamos encontrar p + 1 vec
tores de F  linealmente independientes (cf. ejercicio 5, p. 70). En cualquiera de los dos casos, 
se verifica que el subespacio vectorial F es un espacio vectorial de dimensión finita igual a p, 
que es menor o igual que la dimensión de F.

Finalmente, si f  *  {0} y  F  C F, no puede ocurrir que p sea igual a dlmF, pues en tal 
caso p vectores linealmente independientes de F formarían una base de F, y F sería igual 
a F. Y  si F = [01 y F C E, es obvio que p < dimF. En consecuencia, si F  c  F, podemos 
escribir: p = dim F < dim F. c.q.d.

P roposición  1 .17  S iE  es un espacio vectorial de dimensión fínita y F  es un subes
pacio vectorial de E, entonces E es un espacio vectorial de dimensión fínita, y

dim F  ^ dim F.

Si además F  *  £  (es decir: F  c  E), entonces: d im F  < d im F.
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C orolario  Si F  £  £  y d i m f  = d im £ , entonces F  = F.

Demostración Si F no fuera igual a £, entonces F  estaría estrictamente contenido en E, y 
la dimensión de F sería menor que la de E, en contra de la hipótesis. c .q .d.

1.10 RANGO DE UN SISTEMA DE VECTORES

I. Definición de rango de un sistem a de vectores El rango de un sistem a de 

vectores se define como la dim ensión del subespacio vectorial que generan:

Rango de un 
sistema de 

vectores (o rango 
de unos vectores)

Definición

Considerem os un espacio vectorial E  de dim ensión finita. Si iq , 1/2. v „  
son vectores de E, se define el rango de estos vectores, o el rango del sis

tem a ( v i , V 2,. ..  , v „ ) ,  que se denota: rango ( v i ,V 2, . . . , v n), como la dim ensión 

del subespacio vectorial I  ( v ¡ , V j , . . . , v n) de £ :

rango (v\ ,V 2, . ..  , v n) =  dim L(v\,V2, . . . , v n) •

Consecuencias de la definición de rango Sea £  un espacio vectorial de dimensión 

finita con d im £  = n, y  sean V\, V2 , . . . ,  v m vectores de £ . Se verifica:

• Si rango (v  1 , i/_> v m) = p, entonces p es el número máximo de vectores
linealmente independientes que figuran entre los vectores Vy, v ¿ , . . . ,  v m.
Si p » 1, esto es: rango(i>i,0;>.---.t,m) = dim l. ( y ltv> o,,,) = p s* I, de las con
secuencias de la definición de dimensión se deduce el resultado. Si p = 0, es decir:
dimL ( v ¡ ,V 2  v m) = 0, entonces los vectores iq , v¿  v,„ son todos nulos, y no
hay entre ellos vectores linealmente independientes.

• rango ( v ¡ , v  2, v m) < m , y este rango es igual a m precisamente si los vec
tores V\, v ¿  o,,, son linealmente independientes.
Se deduce inmediatamente de la consecuencia anterior.

• rango ( v i , t '2 , . . . , v m) < d im £ .
En efecto, en un espacio vectorial de dimensión dim £ = n no hay más de n vectores 
linealmente independientes.

• Si w es igual a una combinación lineal de los vectores v ¡, V2, v m, es decir, 
si w = oi]V¡ +  « ¿v¿ + • • ■ + « mv,„ para unos escalares « i ,  « 2. • • •> «w . entonces: 
rango (w , v ¡ , v 2, . . . , v m.) =  rango ( t t i , t ;2 , . . . , v m).
Es consecuencia de que L(w ,v¡,v> ........v,„) =  L (1/ 1 , v ? , . .. , v m).

• Si los vectores v  1 , v ¿ , . . ., v m son generadores de E, entonces su rango es igual 
a la dimensión de E.
Pues: rango ( v i , t»_>........v ,„ ) = dim L ( 1/1 , v ¡ , . . . , v , „ ) = dim £.
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EJEMPLO 56

EJEMPLO 5 7

• Si a  es un escalar no nulo y  en el sistema (v  ¡, v>, ■ ■ ■, v m) sustituimos el vec
tor v, (con 1 =s i m ) por otv¡, entonces el sistema resultante tiene el mismo
rango que el primero; es decir:

rango ( v i .......a v ¡ , . . . ,  v m) = rango (t i|  v ¡ , . . . ,  v m) .

Teniendo en cuenta que K (av¡)  =  K v, (al ser «  no nulo), se tiene:

rango (t>i, . . . ,  cxv, , . . ., u,,,) = dim l.(v¡ .......a i/ ;,. . . .  v „ ,)

= dim(Ki/| + • ■ ■ + K («u ,) + • • • + Ku,,,)

= dim(K.i'i + ■ • ■ + BCu, + • - • + Ki»m)

= rango ( i;,  v,  i/m).

• Si en el sistema ( to ........v , .v , , v m) permutamos entre s í dos vectores,
por ejemplo: v ¡ y  v ,, entonces el sistema resultantetiene el mismo rango que el 
primero. Esto es:

rango ( v i , . . . .  v lt . . . ,  v ¡ , . . . .  v, „ )  = rango ( v ¡  v ¡  v ¡ , . . . ,  v m) .

En efecto:

rango = dim (Ki»i + • • • + K v, + • • • + IKtíj + ■ • ■ + K r m)

= dim (K.V| + • ■ ■ + « i i j  + • • • + K.tii + ■ • • + K iim)

= rango ( o , , . . . , v ¡  i / , t > m) .

• rango (0) = 0.
Pues: rango (0) = dim L (0) = dim {0! = ü.

Si v es un vector de un espacio vectorial E, entonces el rango del sistema (v, 2v, 3v) es:

rango (v , 2v, 3v) =
0, si v = 0,

1 , si u *  0.

El rango de los vectores ( 1 , - 1 , 1 ) ,  ( 1 ,0 , - 1 )  y ( 2 ,4 ,- 10 )  de es igual a 2.
En efecto. Como los vectores ( 1 , - 1 ,  l ) y ( 1 , 0, - 1 ) son linealmente independientes, y el 

vector (2, 4, - 10 ) es combinación lineal de ellos:

-4(1 ,-1,1 ) + 6(1,0,-1) = (2,4,-10),

el máximo número de vectores linealmente independientes entre los vectores dados es dos; 
podemos escribir:

rango ((l, —1,1), (1,0, —1), (2 ,4 ,—10>) = 2.
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EJERCICIO 8

El rango no varia 
si se suma a un 

vector una 
combinación 
lineal de los 

demás

El rango 
disminuye en I si 

se extrae un 
vector que no es 

combinación 
lineal de los 

demás

Estudiar según ¡os valores de a, b y e  el rango de los vectores ( 1 ,0 ,0 ), (¿>,0,-1) y  (0, c, c) 
de KA A

Proposición 1.18 No se modifica el rango de un sistema de vectores ai sustituir 
uno de ellos por la suma de él mismo y  una combinación lineai de ios restantes.

Demostración Sea (v\,v->,~..,vn) un sistema de vectores de un espacio vectorial F, y 
elijamos en él un vector, por ejemplo: iq , y si « 2, son escalares, consideremos el
vector:

v[ = t>| + «2t>2 + • ■ ■ + «„t>n, (31)

y por tanto:
V| = l>¡ -  («2t>2 + ' ' ' + «n«ii) • (32)

De (31) se deduce: {t>j,t>2 , . ■ •, v„  j £ I(t>i, v?, -.., t>„), y por tanto (cf. ejercicio 6, p. 72):

L(v\, v ¿ , . . . , v n) £ L(t>i,t>2, . . . , t 'n ) ;  (33)

a su vez, de (32) se deduce: {v i, , i/,,} £ L(v\, v¿ , ..., v „ ), y por tanto:

E(i>i,i>2,...,i>,t) £ L ( v \,V2,---,v „) . (34)

De (33) y (34) se obtiene: L(v i ,  v >, ..., i',¡) = I.(v\, v 2, .. . ,  t>„), y en consecuencia:

rango (t>i, i v „)  = dim L ( v ¡ , v¿. . . . , v n)

= dim F (v ¡,  i>2, . . . ,  t>„) = rango (t>'|. v 2 i 'n) ,

y en conclusión:

rango ( v i , v ¿ , v „ )  = rango (vj c i\2v> + ■ ■ ■ + « „ t>„, v 2 i> „).
c.i i.i >.

Proposición 1. 19 Si v i,  v ¿, . . v n son vectores de un espacio vectorial F. de 
dimensión fínita, y  iv es un vector de E  que no es igual a una combinación lineal de 
ellos, entonces:

rango (u>, t>], v¿, ■ ■ ■, tr „ ) = rango iv\, v¿, ■ ■. , v n) + 1.

Demostración Designemos por p el rango de los vectores t>i, t>>.......u„-
Si p = 0, entonces iq = v > = ... = v„  = 0, y puesto que tt> no es combinación lineal de v i , 

i>2, ..., v„,  se tiene: w *  0, y

rango = rango (te) =  1 = rango (tq, i>2, . . . , v „ ) + 1.
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Si p J5 1 , entonces hay p vectores linealmente independientes entre los vectores 1/1, 
t>2 v,u y no más de p; podemos suponer, sin pérdida de generalidad, son los p pri
meros: t>i, v¿, . . . ,  v,,. De esta forma se tiene: L(v ¡ , v ¿ , . .. ,v„)  -  L ( v ¡ , v >,. . ., v p), y de 
acuerdo con el ejercicio 6(e) (cf. p. 72), podemos escribir:

L (w ,v ¡,V j  v „ ) = L(w, v ¡ , v >....... vr ) ,

de donde:
rango (w ,v ¡ ,v ¿ .......v,,) = rango (w, v¡,v->,...,vp) . (35)

Ahora, como.w no es igual a una combinación lineal de los vectores v¡,  Vj , . . . ,  v n, tam
poco es igual a una de los vectores v ¡ , v ¿  v p, así que el sistema ( w , v \ , v > , . . . , v P) es
libre (cf. ejercicio 5, p. 70), y se tiene:

rango (ie, V i , v¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v r ) = p + 1 . (36)

Finalmente, de (35) y (36) se concluye:

rango (w, V], v> un) -  rango (w, .. ,vp) = p + 1 = rango (i/i, i>2.......v„) + 1 .
c.q.n.

2. Ejem plos de cálcu lo  de rangos  Las proposiciones 1.18  y  1.19  perm iten cal

cular en la práctica el rango de un sistem a de vectores de R ". Veam os con un ejem plo 

el procedim iento.

Calculem os el rango de los siguientes vectores de IR3:

t ; ,  = ( 1 , 1 , 0 ) ,  i/ 2 =  ( 2 , 1 , 1 ) ,  v.i =  ( 0 , 0 , 1 ) ,  v A =  ( - 1 , 0 , 2 ) .

En prim er lugar, elijam os un vector cuya prim era com ponente sea no nula; por 

ejem plo: v\.

A continuación, consideram os el vector:

v> =  1/2 +  « i / i  >

donde a  es un escalar tal que la prim era com ponente de v '2 es nula. Nos sirve «  = - 2 :

v'¿ = v> -  2 v\ =  ( 0 , - 1 ,  1 ) ;

de acuerdo con la proposición 1.18  (cf. p. 82) se tiene:

rango ( i/ i, v¿, 1/3, 1/4 ) =  rango (t/i, v'¿, 1/3, v A) . (37)

Análogam ente, definim os los vectores 1/3 y v \  a partir de t/3 y  1/4, respectivam ente, y 

sirviéndonos de v ¡ para conseguir que la  prim era com ponente resulte nula:

v '3 =  1/3 +  0t /]  =  ( 0 , 0 ,  1 ) ,

1/4 =  v 4 + V\ = ( 0 , 1 ,2 ) .
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Aplicando dos veces consecutivas la proposición 1.18 , se obtiene:

rango (v\,v '2, v ¡ ,  V4 ) = rango ( v , ,  v'^v'^.v^) = rango ( v i . r í ,  v\, v \ ) , 

y  con (37) se deduce:

ra n g o (( l,  1 , 0 ), ( 2 , 1 , 1 ), (0 ,0 , 1 ), ( - 1 , 0 , 2 ))

= ra n g o (( l,  1 , 0 ) , (0 , - 1 , 1 ), (0 , 0 , 1 ), (0 , 1 , 2 ) ) .

Los vectores v',, v '3 y v\,  es decir: (0, -  1 , 1 ) , (0 ,0 , 1 ) , ( 0 , 1 ,2 ) ,  tienen su prim era 

com ponente nula, y  por tanto lo m ism o le ocurrirá a cualquier com binación lineal de 

ellos. En particular, el vector v ¡  = ( 1 , 1 , 0 )  no será  com binación lineal de v '., t/f y v',. 
En consecuencia, y  de acuerdo con la proposición 1 .19  (cf. p. 82):

rango( ( 1 , 1 , 0 ), (0 , - 1 , 1 ), (0 , 0 , 1 ), (0 , 1 , 2 ))

= 1  + rango ( ( 0 , — 1 , 1 ), (0 , 0 , 1 ), (0 , 1 , 2 ) ) .

Ahora, llevam os a cabo un procedim iento análogo con los vectores v'¿, v'¡ y  v\: 
com o su s prim eras com ponentes son nulas, buscam os uno de ellos que tenga no 

nula su segunda com ponente, por ejem plo: v'>, y  sirviéndonos de él obtenem os de 

los restantes vectores, esto  es, de v 't y  v'A, vectores cuya segunda com ponente sí sea 

nula. Definimos:

v 'í = v 'i + 0t>2 = (0 , 0 , 1 ),

v '¡ = 04  + v-, = (0 ,0 ,3 ),

y  de acuerdo con las proposiciones 1 . 18  y 1.19 , se tiene:

ran g o ((0 , - 1 , 1 ), (0 , 0 , 1 ), (0 , 1 , 2 ) )  = ra n g o ((0 , - 1 , 1 ), (0 , 0 , 1 ), (0 ,0 ,3 ))

= 1 + ra n g o (((),0 ,1 ), (0 ,0 ,3 ) ) .

El vector 1/3 , es decir: ( 0 ,0 , 1 ) ,  tiene no nula su tercera com ponente. Si conside

ram os: o 4"  = v 'l  -  31/'/ =  (0 , 0, 0 ), se cumple:

rango ( ( 0 , 0 , 1 ), (0 ,0 ,3 ) )  = 1  + rango ( ( 0 , 0 ,0 )) = 1 + 0 = 1 .

Finalmente, recapitulando lo obtenido:

ra n g o (t 'i ,V 2 ,tr;¡,t/4 ) = 1  + rango ( i r ^ t ^ , !^ )

= 2  + rango (v 'í, v 'í )

= 3 + rango (U 4" )  = 3.
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EJEMPLO 58 Calculemos el rango de los siguientes vectores de IR-1:

v, = (0,0,1,0), v-> = (0,1,1,-1), Vi = (0,-1,2,1),

v 4 =  ( 0 , 0 , 0 , 0 1 ,  =  ( 0 , 2 , 1 , 1 1 .

La primera componente de todos estos vectores es nula. Buscamos, pues, alguno que 
tenga la segunda no nula. Por ejemplo: v?. Sirviéndonos de v >, obtenemos los vectores:

v\ = v, = ( 0, 0 , 1 , 01 ,

v\ = Vj + Vj = (0 ,0 ,3 ,01,

v\ = vA = (0 ,0 ,0 ,0 1,

v ’- = v-, - 2v-¿ = ( 0 ,0 ,- 1 ,3 ) ,

y  aplicando las proposiciones 1.18  (cf. p. 82) y 1.19  (cf. p. 82):

rango (v ¡ ,v¡, v:i, t>4, v-,) = I + rango ( v , , v j ,  v j ,  v j ) .

La tercera componente del vector v\ no es nula: a partir de él definimos los vectores del 
siguiente paso:

v'¡ = vj  -  3v j = (0 ,0 ,0 ,0 1, 

v j = v j  = (0,0,0,01,

v "  = v j  + v\ = (0 ,0 ,0 ,3),

de donde se deduce: rango (t>í, v j ,v j , v j )  = 1 + rango (vj', v j , v j ).
Sólo hay un vector con la siguiente componente no nula: vj', y por tanto:

rango ( v j , v j ' , v j )  = 1 + rango ( v j , v j )  = 1 + 0 = 1 ,  

y recapitulando: rango (v¡,v¿, v ¡ ,v4, v 5) = 3 .

1.11 SOLUCIÓN DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio l Sea p  e  E *  =  K -  ¡0 ¡ .  Se tienen las siguientes equivalencias:
(p. 4 1)

(x\,x>) e  Bl (a ,b )  <=> x\ = A a  y  x-¿ = Alt para algún A e  IR

<=> X] = A '(/ ja )  y  xn = A '(jib)  para algún A' 

<=> {X],x-¿) e  R (p a ,p b ) ,

donde A' = A/p.
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Ejercicio 2 
(p. 6 6 )

Ejercicio 3 
(p. 69)

Ejercicio 4 
(p. 70)

Este resu ltado puede generalizarse a un espacio vectorial cualquiera: si tu es un 

vector de un espacio vectorial E  sobre un cuerpo K , y j /  es un escalar distinto de 0, 

entonces se verifica: K (pto) =  Ktu. La prueba es análoga a la efectuada en el párrafo 

anterior.

El sistem a ( ( 1 ,0 ,0 ) ,  (0, l , a ) , ( 0 , a ,  1») es ligado precisam ente si existen tres escala

res « , /I y  y , no lodos nulos, ta les que:

« ( 1 , 0 , 0 )+  0 (0 , 1 , a )  + y ( 0 , a ,  1 ) =  (0 , 0 , 0 ),

o bien:

«  =  0, 0  +  ya = 0, 0ti + y  =  0. (38)

Supongam os que « , 0 y y  son tres núm eros que verifican (38). De la segunda 

igualdad se obtiene: 0  =  - y a ,  que sustituido en la tercera nos da: - y a 1  +  y  = 0, o 

bien: y (1 - a 2) = 0 .
Si 1 -  a 2 *  0, de la igualdad anterior se deduce que y  = 0, y  sustituyendo en (38) 

se  obtiene que «  =  0  =  0. De esta  form a, si 1 -  a 2 + 0, los escalares « , 0  y  y  son 

necesariam ente nulos, y  por tanto los vectores ( 1 , 0 , 0 ), (0 , 1 , a )  y  (0 , a , 1 ) no son li

nealm ente dependientes, o lo que es lo mismo: el sistem a ( ( 1 , 0 , 0 ), (0 , 1 , a ) , (0 , a , 1 )) 

no es ligado.

A nalicem os ahora qué ocurre si 1 -  a 2 =  0, e s  decir, s i a = 1  o a = - 1 .  En el caso 

en que a  =  1 ,  las igualdades de (38) se reducen a:

«  = 0 , 0 + y  -  0 , 0  +  y  = 0 ,

las cuales son verificadas —por ejem plo— por «  =  0, 0  =  1 y  y  =  - 1 .  En conse
cuencia, en el caso en que a  = 1 , los vectores ( 1 , 0 , 0), (0 , a ,  1 ) y  (0 , l , a )  son lineal- 

mente dependientes, pues hem os encontrado tres escalares no todos nulos —pre

cisam ente: 0 , 1 y  - 1 —, que verifican: 0 ( 1 , 0 , 0 ) + 1 (0 ,a ,  1 ) + (— 1 )(0 , l , a )  =  (0 , 0 , 0 ).

Un análisis análogo nos m ostraría que en el caso en que a = - 1 tam bién es ligado 

el sistem a (( 1 , 0 , 0 ), (0 , l , a ) ,  (0 ,a ,  1 )).

Recapitulando: el sistem a ( ( 1 ,0 ,0 ) ,  ( 0 , 1 ,  a ) , (0, a , 1) )  e s  un sistem a ligado pre

cisam ente si a = 1 o  a = - 1 .

Concluye el ejercicio 2 con la afirm ación de que el sistem a ( ( 1 ,0 ,0 ) ,  (0, l , a ) ,  (0 ,a , 1) )  

es ligado precisam ente si a  = 1  o a  =  - 1 .  Este sistem a ( ( 1 ,0 ,0 ) ,  (0, i , a ) ,  (0 ,a , 1 ) )  es 

entonces libre precisam ente si a = 1 y  a *  - 1 .

La condición es necesaria. Supongam os que w  no e s  igual a una com binación lineal 

de los vectores v ¡ , v ¿ ........v „,  y  sean « i , « 2, . . . ,  « „  y 0  escalares tales que:

« i t ' ¡  + « ¿v¿  - - • • • +  a nv „  +  0 iu =  0 .
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Ejercicio 5 
(p. 70)

Ejercicio 6

(p. 72)

Si ocurriera que P  es no nulo, de esta igualdad podríam os deducir:

w = p 1 ( —ex 11» 1 -  a>v¿ -  -  a „V i , ) ,

lo que establecería que w  es com binación lineal de tq , v¿, v n, en contra de lo 

supuesto. Por tanto, necesariam ente se tiene: p =  0.

La condición es también suficiente. Supongam os que de cualquier igualdad de la 

form a oí] tq + OÍ2V2 +  • • • +  a nv n + pw - 0 se deduce que P  =  0. Si w  fuera igual a 

una com binación lineal de tq , v¿,  . . . .  v n, es decir, si w  = y\V\ + y¿v¿  + • • • + y „ v„  
para algunos escalares jq , y ¿ , . . y„,  se verificaría:

y i tq + y jV j  ■+■■■ + ynv n + pw = 0 (39)

para P =  - 1 ,  y llegaríam os a una contradicción, pues de verificarse (39) debería

deducirse que P = 0 .

Sean oq , oí2, . . . , oq, y  p escalares tales que:

pw  + oqtq + oí2 + • • • + n nv n = 0. (40)

Como el vector w  no es igual a una com binación lineal de i>i, 1/2. • • •. v,u de (40) se 

deduce: p =  0 (cf. ejercicio 4, p. 70), y  por tanto ex 11/ l + a¿v¿  + • • • +  a nv n = 0, 

de donde se infiere son nulos los escalares « 1 , « 2, . . . .  oí„, pues los vectores v\,
v ¿  v „  son linealm ente independientes. En consecuencia, de la igualdad (40) se de

duce: P = l\ 1 = oí2 =  . . .  = oí„ =  0, lo que establece que el sistem a (w ,v  1 , 1/2 v n)
es un sistem a libre.

Se tiene:

a) Si Vj e  A, entonces podem os escribir: v ¡  = oq V\ +  oí¿v ¿ + • • • + Oí,,iq,, donde: 

oí, =  1 y  « , =  0 si i t  j .  Todo vector de A  es, pues, com binación lineal

de n i, vi,  . . . ,  v n, que es lo m ism o que decir que todo vector de A pertenece

a L(A): A  £  L(A).

Nota bene Puede ocurrir: A = HA),  como sucede si .4 = (0). a

b) Si A  £  F, entonces iq , v > v „  son vectores del subespacio vectorial F, y

toda combinación lineal de ellos pertenece a F , es decir: L (A )  £  F.

c) Es un caso particular de (b), tomando: F  =  L(B).
d) Se tiene la  siguiente cadena de im plicaciones:

(a) (c)
(A es subsistem a de B) => A  £  L(B) => L (A )  £  L(B).
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Ejercicio 7 
(p. 72)

Ejercicio 8

(p. 8 2 )

e) Se tiene la  siguiente cadena de im plicaciones:

¿ ( . 4 )  =  L(B)  ^  4  c  U B )  = >  A  Q L(B,(u))

A  u  í u }  s  L ( B ,  ( u ) )  ^  l ( 4 , ( « ) ) s L ( f i , ( u ) ) p

y análogam ente se dem ostraría: L(B, (« )) s  L ( 4 , {« )) .

f) Se tiene: A  es subsistem a de B, B  Q E  y  L {A ) - E, y  como consecuencia:

E  = L (A )  <= L iB )  <= £ ,

de donde: I (B )  = E, es  decir: B es un sistem a de generadores de E.

Supongam os, por ejem plo, que B e  B ' . Entonces cada vector de B  figura en la base 

y  existe algún vector de 6 ' —considerem os que es uq — que no pertenece a tí.
Como B es una base de E, el vector w ¡ es una com binación lineal de los elem entos 

de B: wq =  oqtq + cc¿Vi +  • • • +  cxpv p, de donde:

cq tq  + « 21/2 + • ■ ■ + ctpVp — w  ] = 0 .

Pero esta  últim a igualdad es una form a de expresar que (tq , t q , . . . ,  vp, u q ) es un  sis- 

tem a ligado, en contradicción con el hecho de que ( tq , v 2, ■ ■ ■, vp , u q ) es un  sistem a 

libre (al ser subsistem a del sistem a libre B').

Un argum ento análogo dem ostraría que no puede ocurrir que B ’ esté estricta

mente contenido en B.

Denotem os por r  el rango de los vectores ( 1 , 0 ,a ), (b ,0 , - 1 )  y  (O .c.c), es decir: 

r  =  ra n g o ((l, 0 , a), (b, 0 , - 1 ), (0 , c, c)).
En prim er lugar, o b sed am o s que ( 1 ,0 ,  a) y  (fi, 0, - 1 )  son linealm ente indepen

dientes precisam ente si ab *  - 1 .  De esta fonna, si ab  = - 1 ,  entonces:

r  = rango (( 1 , 0 , u ), ( f i .0 , - 1 ), (0 , c , c ) )  = r a n g o ( ( l ,0 , a ) ,  (0 , c , c ) ) ,

y así r  es igual a 1  si c =  0 , y  es igual a 2 si c *  0 .

Por otro lado, si ab *  - 1 ,  como ya sabem os que ( 1 , 0 , a)  y  (b ,0, - 1 )  son lineal

m ente independientes, sólo nos resta estudiar si el tercer vector: (0 , c , c ) ,  es igual a 

una combinación lineal de ellos. D esde luego, si c. =  0, la resp uesta  es afirm ativa, y 
se tiene:

r  = rango ( ( 1 , 0 , a ) ,  (fi, 0 , - 1 )) = 2 .

Si c *  0, supongam os se verifica la  igualdad:

« ( 1 , 0 ,  a )  +  ¿f i f i ,  0 , - 1 )  +  y ( 0 , c , c )  =  ( 0 , 0 , 0 )
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(para algunos escalares a ,  /I y y). Esta igualdad vectorial es equivalente a estas tres 

igualdades:

a  + pb = 0, y e  =  0 , aa  - /) + ye  = 0,

y de la segunda de éstas se obtiene: y  =  0. El resultado del ejercicio 4 (cf. p. 70) per

mite inferir que (0 , c , c )  no es igual a una com binación lineal de ( 1 , 0 , a )  y (b, 0 , - 1  . 

y  en conclusión:

r  = ra n g o ((l,0 ,a ), (Z->,0, -1 ), (0 ,c ,c ))  = 3.

Resum im os en el siguiente cuadro lo obtenido en este ejercicio:

c = 0 c *  0
ah = - 1 r  = 1 r  =  2
ab --¡t - 1 r  = 2 r = 3



I. ESP A C IO S V EC TO R IA LES

RECAPmJLACION I

D e fin ic ió n  d e  e s p a c io  v e c t o r ia l  Consideram os un conjunto £  no vacio y  un 

cuerpo ( & , + , • )  conmutativo:

•  £  es un esp acio  vecto rial sobre el cuerpo & significa: sobre £  están definidas: 

© una ley de com posición interna que articula £  com o grupo abeliano; 

o  una ley de com posición externa para K que verifica: es asociativa en los 

elementos de &, distributiva respecto de la operación -  de &, distributiva 

respecto de la operación +  de £ , y  neutra para el elemento 1 de 

Se llama a los elementos de £  vecto res; a los de K, escalares.

•  K es espacio vectorial sobre K: al considerar la operación • como operación 

externa.

•  K "  (n *  1) es espacio vectorial sobre Di con las operaciones:

de £  en F) es espacio vectorial sobre K con las operaciones: 

o adición de aplicaciones: l /  +  ¿?](x) - / ( * )  + ¿rix);  

o multiplicación por un escalar: [ A / ] ( x )  =  A / ( x ) .

El elem ento neutro de la adición de aplicaciones se denota: O, y verifica: V  x  e  

E, O f x )  =  0 r (donde 0, designa el elemento neutro de la adición de vectores 

de £).

•  Para un vector ( « i , a ¿  ctn) de « ¡ es su prim era com ponente, otj es su

segunda com ponente, etc, y « ,  es su t-ésim a com ponente (1 < i  n).

S u h e s p a c io s  v e c t o r ia le s  Consideram os un espacio vectorial £  sobre un cuer

po K:

•  Subespacio vecto rial de £ : F Q E, F  no vacío, y  tal que:

» Propiedades:

o  V  x  e  £ ,  Ox -  0,

o  V  A €  K, .\0 =  0,

o  V  x  €  £ ,  - x  =  ( - 1 )x .
,\ = 0

o V  A €  K, V  x  e  £, A x  =  0  <=> o

x  — 0.

( « I , « 2 ......... « „ )  + ( / 3 | , / 5 j , . . . , / in  ) = ( « I  + 01, «.> +  « „ + / ! « )

A (rt i ,« 2  « „ )  = (A«i , Aot j  Aa„ ) .

En particular: K " es espacio vectorial sobre R.

•  Dados dos espacios vectoriales £  y F  sobre K, F f (conjunto de las aplicaciones

(V  A €  K, V  v  €  F, A v €  F ) .
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• l’ropiedades:

o  si F  es subespacio vectorial de F , entonces: 0  e  F; 

o  todo subespacio vectorial es espacio vectorial; 

o  {0} y E  son subespacios vectoriales de F ; 

o  K z  = \cxz | íy e  ü£} es subespacio vectorial de F; 

o la  intersección de subespacios vectoriales es un subespacio vectorial.

•  Condición necesaria y  suficiente: F  es subespacio vectorial precisam ente si: 

V ( « , / i ) e K 2, V (v ,w )  e  E 2, a v  + fiw  e  F.
• El conjunto {(X |,X 2, . . . , x „ )  €  1 "  I a 1X 1 + a ¿X 2 + ■ ■ ■ + a nx n = 0 ¡ es su bes

pacio vectorial de IR".

Si (a ,b ) *  (0 ,0): { ( x i ,x ? )  e  IR2 | ax\ + bx> - 0} = \Sí(-b,a).

Sum a de subespacios vectoria les  Consideram os un espacio vectorial E  sobre 

un cuerpo &:

• Si /I e  £  y  B s  ¿' son no vacíos, se define:

A + B = [x  + y  \ x e A y  y  €  B ] .

Caso particular: x + A = ( x l  +  A.
Si A  i , A 2 , . . . , A „  son subconjuntos no vacíos de F , se define la sum a /Ai + A¿ + 

• • • + A „ como el conjunto:

¡X i + X;> + • • • +  X n |X | £  A  i , X 2 G A-¿, . .  •, V X (j£ / A | ] } .

• Si F j , F¿ , . . ., F„ son subespacios vectoriales, su sum a es subespacio vectorial.

• Dos subespacios vectoriales F  y G son independientes si: todo vector de F  + G 
se puede obtener de m anera única como sum a de un vector de F  y un vector 

de G.
Si F  y  G son independientes, su  sum a se llam a sum a directa, y se denota: F e  G. 
Condición necesaria y  suficiente de independencia: F  y  G son independientes 

precisam ente si: F  n G  =  ¡0 ] .

Dos subespacios vectoriales F  y  G son su plem entarios si: son independientes 

y su sum a (directa) es £ : F  © C  =  F.

•  Com binación lineal de los vectores t / j ,  V2, ■ ■ •, v n de F: cada vector del su bes

pacio vectorial IKt/i + K t»2 + • • • + K u „ .

Un vector z e  F  es una com binación lineal de V \, v 2, . . . , v n si y  sólo si existen 

escalares « i ,  a 2, a n tales que: z =  « í V i  + (X2V2 + ■ • • + &nv n- 
Toda combinación lineal de vectores de un m ismo subespacio vectorial perte

nece al subespacio vectorial.
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Subespacios afines  C onsideram os un e sp a d o  vectorial £  sobre un cuerpo K:
• Subespacio afín  de £ : A Q £ , ,4 no vacío, y  A =  v + E , con v  e  E y  F  subespacio 

vectorial de E.
Son subespacios afines de E: ¡u i  (donde u e  E), y cualquier subespacio vecto

rial de E.
• R ecta de E: v  -  Kit», donde w *  0. Toda recta de £  es subespacio afín  de £ .

•  Propiedades:

o  (w  e  v + F ) <=> {w  + F  = v + F);  
o  (v  + £  es subespacio v e c to r ia l) (v  e  £ ) ; 

o  si v + E  = iv + G, entonces £  =  G;
o la intersección de subespacios afines, si no es vacía, es subespacio afín.

•  Hiperplano de K " : dados a i, a¿, . . . .  a,, núm eros reales no sim ultáneam ente 

nulos, es el conjunto:
n

{{x\,x2 ........ x „ ) e O & "  | ^ a j X i  = d ] .
í=i

Todo hiperplano de K '1 es subespacio afín de K " .

• Subespacios afines paralelos: v + F  y  w + G son paralelos si: £  =  G.
El subespacio afín v + F  es débilm ente paralelo al w + G si: £  c  G.

• Com binación afín  de los vectores w¡ ,u>¿,... ,w „  de E:  todo vector de la forma: 

í\iU>i + cijWj + ■ ■ ■ + c<nWn¡ donde « i  +  «2  +  • • •  +  « „  =  1 .

i odo vector que es com binación afín  de vectores de un m ismo subespacio afín 

pertenece al subespacio afín.

Sistem as de vectores  C onsideram os un espacio vectorial £ :

•  Sistem a de v ecto re s  de £ : lista, o colección, finita ordenada de vectores de £ . 

El sistem a S  form ado por los vectores V\, v¿, ■■., v n se escribe de esta  forma: 

S  = ( v i , v 2  v n), y  de ellos se dice son los vectores de S.
El card in al del sistem a S  es: C ard(S) = Card (v\,V2 ......... t'») =  n.

• Que el sistem a S  es su bsistem a del sistem a S ’ significa: todo vector de S  es 

de S ’ y  110 figura en la lista de S  m ás veces que en la de S ‘.

Vectores linealm ente dependientes  C onsideram os un espacio vectorial £  so 

bre un cuerpo K:

•  Los vectores v  \,  v n de £  son linealm ente dependientes, o bien: el s iste

ma (v\ ,v> ,. . . ,vn) es un sistem a ligado, si: existen  escalares a ¡,  tx-¿, . . . ,

no todos nulos, tales que oq v\ +  <x<v¿ + • • ■ + a „ v n =  0 .

•  Propiedades:

o  (0 ) es un sistem a ligado;

o  si v  €  £  y  v  £  0 , entonces (v | no es un sistem a ligado;
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o todo sistem a en el que figure el vector 0  es un sistem a ligado; 
o todo sistem a en el que uno de los vectores sea igual a una combinación 

lineal de los restantes es un sistem a ligado; 

o dados dos vectores: v *  0  y w, (v , w ) es sistem a ligado precisam ente

si w e  K.v;

o  si B'  es subsistem a de B  y  B'  e s  sistem a ligado, también lo es B.

Vectores linealm ente independientes  C onsideram os un espacio  vectorial E  so

bre un cuerpo K:

• Los vectores tq , v> v n de E  son linealm ente independientes, o bien: el

sistem a (tq , v¿, • ■ ■, tq,) es un sistem a libre, si: los vectores no son linealmente 

dependientes, o equivalentem ente: de la igualdad a ¡v [ +  a¿v> + • • • +  <x„vn = 0 
se deduce: oq =  oq =  0 .

•  Propiedades:

o  (0 ) no es un sistem a libre;

o  s i v  G E  y  v  *  0, entonces (v )  es un sistem a libre;

o  todo sistem a en el que figure el vector 0 no es un sistem a libre;

o todo sistem a en el que uno de los vectores sea  igual a una com binación

lineal de los restantes no es un sistem a libre; 
o  dados dos vectores: v *  0  y  w , (v , w ) es sistem a libre precisam ente si 

w i  IKu;
o todo subsistem a de un sistem a libre también es sistem a libre.

Sistem as de generadores. Bases  Consideram os un espacio vectorial E  sobre 

un cuerpo K, y  un sistem a B =  (tq , t q , ..  -, v n) de vectores de £':

• Notación: L{B ) = L(v¡,v->,___v „ )  = & tq + Kt>2 +  • • • + Ktq,.
•  Sistem a de generadores de E:  se dice que B  es sistem a de generadores de E, o 

que los vectores i q ,  V 2 , . . v „  generan £ , si: L (B )  =  £.

• B ase de £ : B es base de £  significa: B  es sistem a de generadores de £  y B  es

sistem a libre.
Condición necesaria y  suficiente: B  es base de £  precisam ente si todo vector 

de £  se puede expresar de m anera única com o com binación lineal de los vec

tores de B.
Coordenadas de un vector v  de £  en la base (tq , v ¿ , . ■ ■, tq ,): los únicos e s

calares oq, « 2 ........« „  ta les que: v  -  oqtq + o¡>v> +  • ■ • + a „ v „ .
Base canónica de el sistem a Be = ( c j ,C 2 en), con: e¡ = ( 1 , 0 , . . . , 0 ) ,

e> = (0,1,0......0) e„ = (0.......0,1).
Las coordenadas de un vector de IK" en la base canónica son su s com ponentes.
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•  Teorem a de la b a se  incom pleta: si B  es un sistem a de generadores de E  y  v  \, 

v->, . . . .  v,, son vectores de B linealm ente independientes, en lonces existe una 

base de E  que es subsistem a de B y en la que están lo s  vectores v\, v->, ■ ■., v p. 
Si B\ y  B¿ son dos bases de E, entonces: Card(/?| l =  Card (£;<).

Dim ensión  Consideram os un espacio vectorial E:
•  D im ensión finita: que E  es de dim ensión finita significa adm ite un sistem a de

generadores ( t '1 , 1 '2  v m).
fin particular, E  = j0 1 es de dim ensión finita.

Si F. *  {0} y  es de dim ensión finita, adm ite una base.

• D im ensión de £ : si £  *  ¡0 1 ,  se define com o el núm ero de vectores de cualquiera 

de su s bases (que es el m ism o para toda base); s i £  =  ¡ 0 !, se  define igual a 0 .

Se denota: d im £.

Se tiene: d irn K '' =  n, dim¡0 ¡ =  0.

Propiedades: consideram os d i m £  = n , con n s  1 : 

o  n generadores de £  form an una base de £ ; 

o  n vectores linealm ente independientes de £  form an una base de £ ;

o  todo sistem a de vectores de £  de cardinal m ayor que n es un sistem a
ligado;

o  el núm ero m áxim o de vectores linealm ente independientes de £  es n; 
o  entre los vectores de un sistem a de generadores de £  es posible escoger n 

linealm ente independientes, pero  no m ás de n; 

o lodo subespacio  vectorial de £  es, com o espacio vectorial, de dimensión 

finita m enor o igual que n ;

si el subespacio está estrictam ente incluido en £ , entonces su dimensión 

es menor que n;

si un subespacio vectorial de £  es de dim ensión igual a n, entonces coin
cide con £.

Rango de un sistem a de vectores  Consideram os un espacio vectorial £ :

•  Rango del sistem a (v\,vz , —  v „ ) ,  o de los vectores v i,  v> v „ :  dim ensión

del subespacio  vectorial que estos vectores generan.

Se denota: rango ( v i , v ¿ , . . . , v n).
Por definición: rango ( tq , v>, ■ =  dim v ¿  f u ) .

Se verifica: rango (0) = 0.

•  Propiedades: consideram os un sistem a B de vectores de £ :

o  el núm ero m áxim o de vectores linealm ente independientes de B coincide 
con el rango de B\

o el rango de B  es m enor o igual que el cardinal de B, y se  da la igualdad si
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y só lo  si fl es sistem a libre; 

o  si d i m £  = n , entonces el rango de B es m enor o igual que n, y  se da la 

igualdad si B  es sistem a de generadores de £ ;

o  si B  =  ( i/ j, v ¿  v , „ )  y  el vector tu es com binación lineal de los vectores

de B, al añadir tu a £  el rango no varía:

rango (tu, V\,v> v m) = rango (u i ,  u ? ,—  v m)\
pero si tu no e s  com binación lineal de los vectores de fl, al añadir tu a £  

el rango aum enta en 1 :

rango (tu, , v m) = rango ( v i , v ¿  v m) + 1.
•  No se m odifica el rango de unos vectores v \ , v ¿  v m si:

© se sustituye uno de los vectores: v, (1 «  i «  m), por av¡,  donde «  *  0 ; 

o  se perm utan entre si dos de los vectores;

o  se sustituye uno de los vectores por la sum a de él m ism o y una com bi

nación lineal de los restantes.
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INTRODUCCIÓN

Recordatorio  sobre ap licaciones  El lector que no esté fam iliarizado con las 

aplicaciones o con su m anejo puede consultar el apéndice A. No obstante, ofrecem os 

en esta introducción un repaso de lo m ás esencial sobre ello.

Recordem os, en prim er lugar, que una aplicación está definida por un conjunto de 

partida, un conjunto de llegada, y una form a de asignar a cada elem ento del conjunto 

de partida un elem ento y sólo uno del conjunto de llegada. Por ejem plo, si conside

ram os el conjunto A = ¡ 1 , 2 , 3 }  como el de partida, el conjunto B =  {a ,b }  com o el de 

llegada, y asignam os al elem ento 1 el a, y  a los elem entos 2 y  3 el b, tenem os una apli

cación del conjunto .4 en el conjunto B. Si la denotam os por / ,  escribim os: / ( 1)  = a, 
para dar a entender que al elem ento I le asignam os el elem ento a, y decim os: la ima
gen por la aplicación /  de 1 es igual a a (o f  aplica el elem ento 1 en el elem ento a); 

análogam ente: / ( 2 )  = b y  / ( 3 )  = b.
En segundo lugar, tenemos interés en recordar los conceptos de imagen por una 

aplicación de un subconjunto del conjunto de partida, y  de im agen recíproca por una 

aplicación de un subconjunto del conjunto de llegada. Lo vem os con un ejem plo. 

Sea /  la aplicación del conjunto A = { 1 , 2 , 3 }  en el conjunto B = {«,(?, c ¡ definida 

por / ( i )  = a, f ( 2 ) - b y f ( 3 )  = b. Si consideram os el subconjunto A i = { 1 , 2 }  de A, 

la imagen por f  de sus elem entos es: f (  l ) - a y f (2 )  = b. Se llama imagen por f  del 

conjunto A i al conjunto form ado por estas im ágenes, y  se denota: Es decir:

el conjunto ./ '[A i] es el form ado por aquellos elem entos de B que son imagen por /  

de algún elem ento de A i; en sím bolos: / [ A | ]  =  {_f(x) \ x  e  A j}  =  {a ,b }.  Si, por 

ejem plo, A:> =  {2 , 3 } ,  e n t o n c e s / (2) = / ( 3 )  = b, y  f[Az\ = \b\. Y  si consideram os 

como subconjunto de A el m ism o A, obtenem os: / [ A ]  = \a,b} (el elem ento c no 

es imagen de ningún elem ento de A); al conjunto / [ A ]  se le llam a imagen de la 

aplicación / ,  y se denota: lm / .

Por otra parte, si consideram os el subconjunto £’ i = {b,c}  de B, todos los ele

m entos de A cuya im agen por /  pertenece a B\ son 2 y  3 (ambos se aplican en b y 

no hay m ás que se apliquen en b, y  a su  vez no hay ninguno que se aplique en c). 
Se llam a imagen recíproca por f  del conjunto f?¡ al conjunto form ado por los ele

m entos de A cuya im agen por /  pertenece a £’i, y  se denota: /~* [#i J; en sím bolos: 

= } x  e  A  | f ( x )  e  B i}  = {2 , 3 } .  Otros ejem plos de im ágenes recíprocas 

son: / - 1 [ {a } ]  =  [ 1 }, b í]  -  U , 2 , 3 }  y  / _ l [ {c) ]  =  0 .

Nota bene Nótese que la palabra imagen aparece de cuatro maneras: imagen de un ele
mento por una aplicación, imagen de un conjunto por una aplicación, imagen de una 
aplicación, e imagen recíproca de un conjunto por una aplicación. a
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A  continuación, recordem os que una aplicación /  de un conjunto .4 en un con

junto B  es invectiva s i las im ágenes por /  de elem entos distintos de .4 son ele
m entos distintos de B\ o dicho de otra forma: dos elem entos de 4  que tengan la 

m ism a im agen por f  son necesariam ente iguales. Por ejem plo, si /  es la aplicación 

de 4  =  { 1 , 2 , 3 !  en B = {a ,b ,c ,d }  tal que ./ '(l)  =  a,  / ( 2 )  =  b y / ( 3 )  =  d, enton

ces f  es inyectiva, pues no h ay dos elem entos distintos del conjunto de partida con 

la m ism a im agen por / .  Sin em bargo, la aplicación h, entre los m ism os conjuntos, 

definida por / i( l)  =  a, h (2 ) = b y  h (3) =  b no es inyectiva, pues hay al m enos dos 

elem entos distintos con la m ism a imagen: f i(2) =  /t(3) =  b.
Recordem os asim ism o que una aplicación /  de un conjunto 4  en un conjunto B 

es suprayectiva si cada elem ento de B (conjunto de llegada) es im agen por /  de al 

menos algún elem ento de 4  (conjunto de partida); o expresado de otra form a: si la 

imagen de /  coincide con B. Por ejem plo, la aplicación u del c o n ju n to 4  =  { 1 , 2 , 3 !  en 

el conjunto B =  \a, b\ definida por w(l )  =  b y u(2)  = u (3 )  = a  es suprayectiva, pues 

cada elem ento en el conjunto de llegada, e s  decir, en B, es im agen por u de algún 

elem ento de 4 :  Im u = B. Pero la aplicación v, entre los m ism os conjuntos, dada 

por 1/ ( 1 ) =  v ( 2 )  = i/(3) =  a no es suprayectiva, pues hay al m enos un elem ento de B 
—precisam ente: b— que no es imagen de ninguno de 4 :  Im v =  { a }  *  B.

Finalmente, recordem os que una aplicación biyectiva es una aplicación inyectiva 

y  suprayectiva a la vez. Por ejem plo, es biyectiva la aplicación /  de 4  =  1 1 , 2 , 3 !  

en B = \a,b,c\ definida por / ( 1 )  =  b, / ( 2 )  = a y  f ( 3 )  = c.

Definición de ap licación  lin ea l En este  capítulo estam os interesados en aplica

ciones cuyos conjuntos de partida y  llegada son espacios vectoriales, y  que cumplen 

ciertos requisitos. C onsiderem os esta  aplicación de R3 en R2:

R 3 — - — - R- 

(X 1 .X 2 .X 3) ----------------(X i -  2X 2,X 2 + X 3).

Esta notación nos inform a de lo siguiente: la aplicación /  tiene com o conjunto de 

partida R 3, com o conjunto de llegada R2, y  la im agen por /  de un vector arbi

trario (X 1 .X 2.X 3) de R 3 es el vector (X| -  2x t , X 2 + X 3 ) de R -; por ejem plo:

/ ( 1 , 0 , - 1 ) =  ( 1 , - 1 ) ,  / ( 0 ,0 ,0 )  =  (0 ,0 ) , / ( - l ,  1 / 2 , 1 ) =  ( - 2 ,3 / 2 ) .

Esta aplicación verifica estas propiedades:

• cualesquiera que sean los vectores ( X i ,X 2,X 3 ) y de R3, se tiene:

/ ( ( X i ,X 2, x 3 ) + (V 1 . y 2. y 3 )) =  / ( X i ,X 2, x 3 ) +  / ( y i , y 2,y s ) ,  esto  es: la imagen 
de la sum a de dos vectores del espacio vectorial de partida (en este caso, R 3) 

es igual a la sum a de su s im ágenes, que son vectores del espacio vectorial de 

llegada (en este  caso, R 2);
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•  cualesquiera que sean  el vector ( x j , x>,x$I de R 3 y el núm ero real oí, se cumple: 

f ( a ( x \ , X 2,x?,)) = <xf{x\,x>,x:¡), es decir: la imagen del producto de un nú

mero real por un vector de R 3 es igual al producto del núm ero por la imagen 

del vector (en R2).

La com probación de estas dos propiedades es sencilla, y  totalm ente análoga a la que 

se lleva a cabo en el ejem plo 1 (cf. p. 113). Por verificarlas, se dice que la aplicación f  
es una aplicación lineal.

Nota Podríamos haber presentado la aplicación /  de esta otra forma: la aplicación /  de K 1 

en R 2 que verifica: f ( x\  ,x>,xs) = (x¡ -  2x>_,xi + x;l). Esta notación, quizá más sencilla, es 
general, no exclusiva de las aplicaciones lineales. 1 Veremos más adelante otras formas de 
determinar una aplicación lineal que sí son específicas para aplicaciones lineales. A

Querem os com entar cóm o es toda aplicación lineal de R 3 en R 2: es tal que la 

imagen de un vector arbitrario U 'i, x>, x-2 ) de R 3 es un vector de R 2 que es de la 

form a (ax[  + b x 2 + c x ¡ , a ' x i  +  b'x¿  +  c 'x 3), para algunos núm eros reales u, b, c, a', 
b' y c ' . Es decir:

R3 ---------------R2
(X 1 .x 2 .x 3 ) ------- (a x i + b x  ■> + c x 3 , a ' x ¡  + b ' x 2 + c'x .3 ),

para algunos núm eros reales a, b, c, a , b '  y c ' . Por ejem plo, son lineales las aplica

ciones de R 3 en R 2 definidas de esta manera:

f\ (X 1 .X 2.X 3) =  (2x i , 0 ), f >(x 1 , X 2,X 3) =  ( x 2 -  x i ,  5x 3),

/ 3( X i , X 2, X 3) =  (2x 3, Xi -  3 x 2 +  9X 3>, ./'4 (X| , X 2, X 3 ) =  (0 , 0 );

y  no son lineales las definidas de esta  otra:

c)\ (X 1, X 2, X 3 ) = ( X i . l ) ,  g ¿ (X \ , X 2 ,X3) =  (X 2X;i, X 1 + 2 x 3 ) ,

5 3 U 1.X 2 .X 3 ) = (X j’ .x , - 3x3), 5 4 U i , x 2 ,x 3) = (1 ,0 ).

Estos com entarios sobre cóm o son las aplicaciones lineales se  generalizan sin 

dificultad a aplicaciones de R "  en R m. Por ejem plo, toda aplicación lineal /  de R 2 
en R 3 está  definida de la forma:

/ ( x  i , x 2 ) = ( a x i  + bX2 ,a 'x ¡  + b'x>,a"x¡  + b " x 2 ),

para algunos núm eros reales a,  b, a ’ , b ’ , a " ,  y b"\  algunas aplicaciones lineales de R 2 
en R 3 son las definidas por:

h ¡ ( x i , x-¿) = ( 2 x i  + x 2, — x  1 + 3 x 2, x Q ,  h-¿(X\,x>) =  ( - x 2, 0 , 5 x i  - x 2/2), 

ft3( X i , x 2) = ( 0 ,0 ,X| + x 2 ), /i4 (X | , x 2) = ( x i , x i , x i ) .

1 En el citado apéndice A se pueden encontrar otras notaciones generales para aplicaciones.
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Prop iedades de una ap licació n  lin ea l En esta  sección se detallan propiedades 

generales de las aplicaciones lineales. La m ás sencilla establece que toda aplicación 

lineal aplica el vector nulo del espacio vectorial de partida en el vector nulo del e s

pacio vectorial de llegada. Por ejem plo, si /  es una aplicación lineal de R3 en IR2, la 

imagen por f  del vector (0 , 0 , 0 ) es el vector (0 , 0 ); en sím bolos: / ( 0 , 0 , 0 ) =  (0 , 0 ).

Otra propiedad com para el rango de un sistem a de vectores con el rango del s is 

tema form ado por las im ágenes de tales vectores por una aplicación lineal: el primer 

rango es m ayor o igual que el segundo. Por ejem plo, el sistem a ( ( 1 , 2 ) ,  ( 0 , 1 ) ,  ( 1 , 1 ) ) ,  

de vectores de i 2, tiene rango igual a 2, y  si /  es una aplicación lineal de R2 en R 3 
cualquiera, el sistem a (./ '(l, 2 ) , / ( 0 , 1 ) , / ( 1 , 1 )) ,  que está  form ado por vectores de R3, 

tiene rango a lo m ás igual a 2 .
Una propiedad m uy im portante establece que la im agen por una aplicación lineal 

de un subespacio vectorial (del espacio de partida) es a su  vez un subespacio vectorial 

(del espacio de llegada). Si /  es una aplicación lineal de R3 en R2, al calcular la imagen 

por /  de cualquier subespacio  vectorial de R 3, obtenem os un subespacio vectorial 

de R2. En particular, la imagen del propio R3, e s  decir, la im agen de la aplicación 

lineal / :  l m / ,  es un subespacio vectorial de R2. El subespacio  vectorial Im/  es de 

especial im portancia, com o verem os m ás adelante.

Otra propiedad, también m uy im portante, es análoga de la anterior para im ágenes 

recíprocas: la imagen recíproca por una aplicación lineal de un subespacio vectorial 

(del espacio de llegada) e s  a su vez un subespacio  vectorial (del espacio de partida). 

Dada una aplicación lineal /  de R 3 en R 2, por ejem plo, la im agen recíproca por /  de 

cualquier subespacio vectorial de R 2 es un subespacio  vectorial de R 3. Una imagen 

recíproca interesa especialm ente: la del subespacio vectorial form ado por el vector 

nulo, es decir: / - 1 [ ¡ ( 0 , 0) 1 ] .  Este conjunto, subespacio vectorial del espacio vecto

rial de partida (en este  caso R3), se denom ina núcleo de la aplicación lineal / ,  y  se 

denota: Ker/ .  En sím bolos:

K er/  =  / _1 [ { (0 ,0) } ]  =  { ( x i , x 2, x 3) e  K3 I / ( * i , X 2, x 3) =  (0 ,0 ) } .

Nótese que el núcleo de f  tiene al m enos un elem ento: el vector nulo.

Veam os un ejem plo. Considerem os la aplicación lineal /  de R 3 en R 2 definida 

por f (x\,xz,x ;i)  = {x¡  +  x>,xs). La imagen de /  es el subespacio vectorial de R2 
form ado por los vectores de R2 que son imagen por /  de alguno de R3, es decir, son 

aquellos vectores (a ,b )  de R 2 tales que:

f { x i , x 2, x 3) = (a ,b ) para algún (X 1 .X 2.X 3) e  R3.

La igualdad / ( X ] , X 2, X 3) =  (a, b) es equivalente a (x i + x 2, x 3 ) = (a ,b ), lo que es a 

su  vez equivalente a las ecuaciones:

x ,  +  X 2 =  t7 y  X 3 =  b;
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e s  fácil obtener una solución: x¡ = 0, x> = a y  x 2 =  b (aunque hay m ás so lu 

ciones), con lo que efectivam ente es posible encontrar, para cada vector (a , b) de ES-, 

algún vector (X 1 .X 2.X 3) de R 3 tal que / ( x i , x 2, x 3 ) = ( a ,b ) ; por ejem plo, nos sir

ve: (X 1 .X 2.X 3 ) =  (0, a, b). La im agen de la aplicación /  es, entonces, IR2: im /  =  R 2.

Por otra parte, el núcleo de la aplicación lineal /  e s  el conjunto de los vec

tores (X 1 .X 2.X 3 ) de R 3 cuya imagen por f  es igual al vector nulo: (0,0) ,  es de

cir: / ( X | , x 2,X j )  =  (0 ,0 ) . Esta últim a igualdad es equivalente en este ejem plo a 

esta  otra: (X| +  x 2,x ; í)  =  (0 , 0 ), a su  ve z  equivalente a las ecuaciones:

x i  +  x 2 =  o y  X 3 =  0 .

Podem os afirm ar, entonces, que el núcleo de /  es el subespacio vectorial de IR3 de 

ecuaciones x i  +  x 2 = 0 y  X 3 =  0 , e s  decir:

K er/  =  ((x  1 , x 2, x 3) e  R 3 I x ,  + x 2 =  0 y  x :í =  0 J .

Otro ejem plo: la aplicación lineal g  de IR2 en R 3 definida por:

g {x  i , x 2) =  ( X i , x 2 , X |  + x 2 ).

Su im agen está  form ada por aquellos vectores (a , b,c)  de R 3 tales que:

c?(X |,x2 ) =  (a ,b ,c ) para algún ( x i , x 2) £  R 2;

es decir: x\ = a, x 2 =  b y  X| + x 2 = c. Estas tres ecuaciones adm iten una solución 

sim ultánea si y  sólo si a + b = c (y tal solución sería: x ,  =  a y x 2 =  b), esto es, sólo 

hay solución para los vectores (a ,b ,c ) de R3 cuya tercera com ponente es igual a la 

sum a de las dos prim eras. La im agen de g  es, pues, el subespacio  vectorial de R 3 de 

ecuación jV3 =  y\ + en sím bolos:2

Imc? = ¡ ( v i , v 2, V3 ) e  R 3 I 3'3 = ú'i + y ¿ }  ■

Por otra parte, el núcleo de g  está  form ado por los vectores de R2 cuya imagen es 

igual a (0 ,0 ,0 ) , es decir, por aquellos ( x i , x 2) de R 2 tales que g ( x i , x 2) =  (0 ,0 ,0 ) , lo 

que es equivalente a las siguientes ecuaciones:

x ,  =  0 , x 2 =  0 y  x i  +  x 2 =  0 .

Obviamente, sólo un vector de R 2: el vector nulo, verifica sim ultáneam ente estas 

ecuaciones: ( x i , x 2 ) =  (0 ,0 ) . En consecuencia: Ke rg  = ((0 ,0 )}.

2üui/á el lector esperaba encontrarse con la ecuación de este subespacio vectorial escrita de 
esta forma: x¡  = x\ + x¿. tanto da: las letras que usemos son indiferentes siempre que quede 
claro a qué componente se refiere cada una. Los conjuntos |(r i. v>, v;( i s IK:s I V3 = y¡  + y ’¿\ 
y ((X 1.X2 .X3 ) 6  ÍR3 I x-i = Xi + x>¡ son el mismo.
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En general, interesa determinar la im agen de una aplicación lineal en el sentido 

de saber si coincide o no con el espacio vectorial de llegada, y  en caso negativo 

conocer una ecuación o ecuaciones que la determ inen, y  conocer también una base. 

En lo que concierne al núcleo de una aplicación lineal, interesa saber si coincide o 

no con el subespacio vectorial (del espacio de partida) form ado sólo por el vector 

nulo, y  en caso negativo conocer una ecuación o ecuaciones, y  también una base. El 

m étodo general para reso lver estos problem as requiere el m anejo de los sistem as de 

ecuaciones lineales, que no estudiarem os hasta el capítulo IV. Pero m ás adelante, 

en este m ismo capítulo, verem os algunas herram ientas que perm itirán atacar estos 

problem as para m uchas aplicaciones lineales sencillas .3

A p licaciones lineales con conjunto de p artid a  un espacio vecto ria l de d i
m ensión fin ita  Esta sección es especialm ente importante, pues las aplicaciones 

lineales que nos interesan son las que tienen tanto com o conjunto de partida como 

conjunto de llegada algún IR" (y m ás particularm ente IR3 o !R:i, y  eventualm ente IR4), 

y  todos los IR" son espacios vectoriales de dim ensión finita.

Un concepto que se introduce al principio de la sección es el de rango de una 

aplicación lineal. Es tan útil que es obligado su  cálculo para averiguar casi cualquier 

cosa de la aplicación lineal. El rango de una aplicación lineal (de IR" en IR'") se  define 

com o la dim ensión de su imagen. Si /  es una aplicación lineal de IR" en IR'", su 

rango, que se  denota: ra n g o / , es, pues, la dim ensión del subespacio vectorial lm / ¡ 
en sím bolos:

rango/ = d im dm /).

Para calcularlo, no hay m ás que tener en cuenta esta  propiedad: si calculam os las 

im ágenes por la aplicación lineal de los vectores de una base del espacio vectorial 

de partida, el sistem a de vectores que form an estas im ágenes (que es un sistem a de 

vectores del espacio de llegada) tiene por rango precisam ente el rango de la aplicación 

lineal.4
Veam os un prim er ejem plo con la aplicación lineal /  de IR:i en IR2 definida de la 

form a: f { x i , x 2, x i )  = {x¡ + x ¿ ,x 3 ), de la que ya hablam os en el apartado anterior. 

La imagen de / ,  com o calculam os en este apartado citado, es (R-, luego su  rango es 

igual a 2 : ran go/  =  d i m d m / )  =  dimíR2 =  2. Pero calculém oslo com o hem os apun

tado, es decir, calculem os el rango del sistem a de vectores de R2 (espacio de llegada) 

form ado por las im ágenes por /  de una base de IR* (espacio de partida). Lo más

3 Por otra parte, las habituales en las pruebas presenciales.
4En el texto se demuestra una propiedad más general, en virtud de la cual bastaría un sistema de 

generadores en vez de una base; es decir: el rango de la aplicación lineal es igual al rango del sistema de 
vectores formado por las imágenes de los vectores de un sistema de generadores del espacio de partida.
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cóm odo, habitualm ente, es coger la base canónica: Bc■ = ( ( 1 , 0 , 0 ) ,  ( 0 , 1 , 0 ) ,  ( 0 , 0 , 1 ) ) ;  

las im ágenes por f  de estos tres vectores son estas:

/ ( 1 , 0 , 0 ) =  ( 1 , 0 ), ./'(0 , 1 , 0 ) =  ( 1 , 0 ) y  / ( 0 , 0 , 1 ) =  (0 . 1 );

y  el rango de la aplicación lineal /  es igual al rango del sistem a que form an estas 

im ágenes: r a n g o /  = rango (( 1 , 0 ), ( 1 , 0 ), (0 , 1 )) =  2 .

Estudiem os otro ejem plo: la aplicación lineal g  de OS2 en R 1 definida de la for

ma: gíX],x>) = (x ¡ ,X 2 ,x¡ + x >), que también se vio en el apartado anterior. Ahora 

el espacio vectorial de partida es R 2, de base canónica el sistem a B, =  ( ( 1 ,0 ) ,  ( 0 , 1 ) ) ;  

la im agen por g  de estos dos vectores es: g(  1 , 0 ) =  (1 , 0 , 1 ) y g {0 , 1 ) =  (0 , 1 , 1 ), y  por 

tanto:

rangog  =  rango ( ( 1 , 0 , 1 ), (0 , 1 , 1 )) = 2 .

Recordem os que en el apartado anterior obtuvim os que la im agen de g  es el subes

pacio vectorial Im g  = V3 ) e  R 3 ! y-¡ =  y ¡  + y ¿ } :  ahora nos dam os cuenta de

que la dim ensión de este subespacio vectorial de R 3 es igual a 2 .
D espués de definir el rango, en esta sección se estud ia cóm o una aplicación lineal 

queda perfectam ente determ inada con sólo conocer la im agen por ella de los vectores 

de una base. Más en concreto, si de una aplicación de R '1 en R '"  sólo conocem os la 

imagen de los vectores de una base de R " ,  com o nos digan que tal aplicación es lineal, 

autom áticam ente podem os averiguar la im agen de cualquier vector. Veam os con un 

ejem plo qué se quiere decir. De una aplicación h de R 3 en R2 sabem os que en los 

vectores de la base canónica de R3 actúa así:

M I , 0 ,0)  =  (2 ,0 ) , h (0 ,1 , 0 )  =  ( - 1 , 0 )  y /K 0 ,0 , 1 ) =  ( 0 , 1 ).

Supongam os que tam bién nos dicen que h es lineal. ¿Hay form a de conocer la im agen 

por h dei vector (2, - 1 , 3 ) ,  por ejem plo? Sí. El vector ( 2 , - 1 , 3 )  se  puede escribir 

com o com binación lineal de los vectores de la base canónica de R 3 (y adem ás de

form a única) así:
( 2 , - 1 , 3 )  = 2 ( 1 , 0 , 0 )  -  ( 0 , 1 , 0 )  + 3 ( 0 , 0 , 1 )

(recordem os: las coordenadas de un vector en la base canónica coinciden con sus 

com ponentes): com o h es lineal, de aquí deducim os:

h(2, - 1 , 3 )  =  /i(2( 1 , 0 , 0 )  -  ( 0 , 1 , 0 )  + 3 (0 ,0 ,  D)

=  2/i( 1 , 0 , 0 )  -  h ( 0 , 1 , 0 )  +  3/ i (0 ,0 , 1 )

=  2(2 , 0)  -  ( - 1 , 0 )  + 3 ( 0 , 1 )  -  (3 , 3) .

Vem os que el hecho de que h sea lineal nos ha llevado a conocer la imagen del 

vector (2 , - 1 , 3 ) ,  conocidas las im ágenes de los vectores ( 1 , 0 , 0 ), (0 , 1 , 0 ) y  (0 , 0 , 1 ),
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que form an una base. Con el m ismo procedim iento podríam os averiguar la imagen 

de cualquier otro vector. Calculem os entonces la im agen de (X 1.X 2.X 3 ), vector ar

bitrario de IR3; su s coordenadas en la base canónica de IR3 (que coinciden con sus 

com ponentes) son xi, x¿  y  x ;¡:

( X i .X 2.X 3) = X id .0 ,0 )  + x 2(0 ,1,0) + X 3 (0 ,0 ,1); 

de aquí, por ser h lineal:

h(x¡  , x 2, X 3) =  h (x i  ( 1 , 0 , 0 )  + x 2( 0 , 1 , 0 )  + X 3(0 , 0 , 1))

=  X ) ó ( l , 0 , 0 )  +  x¿h (0 , 1 , 0 )  +x-sh ( 0 , 0 , 1 )

=  x j  (2 , 0 ) +  x 2( - 1 , 0 ) +  X3 <0 , 1 )

=  (2x i  -  x 2, x 3).

Y  esto nos permite concluir: la aplicación h es la aplicación de IR3 en IR2 definida de 

la form a: h ( x i , x 2,X 3) =  (2x i  - x 2, X 3).

Nota En referencia a este último ejemplo, debemos hacer notar que hay infinitas aplica
ciones de IR3 en IR- que aplican, como h, los vectores ( 1 ,0,0),  (0, 1 ,0)  y (0,0, 1)  en los 
vectores (2 ,0), ( - 1 , 0) y (0, 1 ), respectivamente; pero de estas infinitas aplicaciones hay 
una que es lineal, y sólo una: precisamente h. Ahora cobra sentido la afirmación de que 
una aplicación lineal queda determinada cuando se conocen las imágenes por ella de los 
vectores de una base. A

Con la aplicación lineal h del ejem plo anterior, hem os encontrado la expresión 

de h ( x i , x 2, x 3) a partir de las im ágenes de los vectores de la base canónica. Si lo que 

conocem os es la im agen de los vectores de otra base (no necesariam ente la canónica), 

tam bién queda determ inada la aplicación lineal. El procedim iento para averiguar la 

expresión de h ( x i , x 2, x ¡ ) en tal caso habría requerido un paso interm edio adicional 

(porque las coordenadas de un vector en una base que no sea la canónica no coinciden 

en general con su s  com ponentes), pero no es m ás com plicado. En el texto figura un 

ejem plo detallado (cf. p. 123).

A continuación, encontram os en esta  sección algunas caracterizaciones de las 

aplicaciones lineales invectivas. Dada una aplicación lineal de IR" en IR"', tenemos 

varias form as de saber si es inyectiva o no. La prim era es exam inando su  núcleo. 

Si éste se  reduce al subespacio  vectorial form ado exclusivam ante por el vector nu

lo: ¡( 0 , 0 , . . . ,  0 ) !, entonces la aplicación es inyectiva, y  no lo es en otro caso (es decir, 

si el núcleo es un subespacio vectorial de E "  distinto del { ( 0 , 0 , . . . ,  0) j ). La aplicación 

l i n e a l / d e l 3 en 1 -’ definida p o r / ( x ] , x 2,x ;¡)  =  (X| + x '2,X 3) tiene por núcleo(com o 

vim os en el apartado anterior):

Ker/  =  j (x  1 , x 2, X 3) e  ! 3 I x ¡ +  x 2 =  0 y  X3 =  0 } ;
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como este conjunto no es el 1 ( 0, 0, 0) 1 ,  la aplicación no es invectiva. La aplicación 

lineal g  de R- en R ! definida por g ( x i , x 2) =  {X\,x-¿,X\ +  x_>), también vista en 

el apartado anterior, tiene por núcleo: K er^ =  1(0, 0)1 ,  luego esta aplicación sí es 

inyectiva.

Otra forma de saber si lina aplicación lineal os inyectiva o no requiere el cálculo  

de su rango: si éste coincide con la dimensión del espacio vectorial de partida, la 

aplicación es inyectiva; si el rango es menor, no es Inyectiva. Por ejemplo, las dos 

aplicaciones /  y g  de las que hemos hablado en el párrafo precedente tienen ambas 

el rango igual a 2  (este cálculo se llevó a cabo en el apartado anterior), y  para ia 

aplicación /  el espacio vectorial de partida es R 1 (dimensión igual a 3, m ayor que el 

rango), y  para la g  es R* (dimensión igual a 2 , igual que el rango), lo que confirma 

que la prim era no es inyectiva y  la segunda sí.

Seguidamente, se presenta en la sección una caracterización de las aplicaciones 

lineales suprayectlvas. Esta caracterización es sencilla una vez hemos calculado el 

rango: una aplicación lineal /  (de 1 "  en R m) es suprayectiva si su rango es igual a la 

dimensión del espacio vectorial de llegada, y  no lo es si el rango es menor.

Por ejemplo, considerem os la aplicación lineal /  de en R 2 definida de la 

forma: / ( x i , x 2 ,x .j) =  (x i  +  x 2, x 3 ) y la aplicación lineal g  de R 2 en R f definida 

por í7(X|,x;>) =  ( x i , x 2, X[  +  x 2 ), de las cuales venim os hablando en los párrafos 

precedentes. Y a hemos calculado que am bas aplicaciones lineales tienen el rango 

igual a 2 . En el caso de / ,  el espacio vectorial de llegada es R-’ , de dimensión igual al 

rango, luego se trata de una aplicación lineal suprayectiva. En el caso de g ,  el espacio  

vectorial de llegada es R-\ de dimensión m ayor que el rango, luego se trata de una 

aplicación lineal no suprayectiva.

Esta sección termina con el teorem a de  las dim ensiones. Este resultado establece 

la siguiente propiedad de una aplicación linea) f  de R " en R m: la dimensión de su 

núcleo m ás la dimensión de su imagen es igual a la dimensión del espacio vectorial 

de partida; en símbolos:

di mI Ker / )  - d i m l l m / )  =  di mR' '  =  n,

o  equivalentemente (recordando que el rango de la aplicación lineal es la dimensión 

de su imagen): di mf Ker / )  + rango/  -  dim R n = n.

Veam os algún ejem plo en el que apliquemos este teorema, que servirá a la vez de 

síntesis de los resultados vistos en esta sección. Considerem os la aplicación lineal /  

de R-* en R2 dada por / ( X | , x 2 , x 3 ) =  (x i -  x 2 , 2X [  +  3 x ¡ ) .  Calculem os su rango. 

Las im ágenes por /  de los vectores de la baso canónica de R 2 son: / ( 1 , 0 , 0 )  =  ( 1 , 2 ) ,  

/ ( 0 , 1 , 0 )  =  ( - 1 , 0 )  y / ( 0 . 0 , 1 )  =  ( 0, 3) ,  lo que nos permite escribir:

rango /  =  r a n g o  ( ( 1 , 2 ) ,  ( - 1 , 0 ) ,  ( 0 , 3 ) )  =  2 .
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Este valor concreto del rango nos inform a de lo siguiente:

•  la imagen de la aplicación lineal /  tiene dim ensión igual a 2 (no es m ás que la 

definición de rango): d i m d m / )  =  2, así que I m /  es un subespacio  vectorial de 

dim ensión 2 del espacio vectorial de llegada, que es R 2; com o el único subes

pacio vectorial de IR2 de dim ensión 2 es el m ism o IR-’ , se  concluye: Im /  =  R 2;

•  la aplicación lineal /  es suprayectiva (podem os deducir esto  de dos form as: 

como consecuencia de que Im /  =  IR-’ , o com o consecuencia de que el rango es 
igual a la dim ensión del espacio de llegada);

• la aplicación lin e a l,/' no es inyectiva (pues su rango es m enor que la dimensión 

del espacio de partida, que es R 3);

• aplicando el teorem a de las dim ensiones, se  obtiene que el núcleo de /  tiene 

dim ensión 1 : d i m l K er / )  =  dimIR3 -  d i m d m / )  =  3 - 2  =  1.

Estudiem os otro ejem plo: la aplicación lineal fi de R 2 en R3 definida de la fo r

m a f i ( x i , x >) =  (2X] + x ¿ ,- x i -  3 ^ 2, X i ) .  Las im ágenes por fi de los vectores de 

la base canónica de R 2 son: f i ( l , 0 )  =  ( 2 , - 1 , 1 )  y  / t (0 , 1)  =  ( 1 ,  —3,0) ,  de donde: 

rango fi = rango ( ( 2 , - 1 , 1 ) ,  ( 1 ,  - 3 , 0 ) )  =  2 . Deducim os lo siguiente:

•  la im agen de fi tiene dim ensión igual a 2 , es decir, es un subespacio  vectorial 

de R 3 (espacio de llegada) de dim ensión 2;

• fi no es suprayectiva;

• fi s í es inyectiva;

• como fi es inyectiva, se tiene: Ker fi = { (0 ,0)} (recuérdese que Ker fi es un su b es

pacio vectorial del espacio de partida, en este  caso IR-’ ); esta  inform ación la 

vem os confirm ada con el teorem a de las dim ensiones:

dim(Kerfi) = dim R2 -  dimdm fi) = 2 -  2 = O

(nótese que el subespacio  vectorial {(0 , 0)1 es el único de ¡R2 de dim ensión igual 

aO).

E l espacio vecto ria l C ( E , E )  Con la notación C(E, F )  se  designa el conjunto de 

las aplicaciones lineales del espacio vectorial E  en el espacio vectorial F. Por ejem plo, 

la notación £ .(R 3 , R 2) designa el conjunto de las aplicaciones lineales de R 3 en R 2. 

En esta  sección se estudian algunas propiedades de estos conjuntos.

Isom orfistnos de espacios vecto ria les  Un isomorfismo es una aplicación lineal 

biyectiva. Cuando entre dos espacios vectoriales existe algún isom orfism o, se dice 

que los espacios vectoriales son isomorfos. N osotros nos detenem os sólo en los R ", 

para los cuales acontece que R "  y  R m no son isom orfos si n *  m. Por ejem plo, 

una aplicación lineal de R3 en R 2, o viceversa, no puede ser de ninguna m anera un 

isom orfism o. Para que una aplicación lineal de R 11 en R m pueda ser un isom orfism o, 

el espacio vectorial de partida y  el de llegada han de ser necesariam ente el mismo.
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Recordando los resu ltados anteriores sobre aplicaciones lineales invectivas y  su- 

prayectivas, podem os afirm ar que una aplicación lineal /  de 1 1"  en IR" (ya tomamos 

iguales el espacio de partida y el de llegada) es un isom orfism o si su  rango es igual a la 
dim ensión com ún del espacio de partida y  de llegada, es decir: r a n g o /  =  dim IR" =  n, 
y que no es un isom orfism o en caso contrario. Por ejem plo, la aplicación lineal /  

de IR2 en IR2 definida por f ( x \ , x 2) = ( x 2, x i  + 2X2) verifica:

r a n g o /  =  rango ( / ( l , 0 ) , / ( 0 , 1))  =  rango ( ( 0 , 1 ) ,  ( 1 , 1 ) )  =  2,

y com o su rango coincide tanto con la dim ensión del espacio de partida como con la 

dimensión del de llegada, se  trata de un isom orfism o. La aplicación lineal g  de IR3 

en IR3 dada por g (x [ ,x>,xi ) =  ( x t + 3x¿ +  X 3 , - 3 X 2 , * i  + * 3) no es un isom orfism o, 

pues:

ra n g o s  -  rango (0 (1 , 0 , 0 ) ,0 (0 , 1 , 0 1 , 0 (0 , 0 , 1 ))

=  rango ( ( 1 , 0 , 1 ) ,  (3, - 3 , 0 ) ,  ( 1 , 0 , 1 ) )  = 2 *  dim IR3.

Form as lineales  Una forma lineal sobre OS”  es una aplicación lineal de IR" en IR. 

El conjunto de las form as lineales sobre OS" se denom ina espado dual de OS", y  se 

denota: (OS")'.
lina form a lineal /  sobre IR2 es una aplicación (lineal) de OS2 en IR definida de la 

form a: f i x ¡ , x ¿ )  = ax¡  +  bx2 para algunos núm eros reales a y b. Por ejem plo, las 

siguientes aplicaciones de IR2 en IR son form as lineales:

/ ] ( X ] , X 2) =  2 x 2, f l ( X ¡ , X 2) =  2X| -  4X2, f i ( X U X¿) = Xi\ 

y  no son form as lineales estas otras:

0 l ( X | , X 2 ) =  X 1X 2, 02 ( * 1 , X 2) =  2 x ? ,  03(Xi ,X2> =  X] —x 2 +  1.

Análogam ente, una forma lineal /  sobre IR3 es una aplicación de OS3 en IR definida 

de la forma: / ( x i , x 2, X 3) = ax¡  + bx¿ + cx>, para algunos núm eros reales a, b y c. 
Por ejem plo: / ( x i , x 2, X 3 ) =  2 x i  -  3x¿ + 2xj. De la m ism a m anera se extiende este 

resultado a las form as lineales sobre cualquier K ".
Es im portante en fatizar que una form a lineal aplica vectores en núm eros reales. 

Por ejem plo la form a lineal /  del párrafo  anterior aplica vectores de IR3 en núm e

r o s : / ( 2 , 1 , 0 )  =  2 - 2 - 3  - 1  +  2 - 0  =  l , / ( - l , 2 , l )  =  6 o / ( - l / 2 , 3 , - l )  =  - 1 2 .

En el texto se prueba que el espacio dual de IR": ( IR") ' ,  es decir, el conjunto de 

las form as lineales sobre IR", es un espacio vectorial sobre IR, y  se prueba que es un 

espacio vectorial de dim ensión igual a n .5 Las bases de este nuevo espacio vectorial

5Por una vez. manejamos un espacio vectorial diferente de los IR". Las operaciones en este nuevo 
espacio vectorial son la adición de aplicaciones y la multiplicación de números reales por aplicaciones.
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también tienen n elem entos, la m ism a cantidad que todas las bases de R '\  pero tales 

elem entos son form as lineales sobre Rn.

Fijém onos en R2 y  en su dual: (R- ) * .  Vam os a estudiar un procedim iento para 

construir una base de (IR2 )" a partir de una b ase  dada de IR2. Considerem os entonces 

una base de R 2, por ejem plo: B =  ( u i , m2), donde u , =  ( 1 , 1 ) y  u 2 =  ( 1 . 0) .  Vam os a 

definir dos form as lineales sobre R 2, que denotarem os por u , y  u¡.  La prim era: « [ ,  

se define como aquella form a lineal que aplica cada vector de R 2 en la prim era  co

ordenada que el vector tenga en la base B. Verbigracia, el vector ( 1 , 2 )  tiene coorde
nadas 2 y - 1 en la base B,  pues: ( 1 , 2 )  =  2 ( 1 , 1 )  -  ( 1 , 0) ;  por tanto: u f  ( 1 , 2 )  =  2. 

Y  el vector (2 , 3)  tiene coordenadas 3 y  - 1  en la base B: (2 , 3)  = 3 ( 1 , 1 )  — ( 1 , 0) ,  

luego « í  (2, 3) =  3. En general, se tiene: uj- ( X i , x 2) = x 2, ya  que un vector genéri

co ( x i , x 2) tiene coordenadas x 2 y  x ¡  -  x¿  en B: tx j , x 2) = * 2 ( 1 , 1 )  + ( x ¡  -  x 2 ) ( l , 0) .  

Análogam ente, definim os la form a lineal u l  sobre R2 com o aquella que aplica cada 

vector de R 2 en ¡a  segunda  coordenada que el vector tenga en la  base B. Por ejem 

plo: u “ ( l , 2 )  =  - 1 ,  u * ( 2 , 3 )  =  - 1 ,  y  en general: u 2 ( X [ , x 2 ) =  x j  -  x¿. Estas dos 
form as lineales que acabam os de definir: « [ y u l ,  form an una base del espacio vecto

rial (R2 ) *, denom inada base d u a l de la base B  de R2, y  que se denota: B '  =  ( u j , u l ).

Veam os otro ejem plo, esta vez con una base de R s :

B = ( ( 1 , 1 , 0 ) ,  ( 0 , 1 , 1 ) ,  ( 0 , 0 , 1 ) ) .

Denotem os: v, = ( 1 , 1 , 0 ) ,  v 2 -  ( 0 , 1 , 1 )  y  =  ( 0 , 0 , 1 ) ;  la base dual de la base B  
se denota entonces: B* = ( v ¡ , v 2 , v ¿ ) .  La form a lineal v ] , la prim era de la  base B ' , 
aplica cada vector de R 2 en la prim era coordenada de las tres que el vector tenga en la 

base B; la form a lineal v i ,  la segunda de la base B ” , aplica cada vector en su segunda 

coordenada en la base B; y  la  form a lineal v ]  lo aplica en su  tercera coordenada. 

Por ejem plo, como: ( 1 , 2 , 3 )  =  ( 1 , 1 , 0 )  +  ( 0 , 1 , 1 )  +■ 2 ( 0 , 0 , 1 1 ,  las coordenadas del 

vector ( 1 , 2 , 3 )  en la  base B son 1 ,  1  y  2, y  por tanto:

wr f 1 , 2 . 3 )  =  1 ,  v i  ( 1 , 2 , 3 )  =  1 y v ]  ( 1 , 2 ,  3) =  2.

Y, e n  g e n e r a l ,  c o m o :  ( X1 . X2. X3) =  X| ( 1 ,  l , 0 )  +  ( x 2 - X ]  ) ( 0 , 1 ,  D  + t X t  - x ¿ f  X i MO. 0 , 1),  

r e s u l t a  q u e  l a s  c o o r d e n a d a s  d e  u n  v e c t o r  g e n é r i c o  ( x 1 . x 2 . x 3 )  e n  l a  b a s e  fi  s o n  x j ,  

x j  -  x i  y  x j  -  X 2  +  X 3 ,  d e  d o n d e :

( X 1 , X 2 , X; r i  =  X i ,  v i  ( X i , X 2 , X i )  =  X ¿  -  X [ ,  

y  t t ; í X , , X 2 , X 3 ) = X [  - X 2  +  X 3 .

A p lic a c io n e s  a f in e s  Recordem os que los subespacios afínes se obtenían sum an

do un vector a  los subespacios vectoriales. En cierto sentido, las aplicaciones afines 

se obtienen de las aplicaciones lineales también sum ándoles un vector. Concretando,
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una aplicación t/> de R 3 en R2 (em pezam os con un caso particular para fijar ideas)

es una aplicación de R 3 en l 2 para la cual existen un vector (a,b)  de R 2 (espacio

de llegada) y una aplicación linea! f  de ¡R3 en IR2 tales que la  im agen por <p de cada 

vector de R 3 se  obtiene sum ando a su  im agen por /  el vector (a , b ); es decir: para 

cada (x-1 . x 2. x 3) e  R 3, se tiene: <f>(xi , x 2,X 3) = ía,b)  + / ( x i , x 2, X 3).

Puede com probarse que toda aplicación afín de R 3 en R¿ es tal que la im agen de 

un vector arbitrario ( X 1 . X 2 . X 3 )  de R 3 es un vector de R 2 de la forma:

i a x \  +  b x y  +  c x i  + d ,  a ' x t +  b ‘ x ¿  +  c ' x í  + d ' i  

para algunos núm eros reales «, b ,  c ,  d ,  a ' ,  b ' ,  c'  y d ' . En sím bolos:

R 3 ---------- - R 2
(X 1 .X 2.X 3 )  l ux]  +  b x z  +  CX3 +  d, a ' x i  +  b ' x> +  c 'x -¡ +«! ' ) ,

para algunos núm eros reales a , b, c, d ,  a ' ,  b\ c '  y  d ' . Verbigracia, son afines las 

aplicaciones de R3 en R 2 definidas por:

< p ]  ( X 1 . X 2 . X 3 )  = ( 2X ]  -  l . X ]  -  -4) ,  </>2 ( X 1 ,  X 2 , X j ) = ( X ] , X )  + 2x 2 -  5X ; s ) ,  

0 i ( X ] , X 2, X j )  =  ( O . S x i  - 2 / 3 ) ,  4>4( X i , X 2, X ; i )  =  ( 1, - 6 ) .

Y  no son afines estas otras:

<//l(Xi,X2,Xj)  =  (Xf  -  1 ,  - 3 x . j  +  4), tp¿{ X\ , X>, XA) =  ( l . X ] X j ) ,

Ip-\(X¡,X2,X i )  = ( 0 , Nx J ) .

Lo dicho sobre cómo son las aplicaciones afines se generaliza sin dificultad a las 

de R n en R m. Por ejem plo, son aplicaciones afines de R 2 en R 3 las definidas de esta 

forma:

§i ( Xi , x 2 ) =  ( x 2 -  1 , 4 X 2  + 3.  5), §2 ( X] , X2) =  (O.Gxi -  \ ' 2 x 2 -  8 / 5 , 1 ) ,  

§3 ( x i , x 2) =  ( x 2 -  7 , 3 x i  -  6x 2 +  3 / 2 ,  X[ -  x 2 +  1).

Cuando tenem os una aplicación de la cual sabem os que es afín, podem os estar 

interesados en calcular el vector del espacio de llegada y  la aplicación lineal que la 

determ inan de acuerdo con la definición. Lo prim ero que debem os saber al respecto 

es que están  a m b o s  unívocam ente determ inados por la aplicación afín. Por ejem plo, 

la aplicación <p de R3 en R 2 definida p or </>(xi,x2, x j )  =  <2xi  -  x 2 + 3, - x 2 +  4) es 

afín (de acuerdo con lo dicho en el párrafo  precedenie). F.l vector [ a ,  b) de R 2 deter

minado por 4> es precisam ente la im agen por c¡) del vector nulo: ( a ,  b) =  </>i0 , 0 , 0 );
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Aplicación lineal

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

DEFINICIÓN DE APLICACIÓN LINEAL

Considerem os dos espacios vectoriales E  y F  sobre un m ism o  cuerpo K. 

Definición

De una aplicación /  de E  en F:

x  e  E  >—  f ( x ) e  F ,

diremos es una aplicación lineal de E  en F  si verifica:

(L l)  V  (v , w )  G E 2, f  (u +  w ) =  / ( v )  +  f i w ) ,

(L2) V ( « , u )  g  K  x  E , f i a v )  =  a / ( v) .

La ap licación :

( X i , X > , X i )  — (X] +  Xj, V) +  X ()

e s  u n a  a p lica c ió n  lin ea l de R 1 e n  R -.

C o m p ru b em o s q u e  se  v erifican  ( L l ) y  (L2). Si x  =  ( x ] , x > , x 3) y  y  -  (3 -1, )  so n  d os 

v e c to re s  d e  ffi.3, e n to n ce s :

f i x - v  y )  = / ( ( x i , x 2 , X 3 l  +

=  / ( * i  +yi,x > +y>.x-\ + y 3 )

= ( ( * i  + y 0  + (x : + y 2l , (x i + y t ) + (x 3 + y 3))

= ( X [  + x . . ,x ,  + X .D  + (yi + y->,y¡ + y-¡)

= / ( * ) + / ( y ) ,  

y  ( L l ) se  verifica ; y  s i ad em á s o  e s  u n  n ú m e ro  rea l, e n to n ce s :

/ ( « * )  = ,/(«X ,. n x j, «x.j)

= ( « X i  + f íX o , a x i  + a x j )

= ( c t iX l  + X j ,  0<(X] -r X . ( ) )

= a(X| + x 2,xi  Xi)

-  « / ( x ) ,

y ta m b ié n  se  v e rifica  (L2). En c o n c lu s ió n , la  a p lica c ió n  /  d efin id a  e n  (1) e s  e fe c tiv a m e n te  una 

a p lica c ió n  lin ea l de en  IR’ .

IR- ----- - --------  R-
( x i , x . > ) --------— (X |X :> ,0 )

La aplicación:
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Una consecuencia im portante de la proposición anterior es que una aplicación 

lineal conserva las com binaciones lineales, en el sentido siguiente: si f  es una apli

cación lineal de E  e n F , y u i , i / >  v n son n  vectores d e  £  y  oq, « 2, <xn son n

escalares, entonces:

fiet\V]  + <x->v-> + ■ ■ ■ + a „ v n) =  a i / ( t » i )  +  o o / d M  + • • • + a „ f { v „ ) .  (2 )

En efecto. Para n =  1 la igualdad (2) se  reduce a: / ( « i W i )  =  oí ¡ /(V|) ,  que es 

verdadera (por (L2)).
Supongam os ahora que la igualdad (2) se verifica para  n -  1 vectores, es decir:

/ ( « i i q  +  a ¿ v ¿  +  ■ ■ ■ +  ) =  « i / í i / i  | +  C i i f ( V > )  -  ■ ■ ■ +  L\n- ] f { v n . ¡ ) .  ( 3 )

Entonces,poniendo v  = « it/ i + a 2v> + • • • +  se tiene:

f [ ct [ V 1 a 2v¿  + • • • + oí„i>m)

= f i v  -t a „ i/ „ )

-  j i v i  +
=  r t ] / ( V i  ) +  a¿f{V;)  +  • • •  +  « „  l / ( V t i - l )  +  <xnf(v„) ,

donde se ha utilizado (L3) en las dos últim as igualdades.

Queda así probada la igualdad (2) p or el método de inducción (o recurrencia).

II.2 PROPIEDADES DE UNA APLICACIÓN LINEAE

I. Propiedades generales; im agen de una ap licació n  lin ea l En todo lo que 

sigue, supondrem os que £  y  F  son dos espacios vectoriales sobre un m ismo cuerpo K 

y, con el fin  de evitar confusiones, representarem os por 0 C el elem ento neutro de la 

adición de vectores de £ , y por 0/- el de la  adición de vectores de F.

Una aplicación lineal f  de £  en F  verifica las siguientes propiedades:

D f l O t ) = 0 ^
Y a q u e :  / Í 0 ( ) =  / ( 0 0 r ) =  0 / < 0 , ) =  0 f .

21 La im agen d e l o p u esto  d e  un vector es e l o p u esto  d e  ia im agen d e l vector. Es 

decir, se  veriñea: V r e f , /  ( - v )  =  - / ( v) .
P u e s :  / ( - t u  =  /  ( ( - l ) v )  =  i - D . / l w )  =  - / ( v ) .

3) Si [V [ , v ¿  v „ ) es  un sistem a ligado  d e  vectores d e  E, entonces e l sistem a
form ado  p o r  su s  im ágenes: ( f ( v i ) , f [ v > ) ........ / l v „ ) ) ,  es  un sistem a ligado  de

vectores de F.
Si (y, ,  v¿  v„ )  es un sistema ligado, es decir, si podemos encontrar escalares cV|,

(Xn, no todos nulos, tales que: oqvi  + a>v> + ■ ■ - 1- <xrv „ = 0;., entonces de (2)
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existen, pues, dos vectores w¡ y uy de E¡ tales que f ( v ¡  ) = w i y f í v ¿  i - w>, y si «j 
y (*_> son dos escalares, entonces pertenece a F\ el vector:

+ rt;>tM -- lX|/(U] ) + = «| Ul| + n¿u>>,

> por tanto: « i v i 4 cav? e  / “ 1 [Fi ], y con la proposición l.i (cf. p. 391 se concluye 

que /  1 [F] | es un subespacio vectorial de E.

Núcleo de uno ap licación  lin ea l Al aplicar la últim a de las propiedades 

anteriores al subespacio vectorial \0F \ de F , se obtiene que el conjunto / “ ' ( ¡0 ,. !] , 

conjunto form ado por los vectores de E  cuya im agen por /  es igual a 0 f , es un 
subespacio vectorial de £ .

Núcleo de una 
aplicación lineal

(La sigla “ Ker" es una abreviatura de la palabra inglesa kernei, que significa núcleo.)

El conocimiento dei núcleo de una aplicación lineal nos perm ite saber si ésta es o 
no es inyectiva. Podem os afirmar:

INS de aplicación 
uneal inyectiva

Demostración La condición es necesaria: suponemos que la aplicación /  es inyectiva, 
> probamos que Ker/  = ¡‘ 0, ] • Si u es un vector de K er/, esto es: f ( u )  = 0f , entonces, 
como (Oí.) = 0/ (cf. propiedad (1)), se tiene: f (u )  = / ( 0¿), de lo que se deduce: u -  Of, 
pues /  es inyectiva. En consecuencia: Ker /  = I0¿ I.

La condición es suficiente: suponemos que Ker/  = |0f ¡ ,  > probamos que /  es inyectiva. 
Si x y y  son dos vectores de F  con la misma imagen; f ( x )  = f ( y ) ,  entonces podemos escribir:

0r = f ( x )  -  f i y )  = J ' { x - y ) ,

y el vector x  -  y  pertenece a K er/; pero hemos supuesto que K er/ = ¡0/1,  iuego x  -  y  = Of, 

o bien: x  = y .  En consecuencia, de suponer que f ( x >  - f  {y)  hemos deducido que x  = y.  
Esto es, la aplicación / es inyectiva. ,

En el capítulo IV' verem os un m élodo para determ inar el núcleo, y también la 

imagen, de una aplicación lineal dada.

Proposición  11.2 Una condición necesaria y  suficiente para que una aplicación 
¡inca! f  de E  en F sea inyectiva es:

Kery  =  fOF}.

D efinición

El subepacio vectorial / _ 1 [ {0f  ¡ ]  de £ ,  que se denota: K e r/ , se llam a núcleo  de 
la aplicación lineal / :

K e r /  =  / - 1[fOf ] ]  = [ i / e £  |/ ( i» )  =  Of} .
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II.3 APLICACIONES LINEALES CON CONJUNTO DE PARTIDA 
UN ESPACIO VECTORIAL DE DIMENSIÓN FINITA

1. Una p rim era p rop iedad  En esta  sección considerarem os espacios vectoria

les sobre un m ism o cuerpo IK, y aplicaciones lineales para las cuales el conjunto de 

partida es un espacio vectorial de dim ensión finita no nula.

Un prim er resultado en estas condiciones es el siguiente:

Proposición 11.4 Si f  es una aplicación lineal de un espacio vectorial E  de di
mensión fínita en un espacio vectorial F, entonces el subespacio vectorial lm /  es 
de dimensión finita.

Demostración Sea ( v , , v ¿  v ,„) un sistema de generadores de E .  Entonces el siste
ma ( / ( V i   es.un sistema de generadores de lm /.

En efecto. Si w  es un vector arbitrario de l m/.  y v  e  E es tai que: f { v ) -  tv. como 
(vj ,  v i . . . v ra) es un sistema de generadores de £  existen m escalares « !, a>..... txm tales 
que: v -  oqvi  + íx.-vj + • • • + otmv m, de donde:

W  =  / ( V )  =  r t | / ( V |  ) +  Ci2 j  ( V j )  +  • - • +  « m / l V m ) ,

y a s í w  es co m b in a ció n  lin ea l d e  lo s  v e c to re s  / ( v ¡ ), f ( v ¿ ) ......... / ( v m). El s is te m a  de v e c to 

re s  ( / ( V i  ) , / ( v ¿ )  J  l v m )) es , p u es, u n  s is te m a  de g e n era d o res  d e  l m / .

Al ser ( / ( V| ) , / l) un sistema de generadores de lm /, este subespacio vec
torial es de dimensión finita. i .i ui.

Nota La demostración de la proposición anterior habría sido superflua de haber exigido 
a F  ser un espacio vectorial de dimensión finita, pues los subespacios vectoriales de un 
espacio vectorial de dimensión finita son a su vez de dimensión finita (cf. proposición 1.17, 
p. 79). a

J .  Rango de una ap licación  lin ea l Sea f  una aplicación lineal de un espacio 

vectorial E  de dim ensión finita en un espacio vectorial F.

Rango de una 
aplicación lineal

Definición

Se define el rango de la  aplicación lineal / ,  y se denota: rango / ,  com o la  dim en

sión del subespacio vectorial l m/ :

r a n g o /  =  d i m( l m/ ) .

Sabem os que si ( v ¡ , v j  v m) es un sistem a de generadores de E, entonces el

sistem a ( f (v \   f ( v m)) es de generadores de lm /  (cf. dem ostración de la
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P roposición  11.5 Si f  es una aplicación lineal de E  en F, ambos espacios vecto
riales de dimensión ñnita, entonces:

rango /  «s mí n ¡ d i m£ , d i mF } .

D e m o s tr a c ió n  Por u n  lad o , y  te n ie n d o  e n  c u e n ta  la  p ro p ied a d  (5) de las a p lica c io n e s  li

n e a le s , si [ V ] , U j , . . . ,  v „ )  e s  u n a  b a s e  de £ ,  e n to n ce s :

rango /  = rango (/ (V j ) , f í v ¿ i  / C v „ ) )

<  ran go  ( V[ ,  v ¿ , .. . ,  v v ) =  d i m£ .

Por o tro  lad o , co m o  l m /  £  F , se  tien e:

rango /  = d ¡m (lm / )« d ¡m F .

E n c o n c lu s ió n : r a n g o /  «  dim  E  y r a n g o /  <  dim  F , y  q u e d a  p ro b a d o  e l re su lta d o , c .u .u .

P roposición  11.6 5/ /  es tina aplicación lineal de E  en F, y  g es una aplicación
lineal de F  en G, siendo E , F  y G tres espacios vectoriales de dimensión ñnita, 
entonces:

ran go {g  ° / )  mí n l r a n g o / . r a n g o g S .

D e m o s tr a c ió n  Si ( v i , v j  v „ )  e s  u n a  b a s e  de F, te n ie n d o  e n  c u e n ta  la  p ro p ied ad  b )  de

las  a p lica c io n e s  lin ea les  se  tien e:

rango(¿? = / )  =  rango([^ o f \ { V i  I , [ g  o . . . ,  [tf ° / ] ( v „ l )

= ra n g o C t}(/ (t> i)) , i7 (/ (v j) ) ,. .. , í j(/ (v „ )) )

«  ran g o (/ (V i) , / ( « : ) , . . . , / (u „ ) )

= rango/,

luego :

ran g o s  °  / )  *  rango/ . (4)

Por o tro  lad o , se  tiene:

Irruí) = / )  £  Im # . (5)

En e fe c to , s i u» €  lm (g  o / ) ,  e n to n c e s  p a ra  algú n  v  €  E  se  verifica :

[ g  “ / l i v i  =  ur, o  b ie n g ( f ( v ) )  -  io,

y al se r  w  la  im ag en  p o r g  de algú n  v ecto r de F  — al m en o s, d e  / ' ( v i — , se  tien e : w  e  lm ¿); en

co n se c u e n c ia : l m ( j j « / )  £  lm ¿?. De (5) se d ed u ce:

rangoí# ■>/) = dim( lm(í? c / ) )  d im dm g) = rangog,

y co n  (4) se  co n clu y e  e l re su lta d o . t  .rj.n .
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Esta aplicación /  de F en F recién definida verifica (7), pues las coordenadas de cada 
vector v,, 1 «  i «  n, en la base B son todas nulas salvo la í-ésima, que es igual a 1 , y por 

tanto: f (v ¡ )  = I w, = w,.
La aplicación /  también verifica que es lineal. En efecto, si x  y y  son dos vectores arbi

trarios de F, y si «  y 0 son dos escalares, de las igualdades:

x  = A ,v, + ,\jv, + ■ • ■ + A„v„ y y  = y,i>, + yiV> + • • • + y „v „

se deduce:

« x  + 0y = («A, + fiy, )v t +  ( « \> + fiy¿) v 2 + • • • + («A„ + 0y„) vn,

luego:

/((x x  + py) = (aA, + fiy t)wi + ( « \ 2 + Py2 )•*>> + ■ • ■ + («A„ + Py„)w „
= «(A|U'i + A 2W2 + • • • + A„u;„) + fHy\W\ + y>wj + • ■ ■ + y„u/„)

= a f ( x )+ 0f { y ) ,

y en consecuencia: f(otx + fiy) = a f (x )  + P f (y ) ,  y /  es lineal.
Finalmente, si g es una aplicación lineal de E  en F  que verifica:

g l v , )  = w  1, 0 (1/2) = tu_. g (v „ )  = w„, (8)

entonces /  = g. En efecto, las aplicaciones /  y g tienen el mismo espacio vectorial de partida
y el mismo de llegada, y  si x  e  £ , y  A1, X> A„ son las coordenadas de x  en la base B, es
decir: x  =  Aji/| + \>v¿ + ■ ■ ■ + A„t>„, entonces, til ser g una aplicación lineal, y teniendo en

cuenta (8), se tiene:

g(x) = g (A|i»i + A2i/2 + ■ • • + A„i/„) = \ ,g (V i) + \2g {v2) + - • • + A„0 (w„)

= A|ii/| + A jw> + ■ • • + A,iie,, =  / ( x ) .

Podemos, pues, escribir: V x  e  £ , 0 (x) = f (x ) ,  y en conclusión: g = J'.

Volviendo al ejem plo, podem os entonces asegurar existe una única aplicación 

lineal /  de iR3 en E 2 que verifica (6). A  continuación, desarrollam os un método para 

el cálculo concreto de la expresión de f ( x ¡ , x ¿ , x 3):

a) Escribim os los vectores de la base canónica com o com binación lineal de los 

vectores de la b ase  B = ( ( 1 , 1 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ) ,  ( 1 , 0 , 1 1 ):

( 1, 0 , 0 ) = 1 ( 1, 1, 0 ) + ( - 11( 0 , 1, 0 ),

( 0 , 1 , 0 ) =  1 ( 0 , 1 , 0 ) ,

( 0 , 0 , 1 )  = ( - 1 X 1 , 1 , 0 ) +  1 ( 0 , 1 , 0 ) +  1 ( 1 , 0 , 1 ) .

(9 )
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donde Ai,  Ap son escalares, se deduce (por ser /  lineal):

/(A|t»i + \2v 2 + • • • + ApV,,) = / ( O , ), 

de donde se infiere (por ser /  inyectiva):

A|V| + A2V2 + • • • + \pVp = 0 t ,

y en consecuencia: Ai = \> = ... = A,, = 0, pues los vectores v t, v>,.... v r  son linealmente 
independientes. En conclusión, de la igualdad (10) se deduce necesariamente son nulos los
escalares A], A2.......A,,. Los vectores f ( v  1), / ( v 2) , . . . ,  / (v ,,)  son, pues, linealmente indepen
dientes.

Probemos en segundo lugar la implicación: (b) =» (c). Sea: dim£ = n. Si n = 0, enton
ces (Oí ) es un sistema de generadores de £, y  se tiene:

rango/ = rango(/(0 t ) )  = rango (0 ,.) =  0 =  dimE.

Si n »  1 .  y (vi,V2, . . . ,v „ )  es una base de £ , entonces:

rango/ = rango(/(v, ) , / ( v ¿ ) , ...... / '(ti,,)); ( 1 1 )

pero al ser los vectores v [: v> v „  linealmente independientes, de acuerdo con la hipótesis
también lo son los vectores / ( v ¡ ), f ( v ¿ ) ....... f i v „ ) ,  y en consecuencia:

rango ( / (V i ),/ ’ ( 1/2) ...... /< v „ ) )  = n. (12)

De ( 1 1 )  y  (12) se concluye: rango/  =  n = dim E.
Probemos a continuación la implicación: (c) => (d). I.o haremos por reducción al absurdo:

supongamos que (u i , u¿ uk), con k > I , es una base de Ker/ .  Si dim £ = n, del teorema
de la base incompleta se deduce que el sistema libre (« i ,u¿ , s e  puede extender a una 
base de £: íu ¡,u>,... , «t-, Uk+j,.. . ,  u„), y por tanto:

rango/ = rango(/(M, ),/ (M 2) , . . . ,/ (M | í ),/ (M k+| )  / '(« „ ) )

= rango(0 f  0 r , f (u k+l)  / ( « „ ) )

= ra n g o (/ (« i;t i) / ( « „ ) )

<  n -  fe < n,

lo cual es absurdo, pues por hipótesis se tiene que rango/ =  dim£ = n. En consecuencia, 
el subespacio vectorial Ker/  del espacio vectorial de dimensión finita £  no admite base, y en 
conclusión: Ker/  = ¡0c}.

Finalmente, se verifica la implicación: (d) ==• (a), como se probó en la proposición 11.2 
(cf. p. 117).

Una vez hemos probado las cuatro implicaciones anteriores, queda demostrado que las 
cuatro afirmaciones del enunciado son equivalentes. c .q .d .
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es decir: (a, b) = ( 3,4) .  Y la aplicación lineal de DS3 en R- determ inada por 4> puede 

calcularse con la igualdad / ( x \,xz,x%) = -  (a,b)\  esto  es:

f ( X i , x ¿ , X i )  =  4>(xi , x 2, x 3 ) -  (a .b ) = (2x\ - x¿ + 3 , - x 2 +  4) -  (3 ,4)

=  (2.V| -  x 2, - x 2 ),

y  asi la aplicación lin e a l./' es la  defin ida por f  (x\,x¿,xs)  =  (2x i  -  x 2, - x 2).

Nota bene Una aplicación afín esta definida por la suma de un vector del espacio de lle
gada y una aplicación lineal, y ambos están determinados fijada una aplicación afín con
creta. Esto marca una diferencia formal con los subespacios afines: un subespacio afín 
es la suma de un vector y un subespacio vectorial, pero aunque este último está perfecta
mente determinado fijado un subespacio afín concreto, no lo está el vector. A

En el texto se detallan a continuación algunas propiedades generales de las apli

caciones afines, que son en cierto sentido análogas de algunas propiedades que ya 

hem os visto  de las aplicaciones lineales: las m ás destacables son las que hacen refe

rencia a la im agen y  a la imagen recíproca. La imagen p or una aplicación afín de un 

subespacio  afín  del espacio de partida es a su vez un subespacio afín del espacio de 

llegada. Y se tiene una propiedad análoga para las im ágenes recíprocas: la imagen 

recíproca por una aplicación afín de un subespacio afín  del espacio de llegada es un 

subespacio afín del espacio de partida, siem pre y cuando esa im agen recíproca no 
sea vacía. Notemos que no había necesidad de tomar esta  precaución con las apli

caciones lineales: a la imagen recíproca por una aplicación lineal de un subespacio 

vectorial pertenece al m enos un vector: el nulo.
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EJEMPLO 3

CNS de aplicación 
lineal

no es lineal. La condición (Ll) no se verifica; por ejemplo:

0 ( ( l , 2 )  + ( 3 , - l ) )  =¿-7(4,1) = (4,0),

¿7(1,2) + ¿7 ( 3 . - 1 )  = (2,0) + ( -3 ,0 )  = ( - 1 , 0 ) .

Nota bene Para que se verifique (Ll), debe asegurarse que g((x¡,x>) + ( j 'i .jy j) )  es igual 
a g(x¡ , X2) + ¿7( jfi ,y ¡ ) cualesquiera que sean los vectores (x i , X2) y ( jo ,y i )  de IK2. a

Si £  es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, la aplicación identidad de £:

x  e  E  —  x  e  E,

que se denota: /¿, es una aplicación lineal de £  en £.
En efecto. Se verifica (Ll), pues dados dos vectores v y  w cualesquiera de £ , se tiene:

lE(v  + w) = v  + w  = h;{v) + h: (tu);

y también se verifica (L2), pues si <\ es un escalar, se cumple:

/¿■(ex v) = ix v = cxh(v).

Una caracterización m uy utilizada de las aplicaciones lineales es la siguiente:

P roposición  ll. 1 Una condición necesaria y  suficiente para que una aplicación f  
de un espacio vectorial £' en un espacio vectorial F, ambos sobre el mismo cuerpo K, 
sea lineaI es la siguiente:

(L3) V (ex, jS) e  IK2, V (v , w ) e  £ - ,  f(<xv + fiw) =  a f ( v )  + f i f (w ) .

Demostración La condición es necesaria. Si v y w  son dos vectores de £  y ex y /t son dos 
escalares, y ponemos: v ' = ixv y te' = pw , se tiene:

fiexv + Pw) = f ( v ’ + w")
= / ( v") + f (w ' )
= f(otv) +  f (pw )
= ixftv) + Pf(w ),

donde se ha utilizado (Ll) en la segunda igualdad y (1.2) en la cuarta. De esta forma, de ser /  
lineal se deduce (1.3).

La condición es suficiente. De (L3) se deduce:

f ( l v  + Iw ) = 1 f ( v )  + l/(u»),

es decir: f t v  + w) = f ( v ) +ftw),  y  se verifica (L l); por otra parte, de (L3) también se deduce:

/ (« u  + Ote) = a  J ' i v )  + 0 J ( w ) .

es decir: .f(cxv) = txf(v), y se verifica (L2); en conclusión, /  es lineal.
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y de la propiedad i 1 ) se deduce:

0/ = / ( Of) = / (a iV |  + v,  + • • ■ + <x„v„) = « i / ( I 7j) + <xif[v2) + ■ ■ ■ + anf(Vn),

lo que establece que los vectores f { v \), ,f(v¿), ■ ■■, f  lv„)  son linealmente dependien
tes, o lo que es lo mismo: el sistema (/(iq  es ligado.

4) Dados n vectores V\, v¿, v n de E, si ( / ( i q ), f ( v > f ( v n )) es un sis
tema libre de vectores de F, entonces el sistema (v ¡ , u 2 v n) es un sistema
Ubre de vectores de E.
Si ( v i ,v j , . . . ,v n) fuese un sistema ligado, entonces también seria ligado el siste
ma ( f ( v  1 ) ,f(v>), . . . , / ( v „) )  (propiedad (3)), en contra de la hipótesis.

5) Si V], v  v  m son vectores de E, entonces:

rango ( v i , v 2, ■ ■■, v ,„ )  > r a r tg o f/ d q ) , / l v >),.. - , f i v m)) ■

Sea rango(/(v¡ ) ,/ (tt2) , . .. , f { v m)} = p. Si p = 0, la propiedad es trivial. Si p > 1, 
hay p vectores —y no más de p— linealmente independientes entre los v e c to re s / ( f i),
f (v> )  f ( v m); si suponemos estos son los p primeros: / ( i q ), f(v>), , f ( v r ),
entonces (tq,V2, . . . , t /p) es un sistema libre (propiedad (4)), y en consecuencia se 
tiene: rango (v¡, v ¿ , . . . , v,„) s* p.

6) La imagen por f  de un subespacio vectorial E ¡ de E :

f [ E tJ = {/ (v) | v  e £ ,}, 

es un subespacio vectorial de E.
Si te, y son dos vectores de / [£ ] ] , y existen, pues, dos vectores ni y v> de F¡ 
tales que f i v ¡ )  = n>, y f(v>) = w2, y  si « , y cx2 son dos escalares, entonces se 
tiene: « , u, + a2v> e  , y pertenece a f [E ¡  ] el vector:

/(oqtq  + = oq/(i/i) + ) = oquq +

De la proposición 1.1 (cf. p. 39) se concluye que / [ £ ,  ] es un subespacio vectorial de F.

Nota bene En particular, la imagen de la aplicación (lineal) f :

lm / = /[£'] = { f (v )  I v e E } ,

es un subespacio vectorial de F. A

7) La imagen recíproca por f  de un subespacio vectorial f j  de F :

f  * [F i] =  í i» 6 £ ,  \ f ( v ) e E ] } ,  

es un subespacio vectorial de E.
El conjunto /'~1 [F, ] no es el conjunto vacío: al menos 0, e f~ l [f-j ], ya que 0f e Fi 
y /(O,) = 0r (propiedad (1)). Por otra parte, si u, y v , son dos vectores de f~ ' [ F ,], y



n 8 II. APLICACIONES LINEALES

3. In ve rsa  de una ap licación  lin ea l b iyectiva  Si /  es una aplicación entre E 
y  F  que es biyectiva, está  definida su  aplicación inversa / 1 , de F  en £ , de form a que 

se  verifica:
y  =  / < x )  «  x = f  ' ( y ) ,

y  / " 1 es a su vez biyectiva/’ En estas condiciones, si /  es lineal, entonces /  1 también 

es lineal.

La inversa de una 
aplicación lineal 

biyectiva también

es lineal Demostración Consideremos las notaciones del párrafo precedente al enunciado de esta 
proposición. Si w, y w¿ son dos vectores de F, y  oq y a< son dos escalares, denotando: 
v\ = / “ ' (un ) y v> = / - '(u/»), o bien: f ( v ¡ ) = u>¡ y f(Vz) = por ser /  lineal se tiene:

/ (« ¡u  i + ccjV’ ) = a i f ( v \ )  + cx>f(v 2 ) = iX)U>i + a>w¿,

y por tanto:

f  1 ( « 1  ie 1 + a¿w¿)  = tx| V 1 + a-rv 1 = « i / " 1 tw i) + (w¿).

En consecuencia, se verifica:

V (tx, P) e  K-, V (n» 1 , u>_.) e  F~, + c\:ivd = « 1/  1 (w ¡) + a->f~1 ( I,

es decir (cf. proposición II.1, p. 114): f ~ x es una aplicación lineal de F  en F. c.q.d.

4. Com posición de ap licaciones lineales  Si /  es una aplicación lineal de F.
en F , y  g  es una aplicación lineal de F  en un espacio  vectorial G (también espacio 

vectorial sobre IK), entonces la aplicación com puesta7 de /  y g\ g  °  / ,  que verifica:

V i ;  e  £', [g  o f ] ( v )  =  g ( f ( v ) ) ,

es una aplicación lineal de E  en G.
En efecto, si t; y  w  son dos vectores de F , y tx y  p son dos escalares, se tiene:

[g o / 1  ( lxv + fiw) = g ( f  (txv + liw ))

= g ( a f ( v )  +  f i f iu » )

= a g ( f ( v ) ) + p g ( f i w ) )
= a [g  o f ] ( v )  + p[g o f ] (w ) ,

y  en consecuencia (cf. proposición II. I , p. 1 1 4 )  g o f  e s  lineal.

6Puede consultarse, por ejemplo, el apéndice A (cf. p. 397).
'Sobre composición de aplicaciones, cf. apéndice A, p. 398.

P roposición  11.3 La aplicación inversa de una aplicación lineal biyectiva es una 
aplicación lineal biyectiva.
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proposición II.4, p. 1 19 ) , es decir:

y por tanto:

d im dm /) = dim L ( f ( v ¡  = rango (/ (y ,  ) , f ( v > ) .......f ( v , „ ) ) .

En consecuencia:

esto es: el rango de /  es igual al rango del sistem a form ado por las im ágenes de los 

vectores de un sistem a de generadores de £ .

En particular, si ( v i , v 2, . . . , v „ )  es una base de E, entonces también podem os 

escribir:

Nota bene Es indiferente el sistema de generadores —o la base— que se elija para calcular 
el rango de una aplicación lineal. a

(X i,X 2, X ; i ) ------- (X |,X 2 ,-X ] - x2),

y calculemos su rango.
Tomamos una base cualquiera de R3; por comodidad elegimos la base canónica:

Be =  ( ( 1 , 0 , 0 ) , ( 0 , 1 , 0 ) , ( 0 , 0 . 1 ) ) .

Entonces el rango de /  es igual al rango de los vectores que son imagen de los de la base Be-

rango /  = rango(/< 1 ,0 ,0 ),/ ( 0 , 1 ,0 ),/ (0 ,0 , 1 ))
= rango((l, 0 , - 1 ), (0 , 1 ,- 1 ), (0 ,0 ,0 )) = rango ((l,0 , - 1 ), (0 , 1 ,- 1 )) = 2 .

Notación En las siguientes proposiciones utilizaremos el mínimo de dos números reales x 
y y : se denota: min ¡.y,_vi, y se define de esta forma:

Por ejemplo: m ín (0 ,-31 = m ín |-3,0| = - 3 ,  y m ín { l , l ]  = 1 . Una definición equivalente 
del mínimo de x e y  es:

rango/ = ran g o (/ (y i  f ( v m))\

rango/  = rango(/(t>i ) , f ( v 2) , . . . , f ( v „ ) ) .

EJEMPLO 4 Consideremos la aplicación lineal:

f

m ínlx.jyt = -  (x  + y  - |x  -  v  |) .
A
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Una aplicación 
lineal está 

totalmente 
determinada 

conocidas las 
imágenes de los 
vectores de una 

base

3. C aracterización  de una ap licació n  lin ea l p o r las  im ágenes de los vectores 
de una base Veam os con un ejem plo lo que querem os hacer. Considerem os una 

aplicación /  de en IR-’ de la cual conocem os las im ágenes de los vectores de la 

base B = ( ( 1 , 1 , 0 ) ,  ( 0 , 1 ,0 ) ,  ( 1 , 0 , 1 ) )  de IR:i:

/ ( 1 , 1 , 0 )  =  ( 2 , 1 ) ,  / ( 0 , 1 , 0 )  =  ( 1 ,0 ) ,  / ( l ,  0 , 1 )  =  ( 1 ,2 ) .  (6)

Hay m uchas aplicaciones de IRJ en IR2 —de hecho, infin itas— que tienen el mismo 

com portam iento que f  en los vectores de B. Por ejem plo, las aplicaciones f \, f> y h  
definidas por las expresiones:

f \ { X í , X ¿ , X ¿ )  =  { X \ X 2 +  1 , X | X 2 +  2 x 3 ) ,  

f , ( X  1 , X 2 , X 3 )  = (x | -  X 3 + l .X ,  ( X ; ¡  + 1 ) )  ,

{ / ( x  1, x 3 , x 3), s i ( x  1 , X 2, X 3) es vector de B ,

( 1 , 1 ), en otro caso.

(Se com prueba sin dificultad que estas aplicaciones se com portan igual que /  en los 

vectores de B; adicional mente, se tiene que estas tres aplicaciones no son lineales, 

lo cual puede com probarse observando que ninguna de ellas verifica que la imagen 

de (0 ,0 ,0 )  es (0,0).) Pero entre todas las aplicaciones de IR-1 en IR2 que se com portan 

igual que /  en Jos vectores de la base B, hay una que es lineal, y sólo hay una. Es una 

consecuencia del siguiente resultado teórico.

P roposición  II.7 Sean E  y F  dos espacios vectoriales de dimensión finita. S i el 
sistema B =  ( v ¡ , V 2 , . . . , v „ )  es una base de E, y  si w ¡ ,  w > , . . . ,  w „ son n vectores 
de F, entonces existe una aplicación lineal f  de E  en F  tal que:

/ ( v i ) = w i, f  { v 2) = w ¿  / ( v „ )  = w (7)

y  además f  es única, en el sentido siguiente: si g es una aplicación lineal de E  en F 
que se comporta igual que f  en los vectores de Ja base B. es decir, si la aplicación 
linealg  es tal q u e :g (v i) =  W\, g(v>) =  iv i  g ( v ,,) =  w„ entonces f  - g.

Demostración Sea x  un vector arbitrario de E. Como B = (v¡,v>.......t»,,) es una base
de E, el vector x se puede escribir de manera única como combinación lineal de los vectores 
de B, es decir, se tiene:

x = A i v  i + \¿v¿ + • • • + A„i/„

para unos únicos escalares A i. A2, — , A„ (las coordenadas de x  en la base /i). Definimos la 
imagen de x  por /  como:

/ (x )  = Ai Wi + A ¿u>¿ + • • • + A „ w n.
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EJERCICIO I

Más CNS de 
aplicación lineal 

inyectiva

b) Calculam os las im ágenes (por / )  de los vectores de la base canónica —que se 

deducen de ser /  lineal, de (9) y de (6)—:

/ ( 1. 0 . 0 ) = 1/ ( 1, 1, 0 ) + ( - 11/ ( 0 , 1, 0 ) = ( 2 , 1 ) -  ( 1, 0 ) = ( 1, 1 ), 

/ ( 0 , 1, 0 ) = 1/ ( 0 , 1 , 0 ) = ( 1, 0 ) = ( 1, 0 ), 

/ ( 0 , 0 , 1 ) = ( - 1) / ( 1, 1, 0 ) + 1/ ( 0 , 1 , 0 )  + 1/ ( 1 , 0 , 1 )

=  - 1 2 , 1 )  + ( 1 ,0 )  + ( 1 ,2 )  =  (0, 1).

c) Si (x i , x 2, x 3 ) 6 K3, podem os escribir ya la expresión de / ( x i , x 2, x 3 ):

f ( x \ , x ¿ , X i ) = / ( X i  ( 1 ,0 ,0 )  + x 2 ( 0 , 1 ,0 )  + x 3 ( 0 ,0 , 1))

=  x , / ( l , 0 , 0 )  + x 2/ ( 0 ,  l ,0 )  +  x 3/ ( 0 , 0 , l )

=  X i ( 1 , 1 )  + x 2 ( l ,0 )  +  x 3( 0 , 1 )  =  (x j + x 2,x i  + x 3).

La única aplicación lineal /  de IR3 en IR2 que verifica (6) es, pues, la que satisface:

V (X i ,X 2,X 3) G l 3 , / ( X | ,X 2,X 3) =  (X| + X 2,X i + x 3 ),

es decir, es la aplicación: ( x i , x 2, x 3) e  K 3 —  (x j + x 2,x i  +  x 3) e  IRJ .

Nota bene lina aplicación lineal queda unívocamente determinada cuando se conocen las 
imágenes (por la aplicación) do los vectores de una base. a

Dar una expresión general de las aplicaciones lineales de !R" en IR'". a

4. Caracterizaciones de una aplicación lineal inyectiva La siguiente pro

posición enuncia varias condiciones equivalentes a la inyectividad de una aplicación 

lineal.

Proposición  11.8 Sea f  una aplicación lineal de un espacio vectorial E  de dimen
sión linita en un espacio vectorial F. Las siguientes añrmaciones son equivalentes:

a) f  es inyectiva;
b) si v ¡ ,  v 2, v p son p vectores linealmente independientes de E , enton

ces f ( v i ) , f { v ¿ ) ,  f ( v p) son p vectores linealmente independientes de F ;
c) el rango de f  es igual a la dimensión del espacio vectorial de partida:

rango /  =  d im £;

d) K er/ =  10 f} ._________________________________________________________________

Demostración Probemos en primer lugar la implicación: (a) => (b). Supongamos enton
ces que /  es inyectiva, y sean tq, v¿  vr vectores de E  linealmente independientes. De la
igualdad:

A ¡/(i>]) + A >fiv>) + ■ • • + Apf(Vp) = 0 r , (10  >
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L a s  a p l i c a c i o n e s  

l i n e a l e s  

i n y e c t i v a s  

c o n s e r v a n  el 

r a n g o

C orolario  Una aplicación lineal invectiva (con conjunto de partida un espacio 
vectorial de dimensión lin ita) conserva el rango, es decir, si f  es una aplicación 
lineal invectiva de un espacio vectorial E de dimensión ñnita en un espacio vecto
rial F, y (v  \,v-¿........v , „ )  es un sistema de vectores de E, entonces:

rango { v\ ,v2  v m) = r a n g o ) , / U M , . . .  )).

D e m o s t r a c i ó n  S e a :  r a n g o  =  p.  S i  p  =  0 ,  e n t o n c e s :

t/ i  =  t/2 =  . . .  =  t / m =  0 £ , > f t v ¡ ) =  / ( t e . )  =  . . .  =  / ( i / „ , ) =  0 f ,

y  s e  t i e n e  e l  r e s u l t a d o .  S i  p  > 1 ,  e n t o n c e s  e x i s t e n  p  v e c t o r e s  e n  e l  s i s t e m a  q u e  s o n  l i n e a l m e n t e  

i n d e p e n d i e n t e s ;  p o d e m o s  s u p o n e r  s o n  l o s  p  p r i m e r o s .  D e  e s t a  C o r m a ,  l o s  v e c t o r e s  f ( v ¡ ),

J  ( v 21........... / ( i ’ p )  s o n  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  ( p o r  s e r  /  i n y e c t i v a ,  y  d e  a c u e r d o  c o n  la

p r o p o s i c i ó n  a n t e r i o r ) ,  y  s e  t i e n e :

r a n g o ( / ( i / |  ) , / ( t ' 2 ) ............ f i v , „ ) )  »  r a n g o ( / l i / | ) , / ( v 2 )  f ( v r >) =  p.  ( 1 3 )

P o r  o t r o  l a d o  ( c f .  p r o p i e d a d  5 d e  l a s  a p l i c a c i o n e s  l i n e a l e s ,  p .  1 l t i ) :

r a n g o ( / ( v , ) , / ( t ' i ) , . . . , f ( v m ) )  <  r a n g o  ( i q  . V j , . . . ,  p , „ )  =  p.  ( 1 4 )

D e  ( 1 3 )  y  Cl 4 )  s e  c o n c l u y e :

r a n g o  ( . / ' ( t ' i ) , .  f i t ’z ) , . . . ,  f ( v m )) =  p  =  r a n g o  { v  1 , 1/2  v m ) ■
L A ) .  I).

N o t a  b e n e  E n  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  l a s  c a r a c t e r i z a c i o n e s  a n t e r i o r e s  n o  h e m o s  i m p u e s t o  

r e s t r i c c i ó n  a l g u n a  a  l a  d i m e n s i ó n  d e l  e s p a c i o  v e c t o r i a l  F.  A

E JE M P L O  1  C o n s i d e r e m o s  la  a p l i c a c i ó n :

R2 ---- - ----   IR2

( . X | , X 2 ) -------------— ( x ¡  +  X 2 , X i  -  X 2 , X |  ).

L a  a p l i c a c i ó n  f  e s  l i n e a l ,  c o m o  e l  l e c t o r  p u e d e  c o m p r o b a r  s i n  d i f i c u l t a d ,  y  t a m b i é n  e s  i n v e c 

t i v a ,  l o  c u a l  p u e d e  d e m o s t r a r s e  f á c i l m e n t e  u t i l i z a n d o  a l g u n a s  d e  l a s  c a r a c t e r i z a c i o n e s  v i s t a s  

e n  l a  p r o p o s i c i ó n  1 1 . 8  ( c f .  p .  1 2 4 ) .

P o r  e j e m p o ,  s e  v e r i f i c a :  K e r  f  =  { ( 0 , 0 ) ] ,  p u e s  d e  l a  i g u a l d a d  / ( x j , x 2 ) =  ( 0 , 0 , 0 ) ,  o  b i e n :  

(X |  +  X '¿, x i  -  x 2 , X ] ) =  ( 0 , 0 , 0 ) ,  s e  d e d u c e :  X ]  =  x 2 =  0 .

T a m b i é n  s e  v e r i f i c a :  r a n g o  /  =  d i m  IR2 . E n  e f e c t o ,  s i  t o m a m o s  u n a  b a s e  c u a l q u i e r a  d e  1 J . 

p o r  e j e m p l o :  ( ( 1 ,  J ),  ( 1 , 0 ) ) ,  s e  t i e n e :

rango./ = rango(/( 1 ,1 ) , / ( ! ,  0 )) = rango((2,0 ,1 ) , ( 1 , 1 , 1 ) )  = 2 = dim H2
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EJEMPLO 6

EJERCICIO 2

CNS de aplicación 
lineal 

suprayectiva

EJEMPLO 7

La aplicación:

R3  -    R3

( X 1 . X 2 . - V 3 ) ------------  (x 2 +  X 3 . X 1  +  X 2 +  2 x 3,X )  +  X 3 )

es lineal, como se comprueba con facilidad, y  no es inyectiva, lo cual se puede demostrar 
usando la proposición 11.8 (cf. p. 124).

En efecto, calculemos el rango de / .  Considerando la base canónica de IR3, se tiene:

rango /  = rango ( / ( 1 ,0 ,0 ) ,/ ( 0 , 1 ,0 ) ,/ ( 0 ,0 ,1))  = rango(((), 1 , 1 ) , ( 1 , 1 ,0 ) , ( 1 , 2 , 1 ) )  = 2,

pues el vector ( 1 ,2 , I ) es suma de los otros dos, y estos dos son linealmente independientes. 

En consecuencia: rango /  = 2 * 3  = dim IR3, y en virtud de la proposición 11.8 (cf. p. 124) la 

aplicación /  no es inyectiva.

Si f  es una aplicación lineal de un espacio vectorial E de dimensión fínita en un espacio
vectorial F, y si (v\,V'¿.......v „)  es una base de E, demostrar que una condición suficiente
para que f  sea inyectiva es que el sistema ( f  iv  \). f  [V i),..., f  (v „)) sea libre. a

5 . C aracterización  de una ap licación  lin ea l sup rayectiva  La siguiente pro

posición m uestra una condición equivalente a la suprayectividad de una aplicación 

lineal.

P roposición  11.9 Sea f  una aplicación lineal de un espacio vectorial E  en un 
espacio vectorial F , ambos de dimensión fínita. Una condición necesaria y suficiente 
para que f  sea suprayectiva es que su rango coincida con la dimensión del espacio 
vectorial de llegada:

rango /  =  dim F.

Demostración La condición es necesaria. Si /  es suprayectiva, es decir, si los conjun
tos Im/  y F  coinciden, entonces: rango/ = dim dm /) = dim F.

La condición es suficiente. Si ran go/ = d im f, como: rango/ = dim dm /), entonces: 
dim dm /) = dim F, y  al ser Im / un subespacio vectorial del espacio vectorial F, se concluye 
(cf. corolario de la proposición 1.17 , p. 79): Im / = F, esto es, la aplicación /  es suprayectiva.

C.Q.D.

Si J  es la siguiente aplicación de IR3 en !R2:

(X1.X 2.X3) e  IR3 —  (Xi +.\'2,X| - X 3) e  08/

entonces es lineal, como se comprueba sin dificultad, y es suprayectiva, lo cual se puede 
demostrar con la proposición II.9 (cf. p. 127).
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EJEMPLO 8

Aplicación lineal 
entre espacios 

vectoriales de la 
misma dimensión 

finita

En efecto. Calculemos el rango de /  partiendo de la base canónica de ffi3. Se tiene:

rango./ = rango (/ (1 ,0 ,0 ) ,/ (0 ,1,0),/ (0 ,0 ,1 )) = rango((.l, 1), (1,0), (0, -1 )) = 2.

(Para el cálculo del anterior rango de vectores, nótese que el de tres vectores de IR- es a lo más 

igual a 2, y que los vectores ( 1 , 1 )  y (1 ,0) son linealmente independientes.) En consecuencia, 

el rango de /  es igual a la dimensión de su espacio vectorial de llegada: rango / = dim R-, y 

en conclusión /' es supraycctiva.

I.a aplicación:

ÍS3 ---- - ---- ■ IR3

(X l  , A 'j , ,V3 ) --------— ( .V + 2-Vt , A'^ -  .V:í, ,\ '[ -V X -I +  X -¿)

es lineal —como se comprueba fácilmente— y no es suprayectiva, como se puede probar con 
la proposición 11.9 (cf. p. 127).

Para calcular el rango de /  consideramos la base canónica de R 3. Se tiene:

rango /  = rango(/( 1,0,0),/ (0 ,1, ()),/ ((),(), 1)) = rango((1,0,11,(0,1,1), (2, -1,1 >) = 2,

pues el vector (2, - 1 , 1 )  es combinación lineal de los otros dos: (2, - 1 , 1 )  = 2( 1 , 0 , 1 )  — {(), 1 , 1 ) ,  

y estos dos son linealmente independientes. En consecuencia, el rango de /  no es igual a la 

dimensión de su espacio vectorial de llegada: rango /  3, y /  no es suprayectiva.

Para las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales de la m ism a dimensión 

finita, se tiene la siguiente

P roposición  11 . 10 Sea f  una aplicación lineal de un espacio vectorial E en un 
espacio vectorial F, ambos de dimesión ñnita. Si E y F son de ía misma dimensión, 
entonces:

f  es inyectiva $=> /  es suprayectiva.

Demostración Teniendo en cuenta las caracterizaciones demostradas en las proposicio
nes 11.8 (cf. p. 124) y 11.9 (cf. p. 127), y la hipótesis: dim E  = dim F , se tiene la siguiente cadena 
de equivalencias:

/  es inyectiva <=> rango/ = dim E rango/ = dimF  /  es suprayectiva.
c.u.n.

C oro lario  Si f  es una aplicación lineal entre dos espacios vectoriales de ia 
misma dimensión finita, se veriñea:

f  es inyectiva «  /  es suprayectiva f  es biycctiva.
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6 . Teorem a de las dim ensiones Cuando el espacio vectorial de partida de una 

aplicación lineal es de dim ensión finita, hay una relación entre su dim ensión y la 

dim ensión del núcleo y de la imagen:

Teorema de las 
dimensiones

Demostración Si lm / = {Op}, es decir, si la imagen por /  de cualquier vector de £  es el 
vector 0f , entonces Ker f  = E, y se verifica (15): dim (Ker/ )  + dim (lm /) = dim£ + 0 = dim£. 
Si Ker/  =  ¡Oí}, entonces: rango/  = dim £ (cf. proposición n.8, p. 124), y se verifica (15)
también en este caso: dim (Ker/) + dim (lm /) = 0 + rango/  = dim £.

Probemos la fórmula (15) para el caso en que lm / *  !0/¡ y K er/ *  !OeI. Sea enton
ces (w\,u>2,...,Wp) una base de lm / (y por tanto: rango/ = dim Om /) = p), y también
sea (ui,U2,...,Uq) una base de Ker/  (y por tanto: dim (Ker/) = q). Al ser W\, u>2 Wp
vectores de lm /, existen p vectores Vu V2 vp de £  tales que:

f ( v ]) = U>i, f ( v 2) = w 2, •••> f ( v r ) - w r ,

y además (v ,, v v p) es un sistema libre, al serlo ( w¡ , w2, . . . , w p).
Se verifica que el sistema B = (« i , tt2 utl,v u v> v r ), de vectores de £, es una base

de £.

En efecto. En primer lugar, el sistema B es un sistema de generadores de £. Sea x un
vector arbitrario de £. Entonces / ( x )  e  lm/ ,  y  se tiene:

/ ( x )  = Ajtei + A_.u/j + • • • + \,,Wp

para algunos escalares A i, A:>,. . . ,  Ap. Si denotamos:

y  = Ai Vi + A2V2 + • • • + A,,v,,, (16)

entonces / ( x )  = f ( y ) :

f ( y )  = A |/(t»i) + + • • • + A pf(Vp) = Ai it/1 + A + • • • + A r wr = / ( x ) ,

de donde: f ( x  - y )  = 0 ,, luego: x - y  e K er/, y  se tiene:

x - y  = ¡j\Ui + P2U2 + ■ ■ • + pquq (17)

para algunos escalares p i, ■ ■ ■, ú<¡- De (16) y ( 17) se deduce:

X  = p, Mi + P 2U 2 +  ■ ■ ■ +  + A] V ¡  + A j V j  +  ■ ■ ■ +  \ p V r ,

T eorem a 1 Sea f  una aplicación lineal de un espacio vectorial E  de dimensión 
ñnita en im espacio vectorial F. Se verifica:

dim (K e r/ )  + dim ( lm / )  = d im £ , (15)

o lo que es equivalente: dim (K e r/)  +  ra n g o /  = dim E.
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EJEMPLO 9

y  x  es u n a com binación lineal de los vectores del sistem a B. es decir: x  €  U B). El sislem a B 
es. p o r tanto, un sistem a de generadores de E.

F.n segun d o lugar, el sistem a B e s  libre. Su pon gam os q u e los escalares d i, 5.*, . . . .  5 „ . 

y i . y_> yr son tales que:

ó’ iM] +  .5¿u¿ +  • • • +  b „ u „  +  y iU i +  +  • • • +  yr v,, =  0 ; .  (18 i

De esta igualdad se deduce:

0 f = / (O , > = / ( ó ,m i  +  S ju : +  • • • + á „ M „  +  y ,v i + y2v2 +  • • • +  yPv P)

=  Ó J'itii)  +  • ■ • +  +  y i / i f i )  +  • • • •< » / ( v r )

yiu >, +  y2w¿ + ■ ■ ■ + yr w,„

y  al se r  (u»i, ut> u>,,) un  sistem a libre se  infiere: y i =  y> = . . .  =  y „  = 0. Sustituyendo

en ( 18 )  se obtiene: á j it i  +  6¿u> +  • - • + =  0 , ,  y  al ser libre el sistem a (m i. u> u.r), se

deduce: <5] =  á_< -  . ■  S„ =  0. En conclusión, y  com o de la Igualdad (18 )  hem os deducido:

<5, =  6 . =  . . .  -  <5„ =  y ,  =• y :  =  . . .  =  y„ =  0,

el sistem a B e s  libre.

El sistem a R es, pues, una base de £', luego:

d im E  =  í) t p -  dim (K e r / )  +  dim ( lm / ) ,

y  queda probada la fórm ula ( 15 ) . 1 " i

Nota b en e En esta dem ostración no se ha hecho restricción alguna sobre la dim ensión del 

espacio vectorial F; es decir, el teorem a de las dim ensiones es válido incluso si E  es de 

dim ensión infinita. A

Sea /  una aplicación lineal de R 1 en R - tal que:

d im (K e r/)  =  2  y  ( 1 , 3 )  e  lm / .

D eterm inem os una base del su bespacio  vectorial lm / .

Del teorem a de las dim ensiones se deduce:

d im ilm /)  =  dim R J -  d im iK e r /)  =  3 -  2  =  1,

y  por tanto una base de lm /"estará Formada por un único vector. C o m o  ( 1 . 3 )  es un  vecto r no 

nulo de l m / ,  es un vector linealm ente independiente, y  en consecuen cia ( ( 1 , 3 ) )  e s  una base  

d e  l m  f.  N ótese que l m /  =  R ( l , 3 ) .
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II.4 EL ESPACIO VECTORIAL L ( E , F )

Sean £  y  F  dos espacios vectoriales sobre un m ismo cuerpo K . D esignarem os el 

conjunto de las aplicaciones lineales de £  en £  con la notación: £ ( £ , £ ) .  Probarem os 

que £ .(£ ,£ )  es un subespacio vectorial del espacio vectorial F f  de las aplicaciones 

de £  en F (cf. ejem plo 4 del capítulo I, p. 35).

En prim er lugar, £ ( £ , £ )  no es el conjunto vacío, pues la aplicación nula:

v -------O ( v )  = 0/,

es una aplicación lineal de £  en F : O e  E (E ,F ) .
En segundo lugar, si com probam os que cuando « i  y  «2 son dos escalares, y  f ¡  

y  f 2 son dos aplicaciones lineales de £  en F , entonces « \ f i  +  a¿f¿  es una aplicación 

lineal de £  en F , de acuerdo con la proposición 1.1 (cf. p. 39) habrem os probado 

que £ ( £ ,  F) es un subespacio vectorial del espacio vectorial F E. Tenem os que probar,

pues, que « 1/1  + ot>f¿ es una aplicación lineal de £  en F , y  para ello (cf. proposi

ción II. 1 ,  p. 1 14 )  verifiquem os:

V (/?],/?.) e  0€2, V { v , w)  e E 2,
( 19)

( « 1 / 1  +  a2f 2)(&\V +  P2W) =  / ? |  ( O Í ] / i  +  L\2f 2)iV)  +  02( « l / |  +  (X2f 2)(U>).

Se tiene:

(«1/1 +  CX2f > ) ( p i V  +  p 2w )  =  («|/i)(/l|U + p 2 Ul )  + ( c x ¿ f2) ( p \ v  + l h u > )  

=  «1/1 ( P l V  + / } ¿ w )  + a ¿ f > ( P ] V  + /)2 Ul )

=  +  /?2 / i  (IX/)) +  a 2( P\ f 2(v) + p 2.f2(w))

=  P l ( X \ f t  ( v )  +  I h t t ’ f l i v )  + /?2OCi/i(U/) +  /f>tt2/ 2<uó

=  + « 2/ 2)(u) + l í ¿ ( c < i f i  +  a 2f 2) ( w ) ,

donde la prim era igualdad es consecuencia de la definición de la adición de aplica

ciones; la segunda, de la definición de la ley de com posición externa; y  la tercera, del 

hecho de q u e / i  y  f 2 son aplicaciones lineales. Por tanto, se verifica (19), y  « i./ j + a 2/ 2 

es una aplicación lineal.

En conclusión, £. ( £ ,£ )  es un subespacio vectorial de FE.

EJEMPLO 10  Calculemos una base del espacio vectorial £(K , K:i).
Para determinar una aplicación lineal de IR en R ’‘ basta conocer la imagen por ésta de 

los vectores de una base de IR (cf. proposición 11.7, p. 122). En nuestro caso, como IR es de 
dimensión 1 , cualquier número real no nulo formará una base; tomemos la formada por I
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—vector que en este caso coincide con el escalar 1 —. Así, si f  pertenece a £ ( K , IR3), /  queda 
determinada sólo con conocer ,/'< 1 ).

Consideremos las tres aplicaciones fs  de K en IR1 que verifican:

/ ,  ( 1 ) = e, =  (1 , 0 ,0 ), f 2( 1 ) = e> = (0, 1 , 0), f s( 1 ) = e, = (0, 0, 1 ).

Entonces (f\ ,h ,.h ) es una base de £ ( R , 1 :|). En efecto. Sea /  una aplicación arbitraria 
de £  (R, R3), y sea: / ( 1 ) = (X1.X2.X 3). Entonces se tiene:

U 1 / 1  + X 2 / 2  + X 3 / 3 M D  =  X ^ O )  + X 2/ ¡ ( 1 )  +  X 3 / 3 ( 1 )  =xlel + x2e2 + xie3 = ( X 1 . X 2 . X 3 ) ,

es decir, la aplicación lineal /  y la aplicación lineal (X1/1 +  X2/2 + X3/ 3) tienen el mismo 
comportamiento en el vector 1. Como (1) es una base de R, se deduce: /  = X \ f ¡  +X 2/2 +X 3/ 3, 
y en consecuencia: /  e  L ( / i , / 2,/:i). El sistema ( f ¡ , f ¿ ,/ ¡ ) es, pues, un sistema de generado

res de £ (R , R:i).
Comprobemos ahora que ( f \ , f 2, fc)  es un sistema libre. Si « 1, a¿ y « :i son escalares, de 

la igualdad: oq/i + <x¿f2 + « 3/1 = O, se deduce: (oq/1 + « 2/2 + « 3/ 3M I) = 0 ( 1 )  = (0,0,0), y 
por tanto: « 1/1 (1) + « 2/ 2! 1)  -  « 3/ 3( 1 ) = (0,0,0), de donde: ( « 1, « 2, « 3) = (0,0,0), es decir: 
«1 = «2 = a;i = 0. En consecuencia, el sistema es un sistema libre.

El sistema es entonces una base de £(R,IR3). Nótese que d im £(R , R3) = 3.

II. 5 ISOMORFISMOS DE ESPACIOS VECTORIALES

1. D efin ición  de isom orfism o. Espacios vecto ria les isom orfos Se conside

ran espacios vectoriales sobre un m ismo cuerpo IK.

Isomorfismo 

Automorfismo

Si /  es un isom orfism o de E  en F , entonces su aplicación inversa: /  ' ,  es a su vez 

un isom orfism o de F  en E  (cf. proposición 11.3, p. 1 18 ) .

Espacios 
vect. isomorfos

Definición

Si existe un isom orfism o de £  en F , se  dice que £  y  F  son esp a c io s vecto ria les  

isom orfos.

Definición

De una aplicación lineal /  de un espacio vectorial £  en un espacio vectorial £  se 

dice es un isom orfism o de £  en F  (o de £  sobre F) si es biyectiva.

Si f  es un isom orfism o de £  en sí mismo, es decir, de £  en £ , de f  se dice es un 

autom orfism o de £ .
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Un espacio 
vectorial de 

dimensión n es 
isomorfo a 04"

Los espacios 
vectoriales de la 

misma dimensión 
finita son 

Isomorfos

CNS de 
isomorfismo 
(transformar 

bases en bases)

2. Propiedades  La com posición de dos isom orfísm os es un isom orfism o, pues 

la com posición de dos aplicaciones lineales es una aplicación lineal (cf. p. 1 1 8), y 

la com posición de dos aplicaciones biyectivas es una aplicación biyectiva (cL teore

ma 4, p. 4 0 1). A continuación, vem os otras propiedades de los isom orfísm os y  de los 

espacios vectoriales isom orfos.

Proposición  II. 1 1  Sea E  un espacio vectorial sobre IC. Si E es de dimensión finita 
igual a n, con n > 1 , entonces E  y  ÍC" son espacios vectoriales isomorfos.

Demostración Si (Vi,v-¿ v n) es una base de E, consideremos la aplicación lin e a l/
de E  en K" tal que: f ( v ¡ ) = e¡, f ( v 2) ~ e¿, ..., f ( v „ )  = e„ (recordemos que una aplicación 
lineal queda inequívocamente determinada por las imágenes de los vectores de una base). 
Entonces: rango/ = ran go (ei,e .> ,...,e„) = n, y por tanto:

ra n g o / = dim £ y rango /’ = dim K",

y en consecuencia /  es inyectiva (cf. proposición II.8, p. 124) y es suprayectiva (cf. proposi
ción ti.9, p. 127), es decir: /  es un isomorfismo. Los espacios vectoriales £  y K" son, pues, 
isomorfos. c .q .d .

C orolario  Dos espacios vectoriales (sobre un mismo cuerpo) de dimensión ñnita 
que tienen la misma dimensión son isomorfos.

Tenem os, pues, una condición suficiente (basada en la dimensión) para que dos 

espacios vectoriales de dim ensión finita sean isom orfos. F,l siguiente resultado nos 

va a servir para com probar que esta condición es tam bién necesaria.

P roposición  11.12  Sea f  una aplicación lineal de E  en E. ambos espacios vec
toriales de dimensión ñnita no nula, y sea (iq , p ? , . . . ,  u ,¡) una base de F.. Una 
condición necesaria y sufíciente para f  sea un isomorfismo es que el siste
ma { f (V ]  ) , f ( v ¿ ) ........f ( v „))  sea una base de F.

Demostración La condición es necesaria. Si /  es un isomorfismo, entonces:

rango /  = dim F = ti y rango/= d ¡m £ ,

y por tanto se tiene: rango(/(tq ) , f ( v 2)........ f (v „ ) )  = n = dim F, y en consecuencia el siste
ma ( f (v ¡  ),f(v>)  f (v , fi) es una base de F.

La condición es suficiente. Si el sistema ( / (w i) ,/ (« 2)......./(w »)) es una base de F, en
tonces el rango de este sistema es igual a n :  rango(/(V] ) , f (V 2) .......f ( v „ ) )  = n ,  de don
de: rango/  = n = dim F = dim E, y en consecuencia /  es suprayectiva e inyectiva, es decir, /  
es un isomorfismo. c .q .d .

C oro lario  Si dos espacios vectoriales de dimensión ñnita (sobre un mismo 
cuerpo) son isomorfos, entonces tienen la misma dimensión.
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EJEMPLO 1 1  Estudiemos si es un isomorfismo la aplicación lineal /  de IR3 en R3 dada por la expresión:

f ( X í , X 2 , X ; ¡ )  = ( X 2  + X : ¡ ,X i  +  X i , X i  +  X < ) .

De acuerdo con la proposición 11.12, tomemos una base de R3, que por comodidad será 
la canónica, y estudiemos si las imágenes por /  de sus vectores forman una base —también 
de IK1—. So tiene:

f ie ,  i = (0, 1 , 1 ), f ( e 2) = ( 1 , 0, 1 ), fie-i) = (1 , 1 , 0 ),

y  el sistema ( (0 ,1 , 1) , ( 1 ,0 ,1 ) ,  ( 1 , 1 ,0 ) )  es una base de R3 (es fácil ver que su rango es igual 

a 3). En consecuencia, /  es un isomorfismo de R3 en R3, o también: un automorfismo de R3.

EJEMPLO 1 2 Los espacios vectoriales £ (R , R3) y R3 son isomorfos, pues ambos son de la misma dimensión 
finita (cf. ejemplo 10, p. 13 1) . Para definir un isomorfismo <P del primero sobre el segundo, 
teniendo en cuenta la proposición 11.12 (cf. p. 133), basta definir las imágenes por <¡> de los 
vectores de una base de £(IR,R3) de suerte que éstas formen una base de R3.

Por ejemplo, si tomamos como base de £ (R , R3) la ya considerada en el ejemplo 10  

(cf. p. 13 1) : y definimos ‘P como la aplicación lineal de £ ( R ,R 3) en R3 que ve

rifica: < P ( f , ) = ( 0 , 1 ,1 ) ,  ‘P ( f ' )  =  ( 1 ,0 ,1 )  y ’t’ifs ) = ( 1 , 1 ,0 ) ,  entonces <P es un isomorfismo, 

pues ( ( 0 ,1 ,1 ) ,  ( 1 ,0 ,1 ) ,  ( 1 , 1 ,0 »  es una base de R3.

Por el momento, para estud iar si una aplicación lineal dada entre dos espacios 

vectoriales de dim ensión finita es un isom orfism o, tenem os dos criterios: estud iar si 

es sim ultáneam ente inyectiva y suprayectiva (definición de isom orfism o), o estudiar 

si las im ágenes de los vectores de una base form an una base (cf. proposición 11.12 , 

p. 13 3 ) . Pero cuando los espacios vectoriales tienen la m ism a dimensión, basta  sólo 

estud iar si la aplicación es inyectiva o si es suprayectiva (cf. proposición 11.10 , p. 12 8 ).

EJEMPLO 1 3 Estudiemos si es un isomorfismo la aplicación /  de R3 en R3 que verifica:

V  ( X 1 . X 2 . X 3 )  e  R 3, / ( X 1 . X 2 . X 3 )  = ( X i  +  x¿ + x : ¡ , X 2  +  x . ¡ , x . j ) .

De la igualdad / ( x i , x 2,X3) = (0,0,0) se deduce:

X ]  + X>  + X:i = 0, X 2 + X:í  = 0, .V, = 0,

y estas ecuaciones se verifican simultáneamente si y sólo si: x i  = x 2 = x :( = 0. En con

secuencia, el único vector de R3 cuya imagen por /  es (0,0,0) es el vector (0,0,0), esto 

es: Ker/  = {(0 ,0 ,0)}, y por tanto /  es inyectiva. Como /  es una aplicación lineal entre 

espacios vectoriales de la misma dimensión finita, con la proposición 11.10 (cf. p. 128) y su 

corolario se concluye que /  es biyectiva, es decir: f  es un isomorfismo de IR3 en R3.
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Como consecuencia inm ediata de los com entarios precedentes al ejem plo anterior 

se tiene la siguiente

CNS de 
isomorfismo 

= ngo igual a la 
dimensión 

común)

Demostración La aplicación /  es un isomorfismo si y sólo si es suprayectiva (cf. proposi
ción 11.10, p. 128), y /  es suprayectiva si y sólo si: rango/ = n. c.Q.n.

P roposición  11 .13  Una condición necesaria y sufíciente para que una aplicación 
lineal f  de un espacio vectorial F  en un espacio vetorial F, ambos de la misma 
dimensión ñnita n, sea un isomorfismo es que su rango coincida con la dimensión 
común:

ra n g o / ' = n.

II.6 FORMAS LINEALES

1. Espacio  dual. Fo rm as lineales  En esta  sección considerarem os un espacio 

vectorial E  sobre un cuerpo &, y  supondrem os que E  es de dim ensión finita.

Si consideram os &  com o un espacio vectorial sobre &  (cf. ejem plo 1 del capitulo 1, 

p. 35), entonces el conjunto H E ,  K) de las aplicaciones lineales de E  en K  es un 

espacio vectorial (cf. sección 4, p. 1 3 1 ) .  Este espacio vectorial £ ( £ ,& )  se denomina 

esp acio  dual de £ , y se  denota por £ ‘ :

£ ‘ = £(£, K).

De los elem entos de H E ,  K) se dice son las fo rm as lin ea les sobre £ .

EJEMPLO 14  Veamos cómo es el espacio dual del espacio vectorial K2: (R2) ” .
Un elemento /  de (IR2) ' ,  es decir, una forma lineal /  sobre R2, es una aplicación lineal 

de R2 en ¡R. Para que f  esté determinada bastará conocer las imágenes por /  de los vectores 
de una base de R2. Si tomamos por comodidad la base canónica: ((1,0 ), (0 ,1)), la forma 

lineal /  estará determinada si se conocen / ( 1 ,0 )  y / ( 0 , 1).
Sean:,/'(1,0) = a¡ y / ( 0 , 1) = a--. Entonces para cada (x¡,x2) e  R2 se tiene:

f ( x  i , x , i  = / ( x i ( l ,0 )  + x 2 (0 , l ) )  = X i / ( 1, 0 ) + x 2/ ( 0 , l )  = x , a l + x>a>,

Esto es, la forma lineal /  verifica: V ( x i ,x 2) e  R2, f(x\,x>) =  ttiXi + a>x¿.
Recíprocamente, si g es una aplicación de ! 2 en IR para la que se cumple:

V (X !,x L.) e  ¡R2, í j(X l.x j)  = ttix , + a 2x>, para algún e  R y algfin a¿ e  IR,

entonces g es una forma lineal sobre K2.
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En conclusión, el conjunto (¡R2)" es el conjunto de las aplicaciones /  de R2 en R que 
verifican:

V (X i,x2) €  R2, f ( x u x2) = íiiX , + a2x2,

para algunos números reales a¡ y a?.
Se generaliza sin dificultad a R ": el conjunto (R">* de las formas lineales sobre R" es el 

conjunto de las aplicaciones /  de R" en R que verifican:

V (x\, X i  x„) e  R'1, f (x\,x2 x„) = a¡Xi  + a>x> + ■ • • + a„x„,

para algunos números reales tit, a> a».

Notación Si E  es un espacio vectorial de dimensión finita no nula, y  si B es una base de £, 
toda forma lineal sobre E está unívocamente determinada si se conocen las imágenes (por
la forma lineal) de los vectores de la base B. Si B = (v\,v2 v „ ), y jq , y2 y »  son
escalares, la única forma lineal f  que verifica:

/ ( » i) = yi. f(v>) = y< f ( v ni = y„

será representada por comodidad de la siguiente manera:

V i ----------- y,

f  =  ■ V i --------y  ¡

V n -----------y „ .

A continuación, y fijad a  una base B = (vi,v-,,... , v n) de un espacio vectorial E 
de dim ensión finita no nula, definim os una aplicación f  de E  en su dual: £ * , es decir:

X  6  E  —  P(x) e E ' .

Si x e E  y A[, A2, . . A„  son su s coordenadas en la base B :

x  = Ai t>i + \> v 2 + ■ • • + A„i>„,

entonces / '(x ) se define como la siguiente form a lineal sobre E:

v  1  A|

£{x) = V i ------

v » -------

A,

A„.

En estas condiciones se verifica la siguiente
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Un espacio 
vectorial y su 
dual tienen la 

misma dimensión

El t-ésimo 
elemento de la 

base dual de una 
base B asigna a 
cada vector su 

i-éslma 
coordenada en la 

base B

P es suprayectiva.
Si /  6  E*, y / (v i)  = )'], f ( v > ) = y2, .... f (v„)  = yn, consideremos el vector 

z = y  i Vi + y¿V2 + • • • + y»v „; entonces:

Piz! = -

V i    y,

v ,  y ¡

v n  y»,

y por tanto: P(z) = ./’, y P es suprayectiva.
.Ai ser P una aplicación lineal inyectiva y suprayectiva de E en E ’ , P es un isomorfismo 

de E en £'*.

C orolario  Si E  es un espacio vectorial de dimensión finita no nula n, entonces 
su dual: E * , también es de dimensión n.

2. Base d u al Se introduce la notación:

v j1 = t(V\),  v j  = P(v2) vj, = í '( v „ ) .

Entonces, como B = (v i ,V 2, . . . , v n) es una base de £ , y P es un isom orfism o de E
en £ * , el sistem a B"  = ........v " )  es una base de E ‘ (cf. proposición 11.12 ,

p. 13 3 ) . De la base B*  =  ( v ¡ \ v | ........v,',), del dual £ * ,  se dice es la base dual de la

base B =  ( v i ,V 2, . . . , v „ )  de £.

Nota bene En la anterior construcción hemos fijado desde un principio una base B de E, y 
a partir de ella hemos definido el isomorfismo P, y finalmente la base dual B ‘ . a

La siguiente proposición nos m uestra una propiedad de la base dual:

Proposición  11.15  Si E  es un espacio vectorial de dimensión finita no nula, y  
si B = (v  i , v ¿ , . . . , v „ )  es una base de £ , y B ‘ = ( v ,\  u í , . . . ,  v * )  es .su  base dual, 
entonces para el vector x  de £  de coordenadas A j, A2, . . ., A„ en la base B:

X  — Al Vi + A 2V7 ~E • • • AjjVu,

se veriñca:
v ¡  (x ) = A], v j  ( x ) = A2, . . . ,  vj, (x) = A „.

Demostración Como v,* = P(V\) y Vi = lv i + 0v> + • • • + 0v„, se tiene:
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y en consecuencia:

v ¡ ( x )  = i»f(AiVi + \->V2 + ■ • ■ + A„u„)

= A i v  |* (v  i ) + A2i»i‘  ( v 2 )  + ■ • • + A „v í (v „ ) = A| 1 + A20 + • • • + A„0 = A,.

Y análogamente se demostraría que v i  (x ) = A2, .. . ,  vi, (x )  = A„.

EJEMPLO 1 5 Estudiemos la base dual de la base canónica de R\ es decir, la base: B ¡  = ( e ¡ , e i , e j ) ,  dual 
de la base Be = le i,e>,e¡)  de R3.

Las coordenadas de un vector ( x ] ,x 2,x :i) de IR! en la base Bc son sus componentes: x¡, 
x 2, x ¡ , es decir:

( X 1 . X 2 . X 3 )  = X | C ]  +  x>e¿ - x , e ¡ ,  

luego (cf. proposición 11.15 , p. 138) se deduce:

<?i* ( X | , x ¿ ,X’i ) = x i , e’¿ ( x i , X 2 , X s )  = x¿, ej ( X 1 . X 2 . X 3 )  = x 2 .

Por ejemplo, la forma lineal e\ es la aplicación:

(X1.X2 .X3 ) e R3 —  Xi e l .

EJERCICIO 3 Calcular la base dual de la base B  = ((1.1,0), (0,1,0), (1,0,1)) de R3.

3. O rlo ijo n a lid ad  Sea E  un espacio vectorial de dim ensión finita, y sea  £ *  su 

dual. Se dice que un elem ento /  de £ '  y un vector v  de E  son ortogon ales si se 

verifica: f ( v )  = 0.
Dada una form a lineal /  sobre £ , el conjunto de los vectores de £  que son ortog

onales a f  es Ker/ .
En efecto, si x  e K e r / , entonces f ( x )  = 0, y /  y x  son ortogonales. Recípro

cam ente, si /  y x  son ortogonales, entonces / ( x )  = 0, y x  e K e r/.

11.7 APLICACIONES AFINES

Sean £  y f  dos espacios vectoriales sobre un m ism o cuerpo K.
De una aplicación <p de £  en F  se dice es una ap licación  a fín  de £  en F  si existen 

un vector w  de F  y  una aplicación lineal /  de £  en F  ta les  que:

V x  e  £ ,  <p(x) = w  -r f ( x ) .
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EJEMPLO 1 6  Sea <p la aplicación:
n.2 *

(X\ , X j  I  — 2x\ +  +  1  •

Entonces <p es una aplicación afín  de R J en R , p ues si denotam os p o r /  la aplicación lineal 

de R-’ en R  que verifica:

V  ( X | ,X j)  6  R2 , / ( x i , x 2 ) =  2 X| +  3 x 2, 

y si denotam os: w  =  1 — en este caso  es u n  vector de IR— , entonces:

V (xi,x¿) e R-\ 4>{xu x>) »  u> +  / ( x i , x 2).

Comecuemias de la definición de aplicación afn  S e a  4> u n a  a p lic a c ió n  a fín  en tre  

lo s  e s p a c io s  v e c to r ia le s  E y F  tal q u e :

V x  €  E, <¡>{x) = w  + / ( x ) ,  ( 2 2 )

c o n  w e f y / e  £ ( £ ,  F). Se v e rifica :

•  La aplicación <f> determina unívocamente el vector w  d e F  y la aplicación lineal. I 

de E en F.
En efecto. Se tiene: </j(Oí) =  w  +  / ( O r )  =  u», luego: w  =  <J>(0f), y  el vecto r w 
está unívocam ente determ inado por <t>. Com o consecuencia, de (2 2 )  podem os escribir: 

V x  e  E, 4>ix) =  <p(Oi-l +  / ( x ) ,  de donde:

V x  e  E , / ( x )  =  <f>(x) -  «¿«(Of),

y  la aplicación lineal /  también está  unívocam ente determ inada por <f>.

EJEMPLO 1 7 Para la aplicación afin:
« 7  <P

( X i . X j )  (X i + x ¡  +  1 . 2 ),

se tiene que <p(0 ,0 ) =  ( 1 , 2 ), y  la aplicación lineal g  determ inada p o r <p verifica:

^ ( x i . x j )  =  « p lX i.X j)  -  ip(O.O) =  (X i -  X2 +  1 , 2 )  -  ( 1 , 2 )  =  ( x i  -  x_>,0).

es decir, g  es la aplicación lineal:

9

( X | , X 2) -------------— ( X ]  +  X 2 , 0 ).

Efectivam ente se tiene: V  x  e  £ ,  i p ( X ] , x . )  =  ( 1 , 2 )  + ^ ( X i , x 2 ).
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•  La imagen por </> de una combinación afín de vectores de E  es igual a la misma
combinación afín de las imágenes. Es decir: s iv\, v ¿  v m son vectores de E
y  A ], A2  Am son escalares que suman 1 :

Aj +  A2 +  • • • +  A m =  1, (23)

entonces:

</>(A|i/i +  A2V2 +  • • ■ +  Amy m) =  Ai0 (i/|) +  \<<l>(v¿) +  • • • +  Am<t>(vm). 

De (22) y (23) se deduce:

</>( Al 1/1 + A¿V¿ + • ■ • + A mVm)
= w + /(A  1 v 1 + A.-vj + • • • + A,„i/„,)

= W + A]/(V|) + A2/(t í2 ) + ■ ■ • + A,n/(Wm)

= (Al + A2 + ■ ■ • + A m)W + A |/( 1'|)  + A2/ (V 2) + ■ ■ ■ + A mf ( v m)
= A,[u> +  /(w i) ]  +  A2[u> + J'(v>) I +  ■ • • +  Am[u> +  / ( « „ ) ]

= A1 </> < u 1 ) + \ 2 (l>tv>) + • • • +  A

• La imagen por 4> de un subespacio afín de E  es un subespacio afín de F. Más en 
concreto, si v + E\ es un subespacio afín de E, entonces se verífíca:

</>l u +  £ 1 ] =  (w + f i v ) )  + / [ £ ] ] .

En efecto, se tiene la siguiente cadena de equivalencias:

y  e  (¡>[v + £ |] <=> 3x e E\, y  = <piv + x)
3x e £1, y  = w  + f { v  + x)

<=5 3x e Ei, y  = (w  + f { v ) )  + f (x )
<=* y  e  (ti; + J ' ( v 1) + / [ £ [ ] .

EJEMPLO 1 8 Para ejercitarnos calculemos, para la aplicación afín ip del ejemplo 17 , la imagen del siguiente 

subespacio afin de R-:
(3,4) + { (x ,x )  | x  e  R | .

Se tiene:

<p ((3,4) + { ( x ,x ) | x  e R}] = ( (1,21+0(3,4)) + g  [ { (x.x)  | x  e R] ]

= ((1 ,2 )  + (7,01) + ( (x  +  x ,0 )  I x  £  Rj 

= (8,2) + R (1,0 ) .
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EJEMPLO 1 9

•  ¡.a imagen inversa por<p de un subespacio afín d e F  puede ser el conjunto vacío.

Por ejem plo, el siguiente subconjunto de R-':

I y  e  R) =  (0 , l )  +  1 1 ( 1 ,0 )

es  un su bespacio  afín de RJ , y  su  im agen in versa por la aplicación afín  <p del ejem plo 1 7  

(cf. p. 14 0 )  e s  igual al conjunto vacio, e s  decir:

<P 1 1 1 ( > .  U  I >  e  R U  -  0,

com o se d ed u ce de observar en la definición de ip q u e todo vector del conjunto imagen de <p 

tiene la segun d a com ponente igual a 2.

• Si la im agen inversa por <p d e  un subespacio afín de F  no es eí conjunio vacio, 

entonces esta imagen inversa es un subespacio afín de E.
Si uo -i Fi e s  un su bespacio  afin  de F  y  <p~' [u>, -  h\ ] no es el conjunto vacio, probarem os  

que <p 1 1 +  F| ] e s  un su besp acio  afín de E. Com o, por hipótesis, </> 1 [ it>t + F\ ] no es

el conjunto vacío, existirá algún vector v e  t  tal que:

v e  0  ' [ t i i i + f ] ] ,  o bien <p[v¡ e  u>¡ + F¡,

de donde (cf. proposición 1.5 , p. 36):

u i i  + f j  =  <f>lv) + F i .

Recordando las consecuencias de la definición do su m a de su b co n ju n los de un espacio  

v ectorial (cf. p. 44), se tiene la siguiente cadena de equivalencias:

X  E  0  ' 1 [ l f |  — F j]  <=> x  e  (p 1 [ 0 l v )  -  F |]

4>tx) e  4>(v) + F,

«= w  * i ix)  e [w +./<v t ) + F]

«=» / < * >  -  f i v )  e  F,

<=> f i x  -  v)  e  F,

«=* x - v e f  1 [ F [ ]

<=> x  e v  + f  '[ F i ] ,

de donde se obtiene: x  e  </>'' [un +  F j]  »  x  €  v  +  / “ ' [Fi ]. y  por tanto:

<t> '[«P i +  F |]  =  v  y / " ‘ [F i] , (24)

En consecuencia, 0  1 [u»i +  F[ | es un subespacio afín de £ .
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EJEMPLO 20

II.8

Ejercicio I 
(p. 124)

Para la aplicación ip del ejemplo 17  (cf. p. 140), se verifica que la imagen inversa por ip del 
subespacio afín (2,2) +  R( 1 , - 1 )  no es el conjunto vacío, pues:

<p ( 1 ,0 ) = (2, 2) e  (2, 2 ) + R d . - l ) .

De acuerdo con (24), se verifica:

cp '1 [(2,2) + R( 1 , - 1 ) ]  = ( 1,0 )  + 0 - 1 |R< 1 , - 1 ) ]  = ( 1,0 )  + R( 1 , - 1 ) ,  

que es un subespacio afín de IR2.

SOLUCIÓN DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Lo resolverem os para el caso n =  3 y  m = 2.

Sea, pues, f  una aplicación lineal de IR3 en IR2. Tom em os una base de IR3, que 

por com odidad va a ser la canónica, y  supongam os que las im ágenes por f  de sus 

vectores son:

/ ( 1 . 0 . 0 )  =  U i . f c i ) ,  / ( 0 , 1 , 0 ) =  (a 2 ,b2), / ( 0 , 0 , 1 ) =  (a :i,b3).

Si ( * , , * 2, * 3 ) e  R3 , se  tiene:

/ ( * ] , * ; 2 ,X i )  =  / ( * |  ( 1 ,  0, Ol + *2<0, 1 ,0 )  + * 3 ( 0 ,0 ,1 ) )

=  * , / (  1 ,0 ,0 )  + * 2/ ( 0 , 1 ,0 )  + * 3/ ( 0 . 0 . 1 )

=  * i ( í t i ,b i )  4- * > ( « 3 , fi>) + * 3 (a ;j,b ;i)

=  ( a i * ]  +  « 2 * 2  +  « 3 * 3 ,0 1 * 1  +  b 2*2 + Ó3*3).

Es decir, toda aplicación lineal f  de IR3 en IR2 verifica:

V ( * i , * 2, * 3) e  IR3,
(25)

/ ( * i , * 2 , * 3) = ( « i * i  + « 2*2 + « 3 * 3 , b 1 * 1  +  b2X 2 +  ¿»3*3), 

para determ inados (por ./') núm eros reales « 1 , « 2, « 3 , ó , , b¿ y  fij.

Por otro lado, una aplicación /  de IR3 en IR2 de la form a (25) es lineal, com o se 

com prueba fácilmente.

La generalización del desarrollo anterior es m ás fastid iosa  que difícil, y  sólo 

m ostram os su  conclusión: si f  es una aplicación lineal de IR" en (Rm, entonces /  

verifica:

V ( * 1 , * 2, . . . . * „ )  e  IR", / ( * i , * 2, • • • ,* ) ,)

( « ¡ * 1  + « (*2  + • ■ • + a J , * M, « i * i  + « 2*2 4 ■ ■ • + a 2 * , .......

. . . , « ' " * 1  + « ™ *  2 +  • • • + « ¡ " * „ ) ,
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E je rc ic io  2 

(p . 127 )

E je rc ic io  3 

(p . I 39 )

d o n d e  c a d a  a¡ ,  1  «  í <  n , l  «  j  «  m,  e s  u n  n ú m e ro  rea l q u e  v ie n e  d e te r m in a d o  p o r  

la  a p lic a c ió n  / .

Nota heno Con aj  se representa un núm ero real, donde e s  un superíndice, y  no un 

exponente. a

N ó te s e  q u e , al s e r   v „ )  u n a  b a s e  d e  £ .  se  tie n e  q u e  d i m £  =  n.

Si ( / { v O , / ( V ? ) .......... f ( v „ ) )  e s  u n  s is te m a  lib re  d e  F,  e n to n c e s  s u  ra n g o  e s  igual

a  n : r a n g o ( / ( t > i ) , / ( v j )  f ( v „ ) )  =  n,  d e  d o n d e :

ra n g o  /  =  r a n g o ( / ( v i ) , / { v . - t  f ( v „ ) )  =  n  =  dim fc',

y  /  e s  in v e c tiv a  (c f. p ro p o sic ió n  11.8 , p . 1 2 4 ) .

P o n g a m o s:

u, =(1,1,0), v j = (0.1.0), ü 3 = (1,0,1),

y  c a lc u le m o s  la b a s e  d u a l d e  B:  8 * =  , v j  , v \ ).

D e  (9) (cf. p. 1 2 3 )  se  o b tien e:

e\ =  V] ■■ V2 , e> =  v>,  «3  =  - t t ]  +  v> +  v .t, (2 6 )

y  s i  ( X 1 . X 2 . X 3 ) e s  u n  v e c to r  a rb itra rio  d e  R 1 , d e  ( 2 6 )  s e  d e d u c e :

( X 1 . x 2 . x 3 )  =  x \ e \  +  x ¿ e j  + x . ¡ e j

= X i ( v ¡  -  v¿)  +  x ¿v ¿  + X 3 l - v i + v ¿  + v:¡)

=  {X ¡ -  X j l U ]  +  (X> +  X 3 - X ] ) v ¿  +  X j V j ,

y  d e  la  p ro p o sic ió n  II. 1 5  (c f. p . 1 3 8 )  s e  c o n c lu y e :

V \ ( X 1 . X 2 . X 3 )  =  X |  - X . J ,  I > T ( X i , X 2 , X 3 )  =  X 2 +  X 3 -  X j ,  U  j  ( X |  1 X 2 , X 3  )  =  X 3 .
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RECAPITULACIÓN II

D efin ición  y  propiedades  Consideram os dos espacios vectoriales E  y  F  sobre 

un mismo cuerpo K:

• A plicación  lineal de E  en F: aplicación /  de E  en F  que verifica:

V (v,u>) e  E 2, f { v  + w ) = f ( v )  +  / ( iv),

V (a , v )  €  K  x  E, f { a v )  =  « / ( v).

Condición necesaria y  suficiente: /  de E en F  es lineal precisam ente si:

V (ix.P) 6  K 2, V ( v ,w )  e  E-, f(cxv  +  pw) = a f ( v )  + P f (w ) .
• Propiedades de una aplicación lineal f  de E  en F:

o f  conserva las com binaciones lineales:

/ ( « ,u, +a2v 2 + ■ ■ ■ + cx„vn) = (X if (v ¡ ) + « 2f ( v 2) + ■ ■ ■ + a „ f  (vn); 

o f ( 0£) = ()F;
o V v  e  E, f ( - v )  = - f (v )\
o si (v i , v z , ... , v „ )  es sistem a ligado, entonces también es ligado el siste

ma ( f ( v l ) , f ( v 2) .........f i v „ ) ) \
o si ( f {V )  ) , f ( v 2 ) ,. - . , f { v n))  es sistem a libre, entonces tam bién es libre el

sistem a (im , .........u „) ;

o  rango ( v u v 2 v m) > ra r\g o (f (v ¡ ) , f (v2) f ( v m))\
o  si Ei  e s  un subespacio vectorial de E : / [ £ i ]  es un subespacio vectorial

d e F ;

en particular: lm /  =  f [ E ]  = {f ( v ) I v  e  E } es un subespacio vectorial 

de F;
o si F] es un subespacio vectorial de F : / “ ' [F 1 ] es un subespacio vectorial 

de E;
o  si /  es biyectiva, su inversa: /  l , también es lineal (y biyectiva);

o  la aplicación com puesta de dos aplicaciones lineales es una aplicación li

neal.
•  Núcleo de una aplicación lineal f  de E  en F : el conjunto 1 T !0 f  } ], que es 

subespacio vectorial de £ .

Se denota: K e r/ .

Por definición: K er/  =  /  '[¡O / I] =  {v  e  E  | / ( v )  =  0 f ¡ .

Propiedad: f  es inyectiva precisam ente si: Ker/  =  10/ 1.
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A p licaciones lineales con conjunto de p artid a  un espacio vecto ria l de d i
m ensión fin ita  Consideram os una aplicación lineal /  de un espacio vectorial £  

de dim ensión ñnita en un espacio vectorial F:

•  Se verifica: Im /  es de dim ensión ñnita.

•  Rango de / :  dim ensión de Im /.

Se denota: rango / .

Por definición: ran go /' =  d im d m /).

Propiedades:

o  el rango de /  es igual al rango del sistem a form ado por las im ágenes de 

los vectores de cualquier sistem a de generadores de £ ; 
o  r a n g o / «  m ín ¡d im £ ,d im F }; 

o  r a n g o s o / )  ruin ¡r a n g o / , rango t?}.

•  C aracterización  de /  por las  im ágenes de lo s  v e c to re s  de una b ase : si F  es

también de dim ensión finita, y  (i>i, v 2  v „ )  es una base de E, la aplicación

lineal /  está unívocam ente determ inada cuando se conocen las im ágenes / ( V\), 
f ( v 2) , . . . ,  / ( v „ ) de los vectores de la base; en concreto:

/ < « |V| +  a 2 v 2  +  • • • +  a nv „ )  =  O í i / f v , ) +  t\¿f  (v2) +  • • • +  a „ f ( v „ ) .

• C aracterizacion es de una ap licación  lineal in yectiva : son equivalentes las si

guientes afirm aciones:

o  /  es inyectiva;

o  si v ¡ ,  v>, . . . ,  v p son p vectores linealm ente independientes de £ , enton

ces f ( v  1 ), f ( v 2), . . . ,  f ( v P ) son p vectores linealm ente independientes 
de F;

o  el rango de /  es igual a la dim ensión del espacio vectorial de partida: 

ran go /' =  d im £; 

o Ker,/ =  ¡0 f  |.

Consecuencia: el rango de un sistem a de vectores se  conserva por una apli

cación lineal inyectiva: para /  inyectiva, se verifica:

rango { v ¡ , v 2, . ■ - , v „ )  = ran go(/(t» ! ) , f ( v > ) , ... , f ( v „ ) ) .

• C aracterización  de una aplicación  lineal su p raye ctiva : si F  es también un 

espacio vectorial de dim ensión finita, se verifica: /  es suprayectiva si y  sólo 

si: rango /  -  d im F.

• T eorem a de las d im ensiones: d im IK er/) +  d im d m /)  = d im £.

•  Si £  y F  son de la misma dim ensión finita, se verifica:

f  es inyectiva <=* /  es suprayectiva <=> /  es biyectiva.
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t i  espacio vectorial &  ( E, I  ) Consideram os dos espacios vectoriales E y F  sobre 

un mismo cuerpo K:

• £■(£ ,£ ) designa el conjunto de las aplicaciones lineales de E  en E;

• C (E , E } es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, y es subespacio vectorial 

de F £.

Isom orftsm os de espacios vectoriales  Consideram os dos espacios vectoria

les E  y  F  sobre un m ismo cuerpo K:

• Isom orfism o de E  en F: aplicación lineal biyectiva de E  en F. Se dice entonces: E 

y F  son isom orfos.

A ulom orfism o de E: isom orflsm o de E  en E.
•  Propiedades: si E y E son de dim ensión finita: 

o E  y F  son isom orfos si y sólo si tienen la misma dimensión; 

o si ( vi , V 2 , . . . , v „ )  es una base de £ , entonces /  e  £ ( £ , £ )  es un isom or

fism o si y sólo si ( f { V \ ) , f ( V 2 ) , . . . , f ( v n)) es una base de E;

o si dim £  =  dim E = n, entonces /  e  £ ( £ , £ )  es un isom orfism o si y sólo si: 

r a n g o /  = n.

F o rm a s lin eales  Consideram os un espacio vectorial £  sobre un cuerpo K, y 

suponem os que £  es de dim ensión finita:

• Espacio  dual de £ : £ ( £ ,  K), conjunto de las aplicaciones lineales de £  en DC.

Se denota: £ * .

Form a lineal sobre £ : cada elem ento de £ * .

•  Si B =  ( v ¡ ,  v¿, ■■■, v„)  es una base de E: 
o Dado x  =  A 1 u 1 + A2V2 + ■ • ■ + A „u „ , se define la form a lineal E (x )  como:

V \ -----------Ai

1 i'ix ) = v ¡ -----------A;
I

v „ — A ,i.

o Los espacios £  y £'* son isom orfos, y F es un isom orfism o de £  en £ * . 

o Base, de £ * , dual de la base B de £: ( f f iu j), C(v¿ ) , . . . ,  i ' ( v „ )).

Se denota: tí* = ( u j , v ¡ , . . .  ).

Si x  = Ai 1/1 -  A2ui> + • ■ ■ + Amu „: v * ( x )  = Ai, v ¡  (x) = A ? ,. . . ,  t '^ tx )  =  A„ 

(la imagen por la form a lineal v ¡  del vector x  es la i-ésim a coordenada 

de x  en la base B).
• Una form a lineal /  e  £ ’  y un vector v e E  son ortogonales si: f ( v )  = 0 .

Se verifica: {u> e  £  | f  y u> son ortogonales} = K er/ .
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Aplicaciones afines  Consideram os dos espacios vectoriales £  y F  sobre un m is

m o cuerpo IK:
• A plicación  a fín  de E  en F : aplicación <f de E  en F  para la que existen  w e  F 

y /  e  £ ( £ , F )  tales que: V x  e  F , 4>ix) = w + ,f(x).
• Propiedades de una aplicación afín </>:

o  la aplicación /  y  el vector w  están unívocam ente determ inados por </>; 

o  cf conserva las com binaciones afines: si A| + A? +  • • ■ + A„ = 1 :

4>(\¡V{ + \>v> +  • • ■ +  A„i/„) =  A |0(V |) +  A2</>(t'2 ) +  ■ ■ ■ + A„4>(vn)-,

o la imagen por </> de un subespacio afín  de £  es un subespacio afín de F; 

o la imagen inversa p or </> de un subespacio afín de F , si no es vacía, es un 

subespacio afín de E.
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INTRODUCCIÓN

D efin ición  de m atriz  Dados dos núm eros naturales n y  m, una matriz (real) de 

orden (n, m ) es una disposición de n ■ m núm eros reales en form a rectangular en n 
filas y  m colum nas, que son las filas y  las columnas de la matriz.

Por ejem plo, una m atriz de orden (2 ,3 )  es una disposición en dos ñlas y  en tres 

colum nas de 2 • 3 = 6 núm eros reales. Con la notación:

estam os introduciendo una m atriz concreta de orden (2 ,3 ) . La estam os designando 

por A (las m atrices se suelen denotar con letras m ayúsculas), y  tiene efectivam ente 

dos filas y tres colum nas. En cualquier m atriz, las filas se leen de arriba abajo y  

las colum nas de izquierda a derecha, así que la prim era fila de la m atriz .4 es la 

form ada por los núm eros 2 , - 3  y rr; o dicho más form alm ente: los términos de 

la prim era fila de la m atriz A son 2, - 3  y tt. Análogam ente, los térm inos de la 

segunda fila de A son 1 , 0 y 1 / 2 ; los térm inos de la prim era colum na de A son 2 

y 1 ; los de la segunda colum na, - 3  y  0; y  los de la tercera, t t  y 1/ 2 . En la  matriz A 
también observam os, por ejem plo, que el núm ero - 3  está situado en la prim era fila 

y  en la segunda colum na; se dice que el término de posición ( 1 ,2 )  de la m atriz A 
es igual a - 3 ,  y se escribe: a  12 = - 3  (nótese que se utiliza la letra que designa la 

m atriz pero m inúscula, y figuran como subíndice el núm ero de fila y  el núm ero de 

colum na, en este orden y  sin comas). Análogam ente, podem os decú  que el término 

de posición (2 ,2 )  de la m atriz A es igual a 0, y  se escribe: a¿¿ - 0. Otros térm inos 

de .4 son: a\\ = 2, « u  =  n  o a ¿ 3  = 1/ 2 .

Otro ejem plo. Considerem os la m atriz:

La m atriz B es de orden (3 ,4 ) : tiene tres filas y cuatro colum nas. Los térm inos 

de la segunda fila, por ejem plo, son 0, 2, 1  y  - 1 ;  los de la tercera columna: 5, 1 

y  0. El término de posición (2 ,4 ) es igual a - 1 ,  lo cual escribim os así: =  - 1 ;

también: ^31 = 9, b34 = 1 / 5 ,  o b u  = 2 /3 .

Una m atriz puede tener una sola fila, o una sola colum na. Las del prim er tipo 

se denom inan matrices fila; las del segundo, matrices columna. Por ejem plo, de las 

cuatro m atrices siguientes:

( l  - 3  4 ) ,  (O - 3  0
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las dos prim eras son m atrices fila, de órdenes ( 1 ,3 )  y ( 1 ,5 ) ,  respectó ámente; las dos 

últim as son m atrices columna, de órdenes respectivos ( 3 , 1 )  y  ( 2 , 1 ) .

Nota bene Los términos de una matriz tila se escriben separados por un espacio, y no 
se escribe ninguna coma. No debe confundirse, pues, la matriz fila ( l  -3 4) con la
lerna (1, - 3,4), cuyas componentes se escriben separadas por comas. A

Son de especial interés las m atrices que tienen el mismo número de filas que 

de colum nas: son las llam adas m atrices cuadradas. Más en concreto, una matriz 

cuadrada de orden n es una matriz, con n filas y con n co lum nas.1 Por ejem plo, las 

siguientes m atrices son cuadradas;

1 —3 
0 1

/3  v'2
1 1 / 4

U  0

0 \ 
10
e2j

( 1 / 3 2 - 2 5 \
TT3 1/ 4 1 4
0 10 4 1 v"3/2

V 1 - 2 / 7 - 1 () )
de órdenes 2, 3 y  4, respectivam ente. En una m atriz cuadrada de orden n, los térmi

nos d é la  diagonal principal son los de posición ( 1 , 1) , ( 2 .2 ) ........ ( n ,« ) . Por ejemplo,

en la prim era de las m atrices cuadradas anteriores, los términos de la diagonal prin

cipal son 1 y  I; en la segunda son 3, 1/ 4  y  e 2; en la tercera, 1 / 3 ,  1/ 4 , 1 y 0. De 

una m atriz cuadrada que tiene los términos de la diagonal principal iguales a 1 y los 

restantes iguales a 0 direm os es una m atriz identidad (o unitaria). Para cada orden n 
hay una, que se denota /„. Las de orden 2, 3 y 4 son, respectivam ente, las siguientes:

-G %
h  = y u

( 1 o o 0 \ 
0 1 0  0 
0 0 1 0  

\0  0 0 1 /

También nos interesa destacar otro tipo de m atriz: la m atriz nula. Una matriz, 

del orden que sea (cuadrada o no), es nula (o como también se dice: una m atriz cero) 
si todos sus térm inos son iguales a 0. Cualquier matriz nula se denota por O.2 Por 

ejem plo, las siguientes m atrices son nulas:

(0 0 ) ,
0 o
o o

de órdenes respectivos ( 1 ,2 ) ,  ( 3 , 1 )  y (2 ,2 ) .

1 N ó te se  q u e  d e c im o s  “ o rd e n  n", y  n o  “ o r d e n  ( n, n ) " .

a En e s ta  n o ta c ió n  n o  s e  s e ñ a la  el o rd e n , lo  c u a l  n o  s u e le  l le v a r  a c o n fu s ió n .
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Finalmente, en esta sección se presentan las matrices columna de una m atriz y 

los vectores columna de una matriz. Lo vem os con un ejemplo. Dada la matriz:

la prim era m atriz colum na de la m atriz A se define como aquella m atriz colum na 

cuyos térm inos son los de la prim era colum na de A ; se denota: A j. Y el prim er vector 

colum na de A se define como aquel vector cuyas com ponentes son los térm inos de 

la prim era colum na de A ; se denota: a ¡ . Tales términos de la  prim era colum na de A 

son: 1 /2 ,  3 y 1 ;  así:

Análogam ente se definen la restantes m atrices colum na de A, hasta hacer un total de 

cuatro, dado que la m atriz A  tiene cuatro columnas:

(  2 ^ ( ~ 2)
A 2 = 1/ 4  , A3 = [ 1 , y y 4 - 4

\ —2 /7 / w J W
Y los restantes vectores columna, también hasta hacer tantos como colum nas tiene 

la matriz:

En el texto también se introducen las matrices filo y  los vectores fila  de una m atriz. 

La definición es, mutatis mutandis, como la de m atriz columna de una m atriz y  la 

de vector colum na de una matriz, respectivam ente. Para la m atriz A anterior, por 

ejemplo, la segunda matriz fila es:

cuyos térm inos son los de la segunda fila de A. El segundo vector fila es ( 3 , 1 / 4 , 1 , 4 ) :  

sus com ponentes son los térm inos de la segunda fila de A. Hay tantas m atrices fila, 

y tantos vectores fila, como filas tiene la matriz: tres en este caso.

Nota bene Denotaremos las matrices columna de una matriz con la misma tetra de la 
matriz acompañada de un subíndice que indica el orden (según se trate de la primera 
matriz columna, de la segunda, etc.): A i, A¿, . . .  Y denotaremos los vectores columna 
con la letra de la matriz en minúscula y en negrita, y también con un subíndice: a i ,  «2, ... 
Para las matrices fila de un matriz y para los vectores fila no consideraremos una notación 
general análoga a esta. a

1 / 2\
3 , y  a\ -  ( 1 / 2 , 3 , 1 ) .

1

a 2 = (2,114,-2/7), a i  = ( - 2 , 1 , - 1 ) ,  y  a 4 = ( 5 , 4, 0) .

(3 1 / 4  1 4 ) ,
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M atriz  asociada a  una ap licación  lin ea l Dada una aplicación lineal de R " 1 
en IR", y  fijada una base en el espacio vectorial de partida (aquí IR’"), y  fi jada otra base 

en el espacio vectorial de llegada (aquí IR"), se construye una m atriz de orden in , m • 
(tantas filas com o la dim ensión del espacio de llegada, y tantas colum nas com o la del 

espacio de partida), llam ada matriz asociada a la aplicación lineal (o representante 
de la aplicación lineal) en las bases fijadas. Esta m atriz se  construye por colum nas. 

La prim era colum na de la form a siguiente: se calcula la  imagen por la aplicación 

lineal del prim er vector de la base elegida en el espacio de partida, y  se calculan 

las coordenadas de este vector en la base elegida en el espacio de llegada; estas 

coordenadas son los térm inos de la prim era colum na de la m atriz. Análogam ente la 

segunda colum na: se calcula la im agen por la aplicación lineal del segundo vector de 

la base del espacio de partida, y  las coordenadas de este vector im agen en la base del 

espacio de llegada son los térm inos de la tal segunda columna. Y así con las dem ás.

Veam os un ejem plo. Sea f  la aplicación lineal de IR3 en IR-’ definida de la for

ma: / ( * ] , * 2, * 3 ) =  ( * i  + * 2. 2* i  -  * 3), y  elijam os una base en IR-1 (espacio de 

partida), y  otra en IR2 (espacio de llegada); en concreto: ( ( 1 , 0 , 0 ) ,  ( 1 , 1 , 0 ) ,  ( 0 , 1 , 1 ) )  

y ( ( 1 , 0 ) ,  ( 1 , 1 ) ) ,  respectivam ente. Denotem os por A la m atriz asociada a la apli

cación lineal f  en las bases B  y  B '. Se trata de una m atriz con tantas filas como 

m arca la dim ensión del espacio de llegada y  con tantas colum nas como m arca la del 

espacio de partida, así que es de orden (2, 3) .  La prim era colum na de ,4 se construye 

de form a que su s térm inos son las coordenadas en la base B ' (base elegida del es

pacio de llegada) de la imagen por /  del prim er vector de la base B (base elegida 

del espacio de partida). Este prim er vector de la base B es ( 1 , 0 , 0 ) ,  su imagen por f  
es: /<  1 , 0 , 0 ) =  ( 1 , 2 ), y  las coordenadas de este  últim o vector, es decir, de ( 1 , 2 ), 

en la base B ' son -  1 y  2 , pues: ( 1 , 2 )  =  —( 1 , 0 )  + 2 ( 1 , 1 ) .  La prim era colum na de la 

m atriz A tiene entonces por térm inos - 1  y 2. Análogam ente, los térm inos de la se 

gunda colum na de la m atriz A son las coordenadas en la base B 1 de la im agen por /  

del segundo vector de la base B. Este segundo vector de /3 es ( 1 , 1 , 0 ) ,  que tiene por 

imagen: / ( 1 , 1 , 0 )  =  (2, 2) ,  y  las coordenadas del vector (2 , 2)  en la base B ' son 0 

y  2, p ues: (2 , 2)  =  0 ( 1 , 0 )  + 2 ( 1 , 1 ) ;  los térm inos de la segunda colum na de A son 

entonces 0 y  2. Finalmente, los térm inos de la tercera (y última) colum na de A son 

las coordenadas en la base B ' de la im agen por /  del tercer vector de la base 8 . La 

imagen por f  del tercer vector de B  es: / ( 0 , 1 , 1 )  =  (1 ,  — 1) ,  y las coordenadas de este 

últim o vector en la base 8 ' son 2 y  - 1 , ya  que: ( 1 , - 1 ) =  2 ( 1 , 0 ) -  (1 , 1 ); los términos 

de la tercera colum na de A son, pues, 2 y  - 1 . La m atriz A es finalm ente esta:

Es la m atriz asociada a /  (o representante de / )  en las bases 8  y  8 '.
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La matriz asociada a una aplicación lineal depende de las bases elegidas. Si para 

la aplicación lineal /  anterior fijam os en el espacio de partida la misma base B que 

ya teníamos, pero lijam os para el de llegada (recordemos que es IR2) la base canónica 

(en vez de la base B ’), es decir: ( ( 1 ,0 ) , ( 0 ,1 } ) ,  entonces el procedim iento descrito nos 

lleva a otra m atriz. La calculam os, como la anterior, por colum nas. Para la prim era 

de estas colum nas, calculam os entonces la imagen por f  del primer vector de la 

base B (que es la elegida en el espacio de partida), la cual ya conocem os del párra

fo anterior: / ( 1 , 0 , 0 )  = ( 1 ,2 ) ,  y a  continuación calculam os, de este vector imagen, 

sus coordenadas en la base elegida en el espacio de llegada; como esta base es la 

canónica, tales coordenadas son directam ente sus com ponentes, es decir: 1 y 2; y 

estos son los térm inos de la prim era colum na de la nueva m atriz asociada. Los 

térm inos de la segunda columna se obtienen de form a análoga: se calcula la imagen 

por f  del segundo veclor de la base B, para calcular a su vez las coordenadas de 

esta imagen en la base canónica, que de nuevo no son más que sus com ponentes; 

se tiene: / ( . 1 ,  1 ,0 )  = (2 ,2 ) , así que los términos de la segunda colum na son 2 y 2. 

Finalmente, para la tercera y  última columna, como la im agen por /  del tercer vector 

de la base ¡i es / ( 0 , 1 , 1 ) =  ( 1 , - 1 ) ,  los términos de Ja tercera colum na de la matriz 

son 1 y  - 1 .  Recopilando lo obtenido, podem os afirmar que la m atriz asociada a /  en 

la base B de IR2 y en la base canónica de IR2 es esta:

Nota beno Para obtener la m atriz  asociada a una aplicación lineal en unas bases, cuando la 

base fijada en el espacio de llegada es la  canónica, no hay más que calcular la im agen por 

la aplicación lineal de cada uno de los vecto res de la  base fijada en el espacio  de partida; 

las com ponentes de estos vectores im agen son los térm inos de las colum nas de la  m atriz 

asociada. a

En el texto, en esta sección, también se introduce el concepto de aplicación lineal 

canónicamente, asociada  a una matriz. Dada una matriz, la aplicación lineal canóni

camente asociada a ella es aquella aplicación lineal cuya m atriz representante en las 

bases canónicas es precisam ente la m atriz dada. Veamos un ejem plo. Considerem os 

la siguiente m atriz:

Esta matriz es de orden (3 ,2 ) , luego sólo puede ser representante de aplicaciones 

lineales de R2 en R3. Lo que buscam os es una aplicación lineal de K2 en IR3, que 

denotarem os por .4 (misma letra que la matriz, pero en tipo caligráfico), tal que 

sil m atriz asociada en las bases canónicas sea precisam ente A (es decir, tal que 4
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sea su m atriz asociada tom ando en R 2 —espacio de partida— la base canónica, y 

también tom ando en R 3 —espacio de llegada— la base canónica). De acuerdo con el

siendo la del espacio de llegada la canónica, los térm inos de la prim era colum na 

de la m atriz son las com ponentes de la im agen por la aplicación lineal del primer 

vector de la base del espacio de partida. Como los térm inos de la prim era columna 

de la  m atriz A  son - 1 ,  1 y  - 1 ,  podem os decir que la im agen por la aplicación .4 

del vector ( 1 , 0 )  (primero de la base canónica de R2, la escogida en el espacio de 

partida) debe ser igual a (—1 , 1 ,  — 1 ) ,  esto  es: > 1 ( 1 , 0 )  =  ( - 1 , 1 , - 1 ) .  Análogamente, 

com o los térm inos de la  segunda colum na de .4 son 0, 2 y  0, la im agen por A  del 

segundo vector de la base canónica de R 2 debe ser igual a (0, 2 , 0) :  > 1 ( 0 , 1 )  =  (0, 2 , 01 .  

Recopilando, la aplicación lineal A, que tiene com o m atriz asociada en las bases 

canónicas la m atriz .4, es la aplicación lineal de IR2 en R3 que verifica:

Ya sabem os que conocer de una aplicación lineal la im agen de ios vectores de una 

base es una form a de determ inarla. En este caso, conocem os la im agen por la apli

cación lineal A  de los vectores de la base canónica de K 2; de acuerdo con un procedi

m iento descrito en el capítulo anterior, obtenem os que la im agen por A  de un vector 

genérico ( X | ,x 2) de R 2 es esta:

A ( x \,x 2) =  - 4 ( x , ( 1 . 0 )  +  x 2( 0 , 1 ) )  =  x , . 4 ( 1 , 0 )  +  X 2./U 0,1)

=  x i  ( - 1 , 1 ,  - 1 )  +  x 2 (0, 2 , 0)  =  ( - x i . x i  +  2 x 2, - X | ).

La aplicación lineal canónicam ente asociada a la m atriz A es la aplicación lineal A  
de R 2 en R:! definida p or A (x \ ,x i )  = ( - X | , X |  + 2 X 2 , - X i ) .

E l espacio vecto ria l M mn ( K ) En esta  sección se estudian dos im portantes ope

raciones con m atrices: la  adición de m atrices y la m ultiplicación de un núm ero por 

una matriz.

Si tenem os dos m atrices del m ism o orden, su suma es otra m atriz, también del 

m ism o orden, obtenida sum ando los térm inos de la m ism a posición de las matrices 

dadas. Por ejem plo, dadas las m atrices:

procedim ento para construir la m atriz asociada a una aplicación lineal en un as bases,

. 4 ( 1 , 0 )  =  ( - 1 , 1 , - 1 )  y  . 4 ( 0 , 1 )  =  (0, 2 , 0) .

am bas del m ism o orden: (2, 3) ,  su  sum a, que se  denota: A + B, e s  la m atriz de or-
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den (2 , 3)  obtenida sum ando los térm inos de la misma posición de A y  B:

A + B - ( 2  - 1  1\  / - I  0 
{0  3 5 / + \  1 1 - 2 j

(2 + ( -  1)  - 1 + 0  1 +  ( - 3 )
0 + 1  3 + 1 5 + ( - 2 )

Dados un número y una m atriz, el producto del número por la m atriz es la matriz 

obtenida m ultiplicando por el núm ero cada uno de los térm inos de la m atriz dada. 

Por ejem plo, el producto del número 2 por la m atriz .4 del párrafo anterior, producto 

que se denota: 2,4, se efectúa así:

Producto de m atrices  Definimos la multiplicación de dos m atrices sólo para dos 

m atrices con esta propiedad: el número de colum nas de la prim era coincide con el 

número de ñlas de la segunda; y, en este caso, el resultado, es decir, el producto 
de las dos m atrices, es una m atriz con tantas filas como tiene la prim era y  tantas 

colum nas como tiene la segunda. Por ejem plo, el producto de dos m atrices A y P>, la 

prim era de orden (2 , 3)  y la segunda de orden (3,4) ,  puede efectivam ente efectuarse, 

porque el número de columnas de la prim era y el de tilas de la segunda es el mismo 

—tres en este caso—, y  el producto, que se denota: AB, resultará ser una m atriz de 

orden (2,4).

Para explicar cómo se calcula el producto de dos matrices, considerem os un ejem 

plo:

La m atriz .4 es de orden (2, 3)  y la  m atriz B  es de orden (3,4) :  de acuerdo con lo dicho 

en el párrafo anterior, el producto AB  puede efectivam ente llevarse a cabo, y  tendrá 

como resultado una m atriz de orden (2,4).  Para calcular el término de posición ( i , j )  
de una matriz producto (en este ejem plo, i es igual a 1 o a 2 y  j  es igual a 1 ,  a 2, 

a 3 o a 4), intervienen sólo los térm inos de la t-ésima fila de la prim era m atriz (.4 en 

este caso) y  los de la j-é sim a  colum na de la segunda m atriz (fl en este caso), y  tal 

término es igual a la sum a de los productos dos a dos de los térm inos de esa fila y 

de esa colum na. Verbigracia, para calcular el término de posición ( 1 , 1 )  de la  m atriz 

producto AB, intervienen exclusivam ente los térm inos de la prim era ñla de .4: 2 , - 1  

y  0, y los de la prim era colum na de B: - 2 ,  2 y 1 , y  dicho término es igual a la sum a 

de los productos dos a dos de estos términos:

2 ( - 2 )  + ( - 1 ) 2  + 0 ■ 1 = - ó .
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Esquem áticam ente, podríam os representar este cálculo así:

2 - 1 0

1 0 - 3

2 1 D 1 / 3
2 0 - 2 1
1 1 3 2/ 3

2< — 2) +  ( - 1 ) 2  +  0 • 1

Análogam ente, para calcular el térm ino de posición ( 1 , 2 )  de la m atriz producto sólo 

intervienen los térm inos de la  prim era fila de la m atriz A y  los de la segunda columna 

de la m atriz B :

2 - 1 0

1 0 - 3

- 2 1 0 1 / 3 ' f- i)  2 • 1
0 - 2 1 -  .

1 1 3 2/3
/

V

Para el cálculo del térm ino de posición ( 1 , 3 ) :  

(
2 - 1  0

1 0 - 3

- 2  1 0
2 0 _ 2

1 1 3

1 / 3 '
1

2/3

- 6  2 2 - 0  + ( —1)(  — 2) + 0 -  3

Y de m anera sim ilar se calculan los dem ás. El resultado final es este:

1-2 J 0 l / 3 \
AB = 2 - 1  0 

1 0 - 3
2  0  - 2  1
1 1 - 3  2/3/

- 6 2 2  - l / 3 \  
- 3  - 2  9 - 5 / 3 / '

Nota La definición de multiplicación de matrices viene motivada por la composición de
aplicaciones lineales. La proposición 111.7 (cf. p. 201) detalla este hecho. ▲

Es de destacar que, en general, no es indiferente el orden en el que se  escriben dos 

m atrices que se  quieren m ultiplicar, a diferencia de lo que ocurre con los números 

(con los cuales el orden de los factores no altera el producto). En prim er lugar, puede 

estar deñnido un producto AB  y  no estar definido el producto en el otro orden; por 

ejem plo, para las m atrices .4 y  B del ejem plo anterior, cuyo producto AB  hem os cal

culado, no estaría definido el producto en el otro orden, pues el núm ero de columnas 

de B  (que sería  ahora la  prim era matriz) no es igual al de filas de .4 (que sería  la 

segunda matriz). En segundo lugar, tam bién puede ocurrir que tanto el producto AB 
com o el BA  estén  definidos, pero que sean m atrices de distinto orden, y  por ende dis

tintas; por ejem plo, si A  es de orden (2, 3) y  B  de orden (3 , 2) ,  am bos productos se 

pueden efectuar, pero AB  resultaría de orden (2 , 2)  y  BA  de orden (3, 3) .  Finalmente, 

puede ocurrir que am bos productos estén definidos y  sean m atrices del m ism o or

den (esto acontece precisam ente cuando am bas m atrices son cuadradas del mismo 

orden), pero ser am bas m atrices producto distintas; se  dice en este último caso que
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las m atrices no conmutan. En el ejem plo 2 3  (cf. p. 204) se m uestran dos m atrices 

que no conm utan: am bas son cuadradas (de orden 2), luego su s dos posib les produc

tos están definidos y  también son m atrices cuadradas (de orden 2), pero se trata de 

m atrices diferentes.

Si conocem os la m atriz asociada a una aplicación lineal en unas bases, puede 

utilizarse la m atriz, y cierto producto de m atrices, para calcular la im agen p or la 

aplicación lineal de cualquier vector. Veám oslo con un ejem plo. Sea f  la aplicación 

lineal de IR3 en IR- cuya m atriz asociada en las bases canónicas es esta:

(Nótese que podríam os haber dicho sim plem ente: sea /  la aplicación lineal canóni

cam ente asociada a la m atriz .4; es decir: /  es la aplicación lineal .4, s i recordam os 

la notación para la aplicación lineal canónicam ente asociada a una matriz.) Acontece 

lo siguiente: afirm ar que un vector (a ,b ,c ) de OS3 se aplica por /  en el vector (5 , f)  

de IR-, esto es: / (a, b,c) = (5 , t ), es lo m ism o que escribir la siguiente igualdad ma- 

t ricial:

(Obsérvese que la m atriz colum na del prim er m iem bro tiene por térm inos las com po

nentes del vector (a ,b ,c ), y  que la m atriz colum na del segundo miembro tiene por 

térm inos las com ponentes de (s,t)\ nótese también que este producto de m atrices 

puede efectivam ente efectuarse.) Supongam os que querem os calcular, por ejem plo, 

la imagen por f  del vector ( 1 ,  - 1 , 0 )  de IR3. Podríamos proceder asi: m ultiplicam os la 

m atriz 4  por la m atriz colum na cuyos térm inos son 1 , - 1  y  0; de esta  m ultiplicación 

resu lta  una m atriz colum na cuyos térm inos son las com ponentes del vector imagen. 

Es decir, com o se tiene:

deducim os que la im agen por /  del vector ( 1 ,  - 1 , 0 )  es igual al vector ( - 2 , 1 ) ,  esto 

es: / ( l ,  - 1 , 0 )  =  ( - 2 , 1 ) .  Otra imagen: de la igualdad:

( 1)

se deduce: / ( 0 , 1,  - 2 )  -  (5, - 3 ) .  Incluso m ás: ¿cuál es la im agen por /  de un vector 

genérico {x\,X2 ,X i )  de OS3? Multiplicamos la m atriz .4 por la m atriz colum na cuyos
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térm inos son X \, x 2 y  X 3 :

i  3 - 1  
0 - 1  1

X i  + 3X 2  -  X;i 

- X 2 + X :i

y  asi la  imagen por /  de (X 1 .X 2.X 3 ) e s  el vector de com ponentes Xj +  3 x 2 -  x  

y  — x '2 +  X 3 ; esto  es: f (x i.x- '.x^) = (Xi + 3 x 2 -  x :i, -x¿  +  X 3 ).

En el ejem plo anterior, la m atriz .4 es la asociada a la aplicación lineal f  en las 

bases canónicas. Cuando la m atriz que conocem os es la asociada en unas b ases que 

no son necesariam ente las canónicas, también podem os calcular la imagen de un 

vector por la aplicación lineal haciendo u so  de la m atriz (y de cierto producto de ma

trices), pero el procedim iento es un poco m ás com plicado. Veam os un ejem plo. Fije

m os en R 3 la base B  =  ( ( 1 , 0 , 0 ) ,  ( 1 , 1 , 0 ) ,  ( 0 , 1 , 1 »  y  en R 2 la base B'  = ( ( 1 , 1 ) ,  (0, 1 ) ) .  

y  sea g  la  aplicación lineal de IR3 en R- cuya m atriz asociada en estas bases es la 

siguiente:

Afirm ar que la imagen por g  de un vector u de R 3 es un vector v  de R-\ e s  de

cir: g (u )  =  v, es lo m ism o que escribir:

donde a, b y c  son las coordenadas e.n la base B  (de R3) del vector u, y s y  f  son las 

coordenadas en la base B ' (de R-) del vector v.

Nota bene En la igualdad matricial (1), donde la matriz era la asociada a aquella aplicación 
lineal /  en las bases canónicas, los términos a , b y c juegan el papel de componentes del 
vector cuya imagen queremos calcular, y s y I juegan el papel de componentes del vector 
imagen. En la igualdad matricial anterior, donde la matriz es la asociada en unas bases 
que no son las canónicas, los términos a, b y c son las coordenadas en la primera base, 
la />’ , del vector cuya imagen queremos calcular, y s y I son las coordenadas en la segunda 

base, la B '. del vector imagen. ▲

Para la aplicación lineal g  del ejem plo que venim os considerando, calculemos, 

verbigracia, la  im agen del vector ( 2 , 0 , - 1 ) .  Haciendo uso de la m atriz D, podemos 

calcular las coordenadas de este vector en la base B, y  m ultiplicar la m atriz D  pol

la m atriz colum na cuyos térm inos son tales coordenadas; el resultado será una ma

triz colum na cuyos térm inos serán las coordenadas en la base B ' de la im agen b u s

cada. Las coordenadas del vector ( 2 , 0 , - 1 )  en la base B  son 1 ,  1 y  - 1 ,  pues se tie

ne: (2, 0,  - 1 )  =  ( 1 , 0 , 0 )  + ( 1 , 1 , 0 ) -  ( 0 , 1 , 1 ) ;  el producto de la m atriz D  por la matriz
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colum na cuyos térm inos son 1 ,  1  y  — 1 arroja:

- 1
1

- 3 '
0 ;

\ i \
i

/

lo que perm ite afirm ar que el vector g (2 , 0 ,  - 1 )  (que es de K2) es el de coordenadas 2 

y  2 en la base B'\ en definitiva:

5 ( 2 , 0 , - 1 )  =  2 ( 1 , 1 )  + 2 ( 0 , 1 )  = (2,4).

Calculem os también, por ejem plo, la im agen por g  del vector ( 0 , 1 , 0 ) .  I.as coorde

nadas de este vector en la base B  son - 1 ,  1 y  0, y  se  tiene:

- 1  0 - 3  
1 1 0

/ - 1  \ 
1

\  0/

de donde deducim os que el vector g (0, 1 , 0 )  es de coordenadas 1 y  0 en la base B'\ 
e s to e s : g (0 , 1 , 0 )  =  ( 1 , 1 ) +  0 (0 , 1 ) =  ( 1 , i).

Rango de una matriz. El rango de una m atriz se define com o el rango del s is 

tem a form ado por su s vectores colum na. Por ejem plo, considerem os esta  m atriz:

'  1  2 3 \
2 4 2 

- 1  3  i 
0 I 1

A =

\
Tiene tres colum nas, asi que tiene tres vectores colum na. El prim er vector columna 

tiene por com ponentes los térm inos de la prim era colum na, es decir: 1 ,  2, - 1  y  0, 

luego se trata del vector ( 1 , 2 , - 1 , 0 ) ;  el segundo tiene por com ponentes lo s  términos 

de la segunda colum na: ( 2 , 4 , 3 , 1 ) ;  y el tercero, los de la tercera colum na: ( 3 , 2 , 1 , 1 ) .  

El rango de la m atriz A es, de acuerdo con la definición, el rango de estos tres vec

tores:

1 2 3^
2 4 2

rango .4 =  rango

0

=  rango ( ( 1 , 2 , - 1 , 0 ) ,  (2, 4,  3 , 1 ) ,  ( 3 , 2 ,  1 , 1 ) ) .

Recordando —del capítulo I— el procedim iento para calcular el rango de unos vec

tores, obtenem os:

ran go .4 =  rango ( ( 1 , 2 ,  —1 , 0) ,  ( 2 , 4 , 3 , 1 ) ,  ( 3 , 2 , 1 , 1 ) )

=  rango ((1,2, -1,0), (0 ,0 , 3 , 1 ) ,  (0, - 4 , 4 ,  i ) )

= 1 + rango ((0,0,5,1), (0,-4,4 ,1 )) = 1 + 2  =  3.
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A hora bien, vale la pena “trasladar" a m atrices el procedim iento de cálculo del 

rango de un sistem a de vectores. Así, dado que el rango de un sistem a form ado por 

un solo vector es igual a 0 o a 1 según sea este único vector nulo o no, respectiva

mente, podem os decir que el rango de una m atriz con una sola colum na es igual a 0 

si lodos sus térm inos son nulos, y es igual a 1 si alguno no lo es. Por ejem plo:

Por otra parte, como el rango de un sistem a de dos vectores es igual a 1 o a 2 
según sean los vectores proporcionales o no, respectivam ente, podem os afirm ar que 

el rango de una m atriz de dos colum nas es igual a 1 si ambas colum nas son pro

porcionales, y  es igual a 2 si no lo son (eliminado el caso trivial en el que ambas 

colum nas tuvieran todos sus términos nulos, lo que daría rango igual a 0). Con

viene precisar que el hecho de que dos colum nas sean proporcionales significa que 

es posible obtener una de ellas m ultiplicando la otra por algún núm ero, es decir, m ul

tiplicando todos los términos de esta últim a por el número. Por ejem plo, se tiene:

La prim era de estas m atrices tiene sus dos colum nas proporcionales: la segunda 

colum na se puede obtener m ultiplicando todos los térm inos de la prim era por - 2 :  

el rango es efectivam ente igual a l .  La segunda m atriz no tiene sus dos colum nas 

proporcionales (no hay form a de m ultiplicar por algún núm ero una de ellas y obtener 

la otra), asi que el rango es igual a 2.

Finalmente, cuando un sistema de vectores está form ado por tres o más, recorde

mos que lo que buscam os es reducir el problem a de calcular su rango a un sistem a 

con un vector m enos. Lo que hacem os es intentar transform ar el sistem a en otro 

nuevo, con el m ism o núm ero de vectores y con el m ism o rango que el original, pero 

tal que todos sus vectores tengan una m ism a com ponente nula excepto uno, que la 

tiene no nula; este último vector no es igual a una combinación lineal de los demás, 

y al elim inarlo dism inuye el rango en 1. La transform ación de un sistem a en otro, 

recordem os, se realiza teniendo en cuenta que el rango no varía si sum am os a un vec

tor del sistem a una com binación lineal de los dem ás, y  en particular si le sum am os 

otro del sistem a m ultiplicado por algún núm ero.

Es im portante enfatizar que, en el procedim iento anterior, se hace uso de dos 

propiedades del rango de un sistem a de vectores. Una de ellas es la citada al final del

rango

/ 2 - 4 )
1 / 2  - I  

1 - 2

/ l 3\
1 y  rango 2 4 = 2
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párrafo anterior: el rango del sistem a no varía si sum am os a un vector del sistem a 

una com binación lineal de los dem ás. La otra es esta: al elim inar un vector del 

sistem a, el rango no varía si ese vector es igual a una com binación lineal de los 

dem ás, pero el rango dism inuye en 1 si el vector no es igual a una com binación lineal 

de los dem ás. T rasladadas a m atrices, estas dos propiedades toman este aspecto:

•  el rango de una m atriz no varía si sum am os a una colum na una com binación 

lineal de las dem ás (entendiendo estas operaciones entre colum nas térm ino a 
término);

• al elim inar en una m atriz una colum na, el rango no varía si tal colum na es igual 

a una com binación lineal de las dem ás, y  el rango dism inuye en 1 si la columna 

no es igual a una com binación lineal de las dem ás.

Haciendo uso de estas propiedades, para calcular el rango de una m atriz de tres o 

m ás colum nas, podem os entonces intentar transform ar la m atriz dada en otra, del 

m ism o orden y  con el m ism o rango, pero con esta  característica: todas su s colum nas 

tienen nulo el térm ino de una m ism a posición, excepto una, que lo tiene no nulo; 

es decir, de forma que haya una fila con todos sus términos nulos excepto uno. La 

colum na a la que este  térm ino no nulo pertenezca se  puede elim inar, dism inuyendo 

el rango de la m atriz en 1 ,  y  reduciendo así el problem a al de una m atriz con una 

colum na menos.

Veám oslo con la m atriz A citada al principio de este  apartado. Intentem os trans

form ar esta  m atriz en otra, del m ismo orden y del m ismo rango, que tenga una fila 

con todos su s  térm inos nulos excepto uno; y, verbigracia, busquem os que tal fila 

sea la prim era. Hacemos para ello uso de la propiedad de que el rango no varía si 

sum am os a una colum na una com binación lineal de las dem ás. Podemos conseguir 

nuestro objetivo dejando com o está la prim era colum na (cuyo prim er térm ino es no 

nulo), y  sum ando a cada una de las dem ás esta prim era colum na m ultiplicada por 

algún núm ero de form a que el prim er térm ino que resulte sea nulo. Si sum am os a 

la segunda colum na la prim era m ultiplicada por - 2 ,  obtenem os una nueva segunda 

colum na, con térm inos ü, 0, 5 y  I ; y  si sum am os a la tercera colum na la prim era m ul

tiplicada por - 3 ,  obtenem os una nueva tercera colum na, con térm inos 0, - 4 ,  4 y  1. 

La nueva m atriz tiene el m ism o orden y el m ism o rango que la m atriz ,4, y  su prim era 

fila tiene todos su s térm inos nulos excepto el prim ero. Si en esta m atriz elim inam os 
la prim era colum na, el rango dism inuye en 1 y  reducim os el problem a a una m atriz 

con una colum na m enos. F.n resumen:

( 1 2 3'i t 1 0 o\ (0 0 \
2 4 2 2 0 - 4 0 - 4rango

- 1 3 1
= rango

- 1 5 4 = 1 + rango
5 4

^ o I V <> 1 ' y '
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Esta últim a m atriz obtenida tiene dos colum nas, y  no son proporcionales, luego su 

rango es igual a 2. Confirm am os que el rango de la m atriz A es igual a 3.

En la sección 8 verem os que el rango de una m atriz tam bién es igual al rango 

del sistem a form ado por su s vectores fila. Este resultado nos perm itirá am pliar el 

método que acabam os de describir para calcular el rango de una matriz.

Finalmente, querem os llam ar la atención sobre un resultado im portante que se 

prueba en el texto casi term inada esta  sección dedicada al rango de una m atriz: si 

una m atriz es la asociada a una aplicación lineal en unas bases, entonces la matriz 

y la aplicación lineal tienen el m ism o rango. Si la m atriz es la asociada en las bases 

canónicas, veam os con un ejem plo cóm o cerciorarse de este  resultado. Considerem os 

la aplicación lineal /  de R 3 en OS.2 definida por: f (X \ ,X 2 ,x-¿) = (X| + X2,2x\ - X3 I 
(con la que ya  trabajam os en el segundo apartado de esta Introducción). Para calcu

lar la m atriz asociada a esta  aplicación lineal en las bases canónicas, calculam os la 

imagen por /  de los vectores de la base canónica de R 3 (que es el espacio de par

tida): / < 1 , 0 , 0 )  =  ( 1 , 2 ) , /(O,  1 , 0)  =  ( 1 , 0 )  y / ( 0 , 0 , 1 )  = ( 0 , - 1 ) ;  ahora, com o la base 

elegida en R2 (espacio de llegada) es la canónica, las com ponentes de estos vectores 
obtenidos son directam ente los térm inos de las colum nas de la m atriz que buscam os: 

ésta  es:

Por otro lado, para calcular el rango de la aplicación lineal / ,  recordam os del capi

tulo II lo que debem os hacer: calculam os la imagen por f  de los vectores de la bast 

canónica del espacio de partida, para calcular a continuación el rango del sistem a que 

estas im ágenes form an; y este rango es el rango de la aplicación lineal. En concreto:

rango /  =  rango ( / ( 1 , 0 , 0 ) , /(O , l , 0 ) , / ( 0 , 0 , 1 ) )  =  rango ( ( 1 , 2 ) ,  ( 1 , 0 ) ,  ( 0 ,  -  1 ) ) .

Nótese que los tres vectores anteriores: (1,2), (1,0) y (0, -1), imagen de los de la 
base canónica de IR3, son precisam ente los vectores colum na de la m atriz G, luego el 

rango de ésta  es por definición el del sistem a form ado por ellos. Es decir, podemos 

escribir: rangoG = rango ((1,2), (1,0), (0 ,- 1 )). El rango de la aplicación lineal I  

y  el rango de la m atriz G , que la representa en las bases canónicas, es entonces el 

m ismo; es sencillo calcular que es igual a 2. Finalmente, no dejem os de en fatizar que 

si consideram os la m atriz asociada a esta  aplicación lineal f  en unas bases distinta^ 

de las canónicas, tal m atriz sigue teniendo rango igual a 2. Por ejem plo, en el segunde 

apartado de esta  Introducción calculam os la m atriz asociada a la aplicación lineal ¡

El lector puede com probar que el rango de esta  m atriz es efectivam ente igual a 2.

en las bases R = ( ( 1 , 0 , 0 ) ,  ( 1 , 1 , 0 ) ,  ( 0 , 1 ,  D)  y  B ' = ( ( 1 , 0 ) ,  ( 1 , 1 ) ) :
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Transform aciones elem entales de una m atriz  Al hablar de transformación 
elemental, nos referim os a cierto tipo de transform aciones que realizarem os sobre 

las m atrices. Estas transform aciones serán de tres tipos diferentes, que en el texto 

designam os con las etiquetas 1, II y  III.

Una transform ación elem ental de tipo I no es m ás que el intercam bio de dos 

filas, dejando las restantes filas inalteradas. Por ejem plo, considerem os la siguiente 

m atriz:
(2 -  2 0 !■')

1 0 1 0
0 - 1 3 2
3 1 -  1 0

U - 1 - 1 V
Una transform ación elem ental de tipo I que afecte a esta matriz puede ser esta: in

tercam biar las filas prim era y  tercera. Esta transform ación se designa así: F\ — F i, y  

se escribe:

( 2 - 2 0 1 \ (0 - 1 3 2\
i 0 1 0 ] 0 1 0
0 - 1 3 2 Ft ~ F ] 2 - 2 0 1

3 1 - 1 0 3 1 - i 0
-  1 - 1 1 ) \2 - 1 - 1 V

Se aprecia que la segunda m atriz difiere de la prim era en que las filas prim era y 

tercera están intercam biadas; las restantes filas se han quedado como estaban.

Una transform ación elem ental de tipo 11 es la m ultiplicación de una fila por un 

núm ero no nulo (es decir, la m ultiplicación de todos los térm inos de una fila por 

un m ismo núm ero no nulo), dejando las restantes filas inalteradas. En la m atriz 

que hem os considerado en el párrafo anterior, podem os efectuar, verbigracia, esta  

transform ación de tipo II: m ultiplicar la segunda fila por 3; se denota así: F¿ — 3F¿, y  

se escribe:
(2 - 2 0 1 \ (2 -2 0

1 0 1 0 3 0 3 0
0 - 1 3 2

F>-iF¿ 0 - 1 . 3 2
3 1 - i 0 3 1 0

1.2 - 1 - i V 1.2 - I - 1 1 /

La segunda m atriz difiere de la prim era sólo en los térm inos de la segunda fila, que 

han quedado, todos, m ultiplicados por 3.

Finalmente, una transform ación elem ental de tipo ID supone sum ar a una fila otra 

m ultiplicada por un núm ero (nulo o no). Es decir: se sustituye una fila por la sum a 

(término a término) de ella m ism a y el resultado de m ultiplicar todos los térm inos de 

otra por un m ism o número, y las restantes filas se dejan inalteradas, incluida la que 

se m ultiplica por el número. Para la m atriz que venim os considerando como ejem plo,



III. MATRICES

una transform ación elem ental de tipo ¡li es, verbigracia, esta: sum ar a La prim era fila 

la cuarta m ultiplicada por 2. La denotam os así: Fj — F| + 2F4, y  se escribe:

(2 _2 0 1^
I 0 J 0
0 - 1 3 2
3 i - 1 0

u - 1 - 1 1 )

(& 0 _ 2 i \
1 0 1 0
0 - 1 3 2
3 1 - 1 0

V2 - 1 - 1 V

F1 -Fi + 2F4

Notemos que la única fila que se ha transform ado es la prim era: hem os sumado, 

término o término, a la prim era fila de la prim era m atriz la cuarta m ultiplicada por 2 : 

las restantes filas, incluida la  cuarta, se han quedado como estaban.

Una propiedad m uy importante de las transform aciones elem entales es que con

servan el rango, esto es: si en una m atriz llevam os a cabo una transform ación cíe

me ni al (del cualquiera de los tres tipos), la m atriz que obtenem os tiene el mismo 

rango que la  original. El lector lo puede com probar como ejercicio con las matrices 

de los ejem plos anteriores: todas tienen rango igual a 4.

Nota Las transformaciones elementales que consideramos son transformaciones por filas. 

porque sólo afectan a filas: son filas las que se intercambian, son filas las que se mul
tiplican por un número, y son filas las que se suman a otra previamente multiplicada 
por un número. Sin embargo, es posible, de forma totalmente análoga, definir transfor 
maciones elementales por columnas: intercambiar dos columnas (tipo I), multiplicar una 

columna por un número (tipo II), y sumar a una columna otra multiplicada por un mimen 
(tipo III). Las transformaciones elementales por columnas también conservan el rango. Si 
nos fijamos bien, la transformación por columnas de tipo III es precisamente la clase de 
transformación que llevábamos a cabo para “hacer ceros" en la fila de una matriz cor 
vistas a calcular su rango. a

A ntes de presentar aquí la siguiente propiedad de las transform aciones elem en

tales que querríam os reseñar, estudiem os un ejem plo que nos ayudará a com prender 

de qué trata tal propiedad. Considerem os esta m atriz:

/
A =

V - i

1 1 1\
4 6 0
0 - 1 2)

Su rango es igual a 2, como puede calcular el lector. Vam os a intentar, mediante 

transform aciones elem entales sucesivas aplicadas a la m atriz A, llegar a una matriz 

de este tipo:
/]  0 - -\

0 1 - - .  (2
^0 0 0 0/



(Las puntos: V ,  señalan posiciones ocupadas por núm eros sobre los que no hay 

ninguna limitación: pueden ser nulos o no, iguales a l o  no.) Esta m atriz es del m ismo 

orden que A\ notem os cómo es: sus dos prim eras colum nas son las dos prim eras 

colum nas de la matriz identidad 1 $, su última fila tiene nulos todos los térm inos, y 

los térm inos restantes pueden ser núm eros cualesquiera. Las colum nas coincídentes 

con las de la m atriz identidad son tantas como m arca el rango: dos en este caso, y  la 

cantidad de filas con los términos nulos son tantas como m arca la diferencia entre el 

núm ero de filas de la m atriz y  el rango: 3 -  2 = 1  en este caso.

En primer lugar, tratam os de llegar a una m atriz cuyos térm inos de la prim era 

colum na sean 1 ,  0 y  0 (dicho de otra form a: cuyo prim er vector colum na sea  ( 1 ,0 ,0 )). 

Lo prim ero que hacem os es procurarnos un 1 en la  posición ( 1 , 1 ) ,  donde ahora 

hay un 0, y  una form a de conseguirlo podría ser esta: primero, intercam biar las 

filas prim era y  segunda, lo cual proporciona un 2 en la posición ( 1 , 1 ) ;  segundo, 

m utiplicar la  nueva prim era ñ la por 1 / 2 ,  lo cual term ina de transform ar el término 

de esa posición en 1 .  Esto es:

í  0 1 i 1 \ f  2 4 6 0\ / 1 2 3 ° \
2 4 6 0 r, 0 1 1 1

Fj-(1/2)F¡ 0 1 1 1
V - i  0 - 1 2 ) \~ i 0 - 1 2/ l - l 0 - 1 2/

Ahora nos resta conseguir que el término de posición ( 3 , 1 )  sea igual a 0, y  una 

form a de lograrlo es m ediante una transform ación elem ental de tipo ni; en concreto, 

nos sirve esta: F t, -  Ej +  F\ (sum ar a la tercera fila la primera). Obtenemos:

(  1 2 3 ° \ n 2 3 0\

í °
1 1 i

F3-F3+F1 0 1 1 1
l - l 0 - 1 2 ) lo 2 2 2 /

En segundo lugar, desde la m atriz que acabam os de oblener tratam os de llegar a 

una m atriz cuyos térm inos de la segunda colum na sean 0, 1 y  0, pero sin que los de 

la prim era dejen de ser 1 ,  0 y 0; es decir, tratam os de llegar a una m atriz cuyos dos 

prim eros vectores colu m n a sean ( 1 , 0 , 0 )  y  ( 0 , 1 , 0 ) .  El prim er paso sería procurarse 

un 1 en la  posición (2,2) ,  pero ya lo tenem os, así que sólo resta “transform ar" en 

nulos los térm inos de posición ( 1 , 2 )  y  (3 , 2) .  Para conseguir esto últim o sin afectar 

a la prim era colum na, debem os llevar a cabo sendas transform aciones de tipo III: 

sum ar a la prim era fila  la segunda m ultiplicada por - 2  (para el término de p osi

ción ( 1 , 2)) ,  y  sum ar a la  tercera fila la  segunda también m ultiplicada por - 2  (para el 

deposición  (3,2)).  Obtenemos:
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Y ya hem os llegado, m ediante transform aciones elem entales sucesivas aplicadas a la 

m atriz A, a una m atriz com o la escrita  en (2): su s  dos prim eras colum nas son las dos 

prim eras colum nas de la m atriz identidad I ¡  y  su  últim a fila tiene todos los términos 

nulos.
Lo que acabam os de hacer con la m atriz A adm ite generalización. El resultado 

general es este : dada una m atriz de orden (n ,m ), de rango igual a r  > 1 ,  y  con su s r 
prim eros vectores colum na linealm ente independientes, es posible obtener, mediante 

transform aciones elem entales (por filas) su cesivas aplicadas a  la m atriz dada, una de 

este tipo:
/I 0 . . 0 í7l(r+l i . . .  t?lm^

0 1 . 0 a 2(r+l) . . .  a 2m

0 0 . . 1 arlr+D arm
0 0 . . 0 0 . . .  0

\o 0 . . 0 0 . . .  0 )

r  m -  r

(Los núm eros a'U r _ u  a ’rm  pueden ser cualesquiera.) Esta m atriz, de orden ( n ,  m

—com o la dada—, puede describirse asi: su s r  prim eras colum nas (tantas com o el 

rango) son las r  prim eras colum nas de la m atriz identidad /„; su s  n - r  últimas 

filas (tantas como la diferencia entre el núm ero de filas de la m atriz dada y  el rango 

tienen todos su s términos iguales a  0; y cada uno de los restantes térm inos, que son 

los situados entre las colum nas ( r  +  l)-csim a  y  m -ésim a y entre la filas prim era \

r-ésim a (es decir, los denotados por n'l(,.+ ll...........a ’,-,,,)- puede ser igual a cualquier

número; nótese que estos últim os térm inos ocupan m - r  colum nas (tantas com o la 

diferencia entre el núm ero de colum nas de la m atriz dada y el rango).

Nota bene La matriz A que nos ha servido de ejemplo verifica las hipótesis de este re
sultado para n = 3, m = 4 y r  = 2, pues es de orden (3,4), su rango es igual a 2, \ 
sus dos primeros vectores columna son linealmente independientes (éstos son (0,2, - 1  
y ( 1 ,4,0),  que no son proporcionales). Se aprecia que el tipo de matriz escrito en (2), al 
cual queríamos llegar a partir de la matriz ,4, se ajusta al formato dado en (3). A

Quizá llame la atención en este resu ltado la exigencia de que los r  prim eros vec

tores colum na de la m atriz de partida tengan que ser linealm ente independientes. 

Si esto  no ocurre, es decir, si los r  prim eros vectores colum na de la  m atriz de par

tida no son linealm ente independientes, tam bién es posible obtener una m atriz come 

la (3) mediante transform aciones elem entales su cesivas aplicadas a la m atriz de par

tida, pero ya no podem os exigir que todas estas transform aciones elem entales sean
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por filas: alguna —y quizá m ás de una— deberá ser por columnas. Realmente, con 

transform aciones por colum nas de tipo I (intercam bio de colum nas) será suficiente. 

Considerem os, por ejem plo, esta  matriz:

B -

Su rango es igual a 2, y  su s tres vectores colum na son  ( 1 , 2 ,  - 1 ) ,  (2 ,4 , - 2 )  y ( 0 , 1 , 1 1. 
Los dos prim eros no son linealm ente independientes (nótese que son proporciona

les), pero el prim ero y  el tercero si lo son. Si intercam biam os las colum nas segunda 

y  tercera (una transform ación elem ental por colum nas de tipo 1), obtenem os:

m atriz que sí tiene su s dos prim eros vectores colum na linealm ente independientes. 

Esta m atriz sí podrá ser llevada, m ediante transform aciones elem entales sucesivas 

exclusivamente por ¡Has, a una m atriz de la form a (3), que en este caso particular 

tom a este aspecto:
/ I  0 

0 1
V o  o  o /

(nótese que n =  3, m  =  3  y  r  =  2 , con lo que n -  r  =  1 y m -  r  =  1). Buscam os 

prim ero llegar a una m atriz que tenga en la prim era colum na los térm inos 1 , 0 y  0 :

/ 1  0 
2 1

V 1 1

2\

4
- 2 /

1 0 A n 0 2 \F2 ~ F ,  2F| 0 1 0
F > - F , ± r ,

0 1
0'

v - l 1 - V \0 1 0 /

A  continuación buscam os una m atriz cuyos térm inos de la segunda colum na sean i 

1 y  0, pero sin alterar los que ya hay en la prim era colum na. Con una sola transfor

mación m ás terminamos:

f l  0 2\ n 0 2\0
0 1

0lo 1 0 / \0 0 0 /

Podem os decir que esta  últim a m atriz ha sido obtenida a partir de la m atriz B tras la 

aplicación a ésta  de transform aciones elem entales sucesivas: la prim era de ellas, un 

intercambio de colum nas; las restantes, transform aciones por filas.

Hemos visto, entonces, que a partir de una m atriz de orden (n, m ). de rango igual 

a r  »  1 ,  y  con su s r  prim eros vectores colum na linealm ente independientes, puede
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obtenerse, tras aplicarle sucesivam ente ciertas transform aciones elem entales p or fi

las, una m atriz de la  form a (3). No querem os term inar este apartado sin fijarnos en 

algunos casos particulares. Cuando la m atriz ríe partida tiene rango igual al número 

de filas: r  =  n, entonces resu lta  n - r  =  0, y en la m atriz (3) correspondiente “d esa

parecen” las filas inferiores que tengan todos su s  térm inos nulos. Si, por ejem plo, la 

m atriz de partida es de orden (2, 4)  y  su rango es igual a 2 , entonces llegam os, tras 

las transform aciones elem entales pertinentes, a  una m atriz asi:

Por otra parte, cuando el rango es igual al núm ero de colum nas: r  = m , entonces 

resulta m - r  = 0, y  en la m atriz (3) correspondiente desaparecen las colum nas de 

la derecha que contengan los térm inos que denotam os por u'l (r , n , . . . ,  a'rm. Por 

ejem plo, a partir de una m atriz de orden (4,2)  de rango igual a 2, y  tras las transfor

m aciones elem entales oportunas, obtenem os esta  matriz:

Finalmente, si acontece que la m atriz de partida tiene rango sim ultáneam ente igual al 

núm ero de filas y  al núm ero de colum nas: r  =  n = m  (en particular, es cuadrada), en-

su s términos nulos) com o las colum nas de la derecha (con los térm inos denotados

por u'l (r_ n  a'rm), V- 1 °  due queda es una m atriz identidad: la del m ismo orden

que la m atriz cuadrada de partida. Por ejem plo, s i  partim os de una m atriz cuadrada 

de orden 3 y  de rango igual a 3 , obtenem os, tras las transform aciones elem entales 
necesarias, la m atriz identidad h :

In ve rsa  ele una m atriz  cu ad rada  La inversa de una m atriz cuadrada e s  otra 

m atriz (también cuadrada, y del m ismo orden que la prim era) tal que el producto de 

am bas, tanto en un orden com o en el otro, es igual a la m atriz identidad. Más en 

concreto, la  inversa de una m atriz A cuadrada d e  orden n es otra m atriz B, también 

cuadrada de orden n, para la cual se verifica: A B  =  BA  =  /„. Considerem os, por 
ejem plo, estas dos m atrices:

í\  ()\
0 I
0  o 
\0 o)

tonces en la m atriz (3) correspondiente desparecen tanto las filas de abajo (con todos
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Podemos decir que la m atriz B  es inversa de la  m atriz ,4, pues se verifica:

1 0 
1 1

1  0 
0 1

1 0
- 1  1

1 0 
0 1

Nótese que también podem os decir, por la m ism a razón, que la m atriz A es inversa 

de la m atriz B: son inversas una de la otra.

Cuando una m atriz cuadrada adm ite inversa, se  dice que es invertidle. No to

das las m atrices cuadradas son invertibles. Por ejem plo, una m atriz nula cuadrada, 

de cualquier orden, no es invertible, pues su producto con cualquier m atriz es una 

m atriz nula, de ninguna form a una m atriz identidad. Cuando una m atriz A  es inver

tible, adm ite solam ente una inversa, que se denota: A ' 1. Con las m atrices .4 y  B  del 

ejem plo del párrafo  anterior, podem os escribir: A ~1 =  B; y también: B - 1  =  A.
En el texto se prueba un criterio m uy importante para saber si una m atriz cua

drada dada es o no invertible: una matriz, cuadrada es invertible si y  solam ente si su 

rango toma el m ayor v alor posible (es decir, s i y  solam ente si su rango coincide con 

su orden, que es el núm ero de su s filas y  también el de su s colum nas). Por ejem plo, 

en el apartado anterior trabajam os con esta matriz:

Es una m atriz cuadrada de orden 3 , pero su rango es menor que 3  (es igual a 2 , en 

concreto). No es, pues, invertible: no hay ninguna m atriz cuadrada de orden 3 cuyo 

producto por R sea igual a la m atriz identidad /3. Por el contrario, considerem os esta 

matriz:

Tam bién es cuadrada de orden 3, y  su  rango —com o puede calcular el lector— sí es 

igual a  3. Estam os, pues, ante una m atriz invertible: s í existe alguna m atriz cuadrada 

de orden 3 cuyo producto por C  es igual a la m atriz identidad ¡3\ tal matriz, es la 

inversa de C, que se  denota C *.

Pero, ¿cóm o calcular la inversa de una m atriz cuadrada de la cual sabem os que 

es invertible? Las transform aciones elem entales nos proporcionan un procedim iento 

para este cálculo. Recordem os —del apartado anterior— que a partir de una m atriz 

se puede llegar, m ediante transform aciones elem entales sucesivas, a una matriz, de 

la form a (3) (cf. p. 168). Si la  m atriz de partida es cuadrada e invertible, entonces 

su rango coincide con el núm ero de su s filas y  con el núm ero de su s colum nas, y la 
m atriz de la form a (3) que corresponde en este  caso —recordem os lo visto  al final del

1 2 0\ 
C = 2 2 1

1 - 1  - 3  W
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apartado citado— e s  la m atriz identidad del m ism o orden que la m atriz de partida. 

Es decir: m ediante transform aciones elem entales sucesivas aplicadas a una matriz 

cuadrada invertible, es posible obtener la m atriz identidad. F.n el texto se prueba 

un resultado que nos proporciona el método buscado para calcular la inversa: las 

m ism as transform aciones elem entales sucesivas, y  en el m ism o orden, que permiten 

obtener la m atriz identidad a partir de la m atriz invertible perm iten a su vez obtener 

la inversa de la m atriz a partir de la m atriz identidad. Más concretam ente: si A  es una 

m atriz cuadrada de orden n, invertible, puede obtenerse la m atriz identidad /„ (la del 

m ismo orden que A)  a parl ir de A m ediante transform aciones elem entales sucesivas: 

estas m ism as transform aciones, en el m ism o orden, se aplican ahora sobre /„ y  obte

nem os com o resultado precisam ente A - 1 . A m odo de ejem plo, calculem os la inversa 
de la m atriz C  del párrafo anterior. I.o prim ero que debem os hacer es aplicar trans

form aciones elem entales sucesivas a la m atriz C  hasta obtener la m atriz identidad / 

(la del m ism o orden que C).3 Obtenem os en la prim era colum na los térm inos 1 , 0 y 0 

tras dos transform aciones elem entales:

1 2 °\ 1 2 o\ 1 2
2 2 1

F2 ~ F 2 - 2 F ¡ 0 -2 1 F¡ -  F¡ + F, 0 -2 1'
v-i -2 l ) v-i -2 i; lo 0 17

obtenem os en la segunda colum na los térm inos 0 , 1 y  0 (sin perturbar los de la 

prim era) con dos transform aciones más:

/I 2 0\ 2 0  V n 0 1
0 1 F . - l - 1/21 F j 0 1 -1/2 F, - F ,  - 2F, 0 1 -1/2C.

lo 0 1 j vo 0 1 ) lo 0 1

y, finalm ente, obtenem os la últim a colum na con los térm inos 0 , 0 y  1 (sin variar la1- 
dos prim eras) con otras dos transform aciones más:

/I 0 1 él 0 0 \ a 0
0 1 - 1 ./2 0 1 —1/2 J

F,-F,-(|/2)F, 0 1
0lo 0 1  ) lo 0 1 J vo 0 i j

y  ya hem os llegado a la m atriz identidad /¡. A  continuación, debem os aplicar estas 

m ism as seis transform aciones elem entales, y en el m ismo orden en el que las hemos 

ido obteniendo, a la m atriz identidad /3. La m atriz a la que finalm ente llegarem os

3Nótese que la matriz C tiene sus tres vectores columna linealmente independientes, pues su rangi 
es igual a 3: es suficiente, pues, trabajar con transformaciones por filas. Esto ocurre asi con cualquier 
matriz invertible: no es necesario trabajar con transformaciones por columnas.
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será  la inversa C '.  Resulta:

F..-F2-2F,

F-,-i -1/2)F.

1 O 0\
-2 I O 

O O 1

F1 -F1 -F3
1 - 2  1

1 - 1 / 2  

1 O

F.sta últim a m atriz es, com o hem os dicho, la inversa de la m atriz C:

\ ( ~ l 1 0\

r

■i.*rsjl-i-l

• -1/2 0
) V 1 0 1

í - 2

0 f ¿ - f 2 4 (1/2)F3 3/2 -1
1/ 1 -1

- 1

-2 I - 1
C _l =  3 / 2  - 1 / 2  1 / 2

1 - 1 / 2 I

El lector puede verificar que efectivam ente el producto de esta m atriz por la m atriz C, 

en un orden y  en el otro, es igual a la m atriz identidad ly. CC  1 = C 1C =

Traspuesta de una matriz. Dada una m atriz 4  de cualquier orden (n ,m ), su 

traspuesta, que. se  denota: A ', es otra m atriz de orden (m ,n ) tal que los términos 

de su s m filas son los térm inos de las m  colum nas de .4, y  los térm inos de su s n 
colum nas son los de las n filas de A .4 Veám oslo con un ejem plo. Considerem os esta 

m atriz:
a  3 - r
>0 2 4 ,

.4 =

Es de orden (2, 3) ,  así que su traspuesta: ,4 ', es una m atriz de orden (3 , 2) .  Infor

malmente, lo que en la m atriz A son filas, en la m atriz 4 '  son colum nas, y  viceversa; 

m ás en concreto, los térm inos de la prim era fila de .4 son los térm inos de la primera 

colum na de 4 ' ,  y los térm inos de la segunda fila de 4  son  los de la segunda colum na 

de 4 ' .  La m atriz A'  es, pues, la que tiene com o térm inos de su  prim era colum na los 

núm eros 1 , 3  y  - 1 ,  y com o térm inos de su  segunda colum na los núm eros 0, 2 y  4:

4 '  =

4Más formalmente: la matriz 4' tiene por vectores fila los vectores columna de la matriz .4 (en el 
mismo orden), y tiene por vectores columna los vectores fila de la matriz 4 (también en el mismo 
orden).
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Otro ejem plo. Considerem os estas m atrices:

r v\
(l o 2 ) y

0l 4 )

La prim era es una m atriz fila, esto es, con una sola fila, que se transform ará en una 

única colum na al trasponer, es decir, su traspuesta es una m atriz columna; sus tér

m inos son obviam ente los m ism os que los de la m atriz fila original. Análogam ente, la 

segunda m atriz de las anteriores, que es una m atriz columna, tendrá por traspuesta 

una m atriz fila. Las traspuestas de las dos m atrices son, respectivam ente, las siguien

tes:
/ 1 \

0

V I
y ( - 1  o 4 ) .

Nota bene Si una matriz es cuadrada, su traspuesta es otra matriz cuadrada del mismo
orden. k

En el texto figuran varias propiedades de la trasposición de m atrices. Nos interesa 

destacar aquí la  última: el rango de una m atriz y el de su traspuesta coinciden. O 

dicho de otra form a (que ya apuntam os en el apartado dedicado al rango): el rango 

de una m atriz también es igual al rango del sistem a form ado por sus vectores fila. 

Este resultado tiene una consecuencia práctica im portante: las propiedades que ya 

conocem os del rango de una m atriz también son válidas cam biando colum nas por 

filas; en concreto:

• el rango de una m atriz no varía si sum am os a una fila una com binación lineal 

de las dem ás;3

• al elim inar en una m atriz una fila, el rango no varía si tal fila es igual a una 

com binación lineal de las dem ás, y  el rango dism inuye en 1 si la fila no es igual 

a una com binación lineal de las dem ás.

Asim ism o, el procedim iento que describim os para calcular el rango de una matriz 

sigue siendo válido si cam biam os colum nas por filas y  viceversa. De acuerdo con esto, 

e l rango de una m atriz con una sola fila es igual a 0 si todos su s térm inos son nulos, 

y  es igual a 1 si alguno es no nulo; por ejem plo:

rango (o 0 ü) = 0 y  rango (() - 2  0 l )  =  l .

Y el rango de una m atriz de dos filas (supuesto que no todos los térm inos son nulos, 

lo que supondría rango 0) es igual a 1 si am bas filas son proporcionales, y  es igual

’ Entendiendo estas operaciones entre tilas también término a término.
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a 2 si no lo son;6 verbigracia:

rango 1 - 2  

2 - 4
=  1 y rango 2 -3 

1 1

Finalmente, para calcular el rango de una m atriz con tres filas o m ás, podem os inten

tar transform ar la m atriz dada en otra, del m ism o orden y  con el m ism o rango, con 

esta  propiedad: una de sus columnas tiene nulos todos los términos excepto uno; la fila 

a la que este  térm ino no nulo pertenezca se  puede elim inar, dism inuyendo el rango 

de la m atriz en 1, y  reduciendo de esta  form a el problem a al de una m atriz con una 

fila m enos. (Recuérdese que para una m atriz de tres colum nas o m ás proponíam os 

intentar transform arla en otra que tuviera una fila con todos los térm inos nulos ex

cepto uno, y  que elim inábam os la colum na a la que este  término no nulo pertenece, 

dism inuyendo el rango en 1.) A  m odo de ejem plo, calculem os el rango de esta  m atriz 

de tres filas y  cuatro colum nas:

H =

Buscam os, pues, transform arla en otra, del m ismo orden y  con el m ismo rango, que 

tenga alguna colum na con todos su s térm inos nulos excepto uno. Intentem os, ver

bigracia, que tal colum na sea la cuarta. Podem os dejar la prim era fila com o está 

(ya tiene no nulo su térm ino de la cuarta columna), y  sum am os a la segunda fila la 

prim era m ultiplicada por - 1 ;  esta  operación arro ja  una nueva segunda fila, de tér

m inos - 1 ,  2, 1 y 0. A  continuación, elim inam os la prim era fila y  el rango dism inuye 

en 1 . Obtenemos:

¡2 -2 0 1
1 0 1 1

\3 1 -1 0

(2 _2 0 1\ ( 2 -2 0
rango 6 = rango 1 0 = rango -1 2 I

°\3 1 -1 0 / y, 3 1 -1 0 }

-1 2 1 0\
= 1 + rango 1 3 1 -1 0 j  = l+  2 = á.

La última m atriz que hem os obtenido, tras elim inar la prim era fila, tiene d os filas 110 
proporcionales, luego su rango es 2 . La m atriz B  tiene finalm ente rango igual a 3.

Quizá el lector se  h aya percatado, en el cálculo del rango anterior, de que la ope

ración que hem os llevado a cabo entre las filas segunda y prim era de la m atriz B 
para “anular" el térm ino de posición (2, 4)  (cuyo valor original era 1)  es realm ente

''La “proporcionalidad" de filas se debe entender de manera análoga a la de columnas: dos filas 
son proporcionales si es posible obtener una de. ellas multiplicando la otra por algún número (esto es, 
multiplicando todos los términos de esta última por el número).
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una transform ación elem ental por filas de tipo III; en concreto: F¿ — F¿ -F\.  Ya sabe

mos que las transform aciones elem entales por filas, y  también las transform aciones 

elem entales por colum nas, no hacen variar el rango de una m atriz.

En la  práctica, el rango de una m atriz se calcula conjugando el método que aca

bam os de ejem plificar con la m atriz B anterior (buscar una colum na con todos los 

térm inos nulos salvo uno) con el m étodo ya descrito en el apartado dedicado al rango 

unas páginas más atrás (buscar una fila). En definitiva, esto  supone “hacer ceros” en 

la m atriz con la ayuda de transform aciones elem entales de tipo in (tanto por filas 

como por columnas), buscando las filas o las colum nas con todos sus térm inos nulos 

excepto uno; ya sabem os que cuando tengam os una tal fila o columna, podrem os 

reducir el problem a al de una m atriz con una colum na m enos o con una fila menos. 

Por otra parte, si en algún mom ento del proceso nos encontram os con alguna fila, 

o con alguna columna, que sea com binación de las dem ás, sabem os que podrem os 

elim inarla sin que el rango varíe; en particular, se pueden eliminar, sin v ariar por ello 

el rango, las filas o las colum nas que tengan todos sus térm inos nulos.

Veam os un último ejem plo de cálculo de un rango, el de esta matriz:

T -=

Intentem os hacer ceros en la prim era columna, donde ya hay dos. D ejam os el 1  de la 

posición ( 1 , 1 )  como está ,7 y aplicam os transform aciones elem entales de tipo III para 

¿mular los térm inos de posición ( 3 , 1 )  y  ( 4 , 1 ) ;  con las transform aciones P? — F¿ - F, 
y F4  — F4  -  2F\ lo conseguim os:

n - ] 0 3\
0 ] 2 1
1 0 2 3
2 1 6 9

vo - 2 3 O)

ŷ  podem os ecribir:

n  - 1 0 33
0 1 2 1 T - t-¡
1 0 2 3

F4-F4-
2 1 6 9

\o  - 2 3 O)

( l - 1 0 3\
0 1 2 1

rango 0 1 2 0
0 3 6 3

lo _■> 3 0 /

( 1 - 1 0 33
0 1 2 1
0 1 2 0
0 3 6 3

VO - 2 3 O/

= 1 + rango

( 0 1 2 1 \
0 1 2 0
0 3 6 3

V» - 2 3 O)

' Quizá se haya dado cuenta el lector de que al buscar una tila o una columna con todos sus términos 
nulos, excepto uno, resulta más cómodo que el término no nulo sea igual a 1. Detalles como este se 
aprenden poco a poco con la práctica.
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después de elim inar la prim era lila. Pero dém onos cuenta de que ahora tenem os 

una colum na con lodos su s térm inos nulos: si la elim inam os, el rango no varía. Es 

habitual llevar a cabo estos dos últim os pasos de una vez: cuando ya  tenem os una 

colum na con todos su s  térm inos nulos excepto uno, elim inam os la fila que corres

ponde al térm ino no nulo, y  tam bién elim inam os la propia colum na; este proceso 

hace dism inuir el rango en 1 , y  nos lleva a una m atriz con una fila  m enos y con una 

colum na m enos. (Lo m ism o se haría si, en vez de una colum na, tuviéram os una fila 

con todos su s  térm inos nu los salvo uno.) Esquem áticam ente:

rango T  = rango

f  1 - 1 0 3

0 1 2 1
0 1 > 0
0 3 (i 3

Vo - 2 3 0

=  1 + rango

1 2 1
1 2 0
3 6 3
2 3 0

En esta últim a m atriz, podem os darnos cuenta de que la tercera fila es proporcional 

a la primera, con lo que e s  posible decir de ella que es igual a una com binación lineal 

de las dem ás lilas; elim inándola, no varía el rango:

rango T = 1  + rango

2 
2

3  6 
- 2  3

n
0
3
0

=  1 +  rango

En la  última m atriz obtenida, ya tenem os una colum na con todos su s térm inos nulos 

excepto uno:

rango 7 =  1 +  rango

1 2 l \

1 2 0
- 2 3 0

=  1 + 1 +  rango U a.
La m atriz final tiene rango igual a 2, pues su s dos filas no son proporcionales (tam

poco son proporcionales, por supuesto, su s dos colum nas). Finalmente: rango T  = 4.
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III. 1 DEFINICIÓN DE MATRIZ

1. D efin ición  de m atriz  Sea ( & , + , - )  un cuerpo y sean n y m  núm eros enteros 

positivos. Una m atriz  .4 con térm inos en K  de ord en  ( n , m )  es una disposición 

de n ■ m elem entos de K en form a rectangular en n filas y  m  colum nas, de las que 

direm os son las filas  y  co lum nas de la m atriz .4.

Del elem ento de K que en una m atriz ,4 está  situado en la fila i-ésim a y  en la 

colum na j-ésim a  direm os es el térm ino de .4 de posición ( t , j ) ;  se  le suele deno

tar: a ¡ j .

La notación habitual para la m atriz ,4 es:

.4 =

/ « l l a t2 ■ a i j  ■ a  i m '
a ¿ \ a 22 ■ d  2 j ai , , .

a , i a 12 ■ a u  • Cl 11),

U i a n¿ a  nj a,,,,, /

donde los térm inos de la /-ésima fila (1 <  i <  n )  son:

a  n , a  i 2 , ■ ■ ■, a ,nu 

y los térm inos de la ./-ésima colum na (1 «; j  «  m) son:

a i/ . a 2j< a nj.

Tam bién se adopta la notación:

A = i a ¡ j ; 1 c i í  n, 1 < j  < m ) ,

o bien (cuando no h ay riesgo de confusión): A = (a¡j)-
De dos m atrices 4  = ( uj , )  y B = (b ¡j j  con térm inos en K , am bas de orden (n, m • 

direm os son igu ales si:

a ¡ j  = b¡j para cada i. < i < n  y  cada 1 <  j  <  tn,

y escribirem os: A = B.

Nota Sólo se define la igualdad de dos matrices cuando ambas matrices son del mismi 
orden. a
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EJEMPLO 1 Consideremos el cuerpo (R, +,  •). De una matriz con términos en R diremos es una matriz 
real. Tomemos n = 3 y m = 2. Una matriz real de orden (n, m) = (3,2) es una disposición 
de 3 • 2 = 6 números reales en 3 filas y 2 columnas. Por ejemplo:

A =

es una matriz real de orden (3,2): tiene 3 filas y 2 columnas. El término de A de posi
ción (1 ,2),  que podemos denotar <¡i2, es el número real situado en la primera fila y en la 
segunda columna; es decir:

a i2 = v2.

El término de A de posición (3,2):  ay>, es el número real situado en la tercera fila y en la 
segunda columna: tf;(2 = 1 1 2 .

También podemos denotar la matriz A de la forma:

2. Tipos de m atrices  De una m atriz con térm inos en K de orden ( 1 , m ) direm os 

Matriz fila es una m atriz fila. Es decir, una m atriz fila es una m atriz con una so la  fila.

De una m atriz con términos en K  de orden (n , 1)  direm os es una m atriz  colum na. 

Es decir, una m atriz colum na es una m atriz con una sola columna.

EJEMPLO 2 La matriz real:
(1 -1  0 )

es una matriz fila de orden ( 1 , 3) .

Nota bene Al escribir una matriz de la forma (4) no se escribe ninguna coma; por tanto, 
no hay que confundir la matriz fila, con términos reales, (l - 1  0) con la terna de
números reales: ( 1 , - 1 , 0 ) ,  donde sí se utilizan comas. A

La matriz real;

es una matriz columna de orden (3, 1) .
La matriz real:

( 2)

es una matriz real de orden ( 1 , 1 ) ,  y por consiguiente es tanto una matriz fila como una matriz 

columna. No se debe confundir la matriz real (2) con el número real 2.
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Sea A una m atriz con térm inos en K. De A direm os es una matriz cuadrada de 
Matriz cuadrada orden n si A  es de orden (n , n ), es decir, si tiene tanto n filas como n colum nas.

Si .4 es una m atriz cuadrada de orden n, de los términos de posición ( 1 , 1 ) ,  

( 2 , 2 ) , . . . ,  (n , n) direm os son los térm inos de la diagonal principal de A.
De la m atriz cuadrada de orden n que tiene sus términos de la diagonal principal 

Matriz identidad iguales a 1 ,  y  sus restantes térm inos iguales a O, direm os es la matriz identidad, o
(o unitaria) unitaria, de orden n, y se denota: /„ ; es decir:

Í 1 O 
O 1

0\
O

\o  O . . .  1 /

EJEMPLO 3 La matriz real:

es cuadrada de orden 3: tiene tres filas y tres columnas. Los términos de la diagonal principa] 
de A son: 2, 1/3 y 0.

Las matrices identidad reales de orden 2 y 3 son:

Matriz nula De una m atriz con térm inos en K direm os es una matriz cero (o matriz nula), \ 
la denotarem os: O, si todos su s térm inos son iguales a 0.

EJEMPLO 4 Las matrices reales:
(0) ,  (0 0 0)

son tres matrices nulas, de órdenes respectivos: f 1 , i ), ( 1 ,3) y (2 ,3).

\cln\ &n 2 Ufij & n m J
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EJEMPLO 5

EJEMPLO 6

Sea 1  j  <  m. Se define la./'-ésima matriz columna de la matriz ,4, que se denota: A¡, 
com o aquella m atriz colum na de orden (ti, 1 ) cuyos términos son los de la j-ésima 

colum na de A. Es decir:

A/ ~

U ij\
a>j

\L'n j /
Utilizando las m atrices colum na de la m atriz .4, la notación por columnas de A  es:

A = ( A i  I A '2 I . . .  I A„,

Notación Las matrices columna de la matriz identidad /„ (n > 1) se denotan: E \, E¿ £»;
es decir:

£ 1 =

n \ /o \ / ° \
0

1 £2 =
1

........E„ =
0

Voy Voy w
y /„ = (£| E¿ . . .  I E „).

Sea A la matriz con términos en

4  =
2 1 0 
1 I 1

Las matrices columna primera, segunda y tercera de A son:

A\ =
1 / '

4 2 = y a 3 =

La matriz 4  se puede escribir también: 4  = (4| | 4 2 | 43 ). 

Consideremos las matrices columna reales de orden ( 3 , 1 ):

( 3\ / i\

C = 0 • D =  1
y £  = 1

a y \\)
Con estas matrices columna podemos formar, por ejemplo, la matriz:

4  = (C | D | E) =

cuyas matrices columna son: 4 ,  = C, A2 = D y 4;j = E- También podemos formar la matriz:

B = (C  | £
. 1 1 3\

1 D = 0 1 1
vi 1 l )
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EJEMPLO 7

4. M atrices fila  de lin a  m atriz  Sea .4 una m atriz de orden (n ,m )  con términos 

en K:
f  Un a 12 ...  tflm \

U2\ Cl22 • • • tt'¿m

.4 - d i i U j >

\¿Inl ••• &nm)
Sea 1 «  i «  n. Se define la i-ésim a m atriz fila de la m atriz A como aquella m atriz fila 

de orden ( 1 ,  m ) cuyos térm inos son los de la t-ésim a fila de ,4. Es decir:

( u ¡ \  u t> • • • u , m j .

Si F i, F¿, ■ ■., Fn son las m atrices fila de la m atriz /i, la  notación por filas de A es:

ÍF i \

A -

V n !

Notación Las matrices fila de la matriz identidad/„ (n > 1) se denotan: L\, L>,. . .. L„; es 
decir:

/,, = (l 0 . . .  o ) .  I 2 = (o I . . .  ü )  L„ = (() . . .  0 l ) ,

/ M

/„ =

\t-riJ

Dada la matriz real:

las matrices fila primera y segunda de 4  son:

( 2  I 0 )  y  ( 1  1 l ) ,

respectivamente.
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EJEMPLO 8 Dadas las matrices fila reales de orden (1,4 ):

B = ( l  1 1 O), C = ( l  0 0 l)

con ellas podemos formar, entre otras, la matriz real:

y D=  1 1 2 3

B\
í x 1 i 0\

.4 = C = ( l  0 0 1

{n/
V i  i 2 3/

5. Vectores fila  y  vectores colum na de una m atriz
térm inos en K  de orden ( n ,m ):

'a  ii a  12 — a i ¡ . . .  o  i m 3
a  21 a¿¿ ... 0 2  j  . . .  o ¿ n,

A = a 11 a ,2 o¡¡ ■■■ O un

\an i Un 2 Onj ■ ■ ■ Onmj

Vector columna Sea 1 <  j  < m. El j-ésim o v e c to r  colum na de A, que se denota: a ¡, e s  el vector de IK" 

cuyas com ponentes son los térm inos de la j-ésim a  m atriz colum na de A. Es decir:

tt i =  [o  i /, o > ¡,. . . ,  CTii j )•

Vector fila Sea 1 «  i «  ti. El t-ésimo v e c to r  fila  de A es el vector de IKm cuyas com ponentes son 

los térm inos de la i-ésima m atriz fila de A, es decir, es el vector: ( a , i , a ¡2 .........a ¡m).

Nota No deben ser confundidos matriz columna y vector columna, ni matriz fila y vector 

fila. A

1 - 1 3
EJEMPLO 9 Sea A la matriz real:

■ '■ ( !  o

Los vectores columna de A son los siguientes vectores de K-':

« i = ( 1 , 1 ) ,  a¿ = ( - 1 ,0 )  at = {3,2). 

El primer vector fila de A es el vector ( 1, - 1 , 3 )  de R3.
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III.2

Matriz asociada a 
una aplicación 
lineal en unas 

bases

MATRIZ ASOCIADA A UNA APLICACIÓN LINEAL

1. M atriz  asociada a  ana ap licación  lin ea l en unas bases Sea /  una api !- 

cación lineal de IK"1 en K " . Gráficamente:

K m —   IK".

Fijemos u n as bases: V = (v \ ,v ¿  v m) y  W = (w \ ,w ¿ .........u/„), de K 'n y K ” .

respectivam ente. Resum irem os la elección de estas bases, gráficam ente, de la manera 

siguiente:
v f w 

K m —     K n.

La aplicación lineal f  está  com pletam ente determ inada una vez conocidas las 

im ágenes por /  de los vectores de una base de IK'”  (cf. proposición II.7, p. 12 2 ) ; por

ejem plo, una vez conocidos los vectores: , f ( v ¡ ), f ( v 2).........f ( v m). Estos m  vectores-

quedan unívocam ente determ inados en cuanto conocem os las n  coordenadas de cada 

uno de ellos en una base de K '\  que puede ser, por ejem plo, la b ase  W.

Definición

Podem os construir a partir de la aplicación lineal / ,  elegidas las bases V de K '” 

y  W  de IK", una m atriz A de orden (n , m) de la forma siguiente: los términos de 

la j-é sim a  colum na de A  son las n coordenadas en la base W  del vector .f {v j)
(1 «s ./ «s m). De la m atriz A  así construida se dice es la m atriz  aso c iad a  a / ,  o 

representante de / ,  en las bases V' de 0€m y  W  de K " .

O bsérvese que, una vez fijadas las bases V  y  W, la m atriz asociada a f  en estas 

bases es única, puesto que su s térm inos son las coordenadas de los vectores f { v ,  1 
(1 <  j  <  m ) en la base 14', que son únicas.

Nota bene Una matriz representante de una aplicación lineal de K."' en es de or
den (n .in ). a

Dada la matriz:

'<*11 ay¿ • « 1  j  ■ 0 1 m '
a¿  1 a¿'¿ a  2 ¡ 0 2 m

| a, j2 a nj Unm /

de la definición se deduce: la m atriz A  es la m atriz asociada a la aplicación lineal /  

de & m en IK" en las bases V = ( v i , V 2 , . . . , v m) de K '” y  44' = de K ”
precisam ente si, en los vectores de la base V, /  se com porta de la forma:

f ( V j )  =  a ] j W i  +  a - ¿ j W ' ¿ + - - -  +  a n j W n , U j c m .  (5 ►
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Matriz asociada 
cuando la base 

en el de llegada 
es la canónica

Dada la m atriz .4, y  fijad as en K m y & "  las bases V  y  W, respectivam ente, sabe

m os que existe una única aplicación lineal f  de K m en K "  que verifica (3) (cf. pro

posición II.7, p. 122). En consecuencia, dada una m atriz con térm inos en K de or

den (n , m ), y  fijad as unas bases en & m y  K " ,  existe una única aplicación lineal de 0£m 

en K '1 tal que su m atriz asociada en las b ases fijad as es la m atriz dada.

Debem os observar que si W  es la base canónica de !&", es decir:

,t ( v ¡ )  — a  1 ,d| + <i2je-¿ + • ■ • + a n¡en — ( í J i j ,a -¿ j ,■ • •, u nj ) -  a , ,  1  <  j  <  m ,  

donde a ¡  es el j-é sim o  vector colum na de la m atriz A. En otras palabras:

Si la base seleccionada en el espacio de llegada es la canónica, entonces los vec

tores colum na de la m atriz asociada a la aplicación lineal son las im ágenes de los 

vectores de la base del espacio de partida.

Consideremos la aplicación lineal de R3 en IR3 definida por la expresión:

Sean Bc = ( ( 1 ,0 ) ,(0 ,1))  y B’c = ( (1 ,0 ,0 ), (0 ,1,0 ) , (0 ,0 ,1))  las bases canónicas de R- y R3, 

respectivamente. Gráficamente:

W  =  (e\,e¿------ e „ ) .

entonces:

= (X, + X2,2x , - 3x>, X->).

Determinemos la matriz A asociada a /  en las bases Bt y B'c.
La matriz 4  es de orden (3 ,2), y se verifica:
• Los términos de la primera columna de 4  son las coordenadas en la base B'c de la 

imagen por f  del primer vector de la base Bc', es decir, las coordenadas en B'c de la 
imagen por /  de (1,0 ) . Se tiene:

./ (1,0 ) = ( 1 ,2 ,0 )  = 1 ( 1 ,0 ,0 1  + 2 (0 ,1.0 )  + 0 (0 ,0 ,11

y por tanto la primera matriz columna de 4  es:
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•  Los términos de la segunda columna de A son las coordenadas en la base B¡ de la 
imagen por /  del segundo vector de la base Bt : es decir, las coordenadas en B¡ de la 
imagen por /  de ( 0 ,1 ). Se tiene:

/ ( 0 , 1 )  = ( 1 , - 3 , 1) = 1 ( 1 ,0 ,0 1  + ( - 3 1 (0 ,1 ,0 )  + 1(0 ,0 ,11 , 

y por tanto la segunda matriz columna de /\ es:

En consecuencia, la matriz asociada a /  en las bases canónicas Be y B'c —o, simplemente, la 
matriz asociada a /  en las bases canónicas— es:

jí\ 1 \
A = (A, 1 a A  = 2 - 31A) l

Puede observarse que, al estar considerando en el espacio de llegada R3 la base canónica, los 
vectores columna de la matriz A son las imágenes de los vectores de la base fi( de R2:

/ ( 1 .0 )  = ( 1,2 ,0 )  = « i y / ( 0 , 1) = ( 1 , - 3 , 1 )  = a¿.

Consideremos ahora las bases B = ( ( 1 , 1 ) ,  (1,0 ))  de R2, y B' = ( ( 1 , 1 , 1 ) ,  ( 1 ,0 ,0 ) , (0 ,1,0 ) 
de RG ráficam ente:

Hallemos la matriz C asociada a /  en las bases B y B '.
La matriz C, al igual que la matriz A, es de orden (3,2):

• Los términos de la primera columna de C son las coordenadas en la base B' de la imagen 
por /  del primer vector de la base B\ es decir, las coordenadas en B' de la imagen por /  
de ( 1 , 1 ) .  Se tiene:

/ ( l ,  1)  =  ( 2 , - 1 , 1 )  = 1 ( 1 , 1 , 1 1  + 1 ( 1 ,0 ,0 ) +  ( -2 ) (0 ,1 ,0 ) ,

y por tanto las coordenadas de / ( 1 , 1 )  en II' son: 1 , 1 y - 2 ,  y  la primera matriz columna 
de C es:

• Los términos de la segunda columna de C son las coordenadas en la base B' de la 
imagen por /  del segundo vector de la base B\ es decir, las coordenadas en B' de la 
imagen por f  de ( 1,0 ) . Se tiene:

/< 1,0 )  = ( 1,2 ,0 )  = 0 ( 1 , 1 ,  1) + 1( 1 ,0 ,0 )  + 2 (0 ,1,0 ),
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y por tanto las coordenadas de / ( 1 ,0 )  en B' son: 0, 1 y 2 , y la segunda matriz columna 
de C es:

Ci =
/0\

I

En conclusión, la matriz representante de /  en las bases B y l¡‘ es:

1 0\
c = c, c2 = 1 1 

-2 2/

Se observa que A *  C. La matriz asociada a una aplicación lineal depende de las bases 

escogidas.

EJEMPLO 1 1  Consideremos una aplicación lineal /  de Rm en K, es decir, una forma lineal sobre R "'. Si .4 
es una matriz representante de / ,  entonces A tiene que ser de orden ( l.m ) , esto es, si una 

matriz está asociada a una forma lineal, entonces es una matriz fila.
Por ejemplo, consideremos la forma lineal sobre R ' dada por la expresión:

/ ( X | , x¿, X3) = X\ -  x¿ + 2x>,.

La matriz fila A asociada a /  en las bases canónicas es la que tiene por términos:

/ ( 1 ,0 ,0 ) ,  / ( 0 , 1,0 ), / ( 0 ,0 ,1) ,

es decir: A = (l - 1  2).

Un caso 
particular con 

una matriz 
unitaria

Proposición  III. 1 Sea f  una aplicación lineal de K "  en K " , y  consideremos en el 
espacio vectorial K "  la base W  =  (te 1 , w 2 , w „ ) ;  gráficamente:

w r w 
K "   ---- ■ K ” .

Si la matriz asociada a f  en las bases W  y W es la matriz unitaria / „ , entonces la 
aplicación f  es la aplicación identidad de K.'1.

Demostración Sea 1 «  i «  n. Como la matriz, asociada a /  en las bases W y W es la 
matriz las coordenadas del vector /(te ,) en la base W son:

0, . . . ,  0, 1 , 0, . . . ,  0 (con 1 en el lugar t-ésimo),

que son los términos de la t-ésima columna de por tanto:

/ (te ,) = Ote, + • ■ • + 0te,-i + lie, + 0te¿+i + • • • + Ote,, = w,.

Es decir: /(te ,) =  te¡, 1 < / < n, y en consecuencia la aplicación lineal /  coincide con 
la aplicación lineal identidad de K" en una base de & " (la base IV). De la proposición 11.7 
(cf. p. 122) se deduce que la aplicación /  es la aplicación identidad de K ". c .q . d .
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EJERCICIO I

Aplicación lineal 
canónicamente 
asociada a una 

matriz

Aplicación lineal 
canónicamente 

asociada a la 
matriz identidad

EJEMPLO 12

Sea f  la aplicación lineal de IR2 en IR2 defínida por la expresión: f(x\,x¿)  = (X i,* i + x-¿)- Es 
claro que f  no es la aplicación identidad de IR-, pues por ejemplo: f  ( 1 , 1 )  = ( 1,2 )  *  ( 1 , 1  
Encontrar dos bases tí y B' de de forma c/ue la matriz asociada a f  en las bases tí y B' sea

/ , =  1 °  lo 1

2. A p licación  lin ea l canónicam ente asociada a  una m atriz  Sea A una ma

triz de orden (n, m ) con térm inos en K. Se verifica que existe una única aplicación 

lineal de ¡K'" en K " tal que ,4 es su  m atriz asociada en las bases canónicas (Bc  de IK" 

y  B¡ de ¡K"), y tal aplicación verifica que la im agen del vector e¡ de la base canónica 

de ¡Km es igual al ./-ésimo vector colum na de A: a, ,  (1 -■? j  -í m).

Definición

Dada una m atriz A de orden (n , m ) con términos en K , definim os la aplicación 
lineal canónicamente asociada a la m atriz .4, y  la denotam os: A , com o la única 

aplicación lineal de & m en K "  cuya m atriz asociada en las bases canónicas de K " 1 

y  K " es A. Gráficam ente:

Bc á BCKm — K "

e ,  a  i

Notación Para denotar la aplicación lineal canónicamente asociada a una matriz utilizare
mos la misma letra que designa la matriz, pero en tipo caligráfico. Por ejemplo: A y 
o B y 'B .  a

De la proposición III. 1 (cf. p. 18 7 ) se deduce:

La aplicación lineal de OC" en K " canónicam ente asociada a la m atriz identidad /„, 

es decir: 3 „ , es la aplicación lineal identidad de K " .

Dada la matriz real:

- ( ; ;  í)-
calculemos la aplicación lineal canónicamente asociada a tí.

1.a aplicación lineal canónicamente asociada a tí será la aplicación lineal (B de IK1 en fo
que en la base canónica de foJ : (ci,c>,e;i), se comporta de la siguiente manera:

B le ,) = b t, ‘B(e2> = b> y S(es) = bj,
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siendo b i , b > y b¡ los vectores columna de la matriz /i:

h , = ( 1,0 ) , fzj = ( 1 ,2 )  y fe, = (0,3).

Si (xi ,x> ,x .f) es un vector de R-\ entonces:

B (X i ,X 2,x .i) = 'B (X|é| + x 2e j + x :ic :s) = X | B (e i )  + XzMe-’ i + x-jlHe-j) 
= x, (1,0) + x2 (1 ,2 ) +X3<0,3) = (X| + x2,2x_- + 3x3); 

es decir, la aplicación B  es la aplicación lineal de R;í en IK2 siguiente:

( X 1 . X 2 . X 3 )  e  R3 •—  ( X i  + x 2 , 2 x :; + 3x 3 )  €  IR2.

III.3 EL ESPACIO VECTORIAL M „ m (K)

I.  L l con junto  M , ,m (IK); ad ición  de m atrices y  m ultip licación  de un esca la r 
por una m atriz  Dados un cuerpo (&, + , •) y unos núm eros enteros positivos n 
y  m , con la notación:

M nm(K ),

se  designa el conjunto de las m atrices de orden (n, m ) con térm inos en K.

Adición de 
matrices

Es decir, A  + B es la m atriz que resu lta  de sum ar los térm inos de la m ism a posición 

de A  y  B.
Es sencillo com probar que la adición de m atrices articula el conjunto M „ m(K) 

com o grupo abeliano. El elem ento neutro de (M „m(& ), + ) es la m atriz nu la de or

den (n ,m ), y  el opuesto de una m atriz A  de M nm(K ), que se denota: - A ,  es la 

m atriz cuyos térm inos son los opuestos de los térm inos correspondientes de A , es 

decir, s i  .4 = (di.;), entonces:

- 4  -  ( - a , / ,  U i « n , l í  j  =s m )  .

Nota bene La suma de dos matrices se ha definido únicamente cuando ambas matrices 

son del mismo orden. a

Definición

Sean 4  y  B dos m atrices de M „ m(IK):

4  =  ( a ¡ j ; 1  «  i «  n , 1 «  j  < m )  y  B  =  (b u ; 1  i < n , 1 <  j  «  m ) . 

Se deñne la suma de 4  y  B, y  se denota: A  +  B, com o la m atriz de M „ m(K ): 

4  +  B =  ( a , j  +  bij-, 1 í r 4 t t , l < j í m ) .
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EJEMPLO I 3

Multiplicación de 
un escalar por 

una matriz

Consideremos el conjunto de las matrices reales de tres filas y dos columnas, es decir.

conjunto M j2(K) •
Las matrices:

1 (-2
A = - 1  2 y B = 0

3 4, 1

son elementos de La suma de 4  y B es:

( 1 0\ 1-1 1\ (\ + i -2) 0 + l \ f- l 1\
4  + B = - 1 2 + o ro - 1  + 0 2 + 2 = - 1  4

3 4) i i/  ̂ 3 + 1 4 + 1 / 4 5

La matriz opuesta de A es:

- 4  =

El elemento neutro del grupo (M ;¡2(1), +) es:

(-\  0\

'  " 2 •- 3  -4

/O 0\ 
0 = 0  o 

Vo o

Definición

Sea A  una m atriz de M „ m((K):

A  =  («,,•; 1 <  i <  n , i  <  j  «  m ) ,

y  sea A un elem ento de K . Se define el producto  de A por .4, que se denota: A.4. 

com o la m atriz de M „ m(K ):

A 4  =  (A a,,-; l < i < n , l < j <  m ) .

Es decir, la m atriz A,4 es la m atriz cuyos términos son los de ,4 m ultiplicados por A 

Se puede com probar fácilm ente que la adición de m atrices y  la multiplicación 

de m atrices por los elem entos de K articulan el conjunto M „ m(K ) com o espacie 

vectorial sobre el cuerpo IK.

EJEMPLO 1 4 Si A y B son las matrices de JVL^dR) siguientes:
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La matriz 
asociada (en unas 

cases) a la suma 
de dos 

aplicaciones 
neales es suma 
de las matrices 

asociadas 
icrrespondientes

entonces:

1 ON
1 ) A =  i - ' ' ^ 1

n ■ (- 2) 3 - l \ / —6 3\
3 - 0 3 • 2 = (] (i ,

l  3 ■ 1 3- 1/ l 3 V

1-1)■ 1 ( — 1) -o\ °\- 1 ) ■(-1! (- 1) ■ 2
- 2( 1) ■ 3 ( - 1 ) - 4 / 1,-3 -4/

= -A.

Proposición III.2 Sean f  y  g dos aplicaciones lineales de K m en K ” . Fijemos
unas bases: V = ( v ¡ , v 2, . . . , v m) y W =  (w ¡, w 2 w n), de K m y  K " ,  respectiva
mente; gráficamente:

' f  u 11 
K ’„  K n.

Si A y B son las matrices de orden (n, m ) asociadas en las bases V y  W a f  y a  g, 
respectivamente, entonces la matriz asociada en las bases V  y W  a la aplicación 
lineal f  + g es la suma de A y tí: A + B.

Demostración Pongamos:

A - (a ,j; 1 < i < n, 1 < j  < m) y tí = (b,¡; 1  «  i « n, 1 < j  < m ) .

Por ser A y B las matrices asociadas en las bases V y W a /  y a  g, respectivamente, para 
cada 1 < j  < m se tiene:

f ( v ¡ )  = aijWi + a2iw2 + ■ ■ ■ + a njw„  y g{v,)  = bi,w¡ + b¿jw> + • • • + b„,w„,

de lo que se deduce:

(/  + g)(v¡ )  = f (Vj )  +g( v , )  -  (at¡ + b]¡)w¡  + (« 2 , + b2j)u>> + • • • + (anj + bn))w„

(1 « j  « m); y como los términos de la j-ésim a matriz columna de la matriz asociada a f  + g 
en las bases V y W son las coordenadas en la base W  del vector ( /  + g)(Vj),  esta matriz 
columna es:

f a j j  + b 
a ¿J + bj¡

\a„j  + b „j j

que coincide con la /-csima matriz columna de A + B.
En conclusión, A + B es la matriz asociada a la aplicación lineal /  + g en las bases V y W.

C.Q.D.
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La matriz 
asociada (en unas 

bases) al 
producto de un 
escalar por una 
api. lin. es igual 
al producto del 

escalar por la 
matriz asociada a 

la api. lin.

EJEMPLO I 5

Proposición III.3  Sea f  una aplicación lineal de K m en DC". Fijemos unas bases 
V = ( v ¡ , V 2 , . . . , v m) y  W =  (ut], w ,.........w „) ,  de K ” ' y  K " ,  respectivamente; gráfi
camente:

Si A es la matriz de orden (n, m ) asociada en las bases V y W a f ,  y A es un elemento 
de K , entonces la matriz asociada en las bases V y W a la aplicación lineal A f  es el 
producto de A por .4 : AA.

Demostración Pongamos ,4 = (tJp; 1 «  i < n, 1 «  j  «  m ). Como A es la matriz asociada 
a /  en V' y W ,  se tiene: / ( v , )  =  a , , W t  + + • • • +  a „ j W „ ,  para cada 1 <  j  <  m .  Er.
consecuencia:

(Af)(Vj)  = A f(v j )  = AajjWi + A a>¡w< + ■ • ■ + Aa„¡w„, 

y  por tanto la ./-ésima matriz columna de la matriz asociada a A f  en las bases l  y  W es:

/Aaij\
A a 2j  

\AtlnJ

la cual coincide con la j-ésim a matriz columna de la matriz A.4. En conclusión, la matn. 
asociada en las bases V y l! a la aplicación lineal A f  es AA.

Dadas las aplicaciones lineales /  y g de K 1 en IR- definidas por:

f ( x  1.X2.X3) = (X| + X> + x 3,2 x i -  Xj) y 0(X,.X2.X3) = (X j + Xj.A'i + Xj).

hallemos las matrices asociadas en las bases canónicas a las aplicaciones: f  + g. 2g y /  -  2¿< 
Las matrices asociadas a /  y a g en las bases canónicas son:

(\ 1 A  ,, (0  1 I
\ 2  - 1  oj y B = ( l  1 0

respectivamente, como el lector puede comprobar fácilmente. De las proposiciones III.2 y III. 
(cf. pp. 19 1 y 192, respectivamente) se deduce que las matrices asociadas en las bases canon, 
cas a las aplicaciones lineales J  + g, 2g  y /  -  2g  son, respectivamente, las siguientes:

, „ ( l  I 1\ (0 1 1\ A  2 2
•■4 + B= 2 -i o r  i i o r  b  o o

M í : í ) - ( s  \ ;)■

- “ ■ a  - í  : i ) - ( ¿  : i  i
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2. Relación  entre los espacios vectoria les ii  ( 1 & I  y  M „ i &) La siguien

te proposición resum e la relación existente entre las aplicaciones lineales y  las m atri

ces.

Proposición  III.4 Los espacios vectoriales: £ ( & '" ,  K ")  y  M nm(K ), ambos sobre
el cuerpo K, son isomorfos.

Demostración Definimos una aplicación: £(&£'",&'’ ) -------- M „,„([& ), de la siguiente
manera: dada una aplicación lineal /  de Km en K ’\ es decir, un elemento de K " ), >'(/)
es la (única) matriz de orden (n, m ) asociada a /  en las bases canónicas de y K '1.

La aplicación Y es lineal. Sean /  y g  dos aplicaciones lineales de K m en & '1. Si .4 es la 
matriz asociada a /  en las bases canónicas, es decir: 4 - Y(f),  y B es la matriz asociada a g  
(también en las bases canónicas), esto es: B = Y(g), entonces de la proposición III.2 (cf. p. 191) 
se deduce que la matriz asociada a /  + g  en las bases canónicas —que es Y ( f  + g ) — es .4 - B: 
L (/  + g) = A + B = Y ( f ) + Y(g). Si A es un escalar, de la proposición 111.2 (cf. p. 191) 
se deduce que la matriz asociada a la aplicación lineal A/  en las bases canónicas es A4: 
1 (A/) = A4 = Al (/ ). En conclusión, la aplicación 1 es lineal de £ (& '", & ") en .\f„,„(K ).

La aplicación V es biyectiva. Dada una matriz .4 de orden ( n , m ) con términos en &, es 
decir, un elemento de AI,,,,, (& ), la aplicación lineal canónicamente asociada a 4 :4 , es la única 
aplicación lineal de K m en K " cuya matriz asociada en las bases canónicas es 4. Esto es: A 
es el único elemento de £ ( ,  IK ") que verifica que su imagen por 1 es igual a 4: K ./l) = 4. 
En consecuencia, ) es biyectiva.

.41 ser la aplicación L  lineal y biyectiva de £ (K m, K ") en .M,lm(K ), es un isomorfismo, y 
por tanto los espacios vectoriales £ (K '", K " ) y M „,„(K ) son isomorfos.

III.4 PRODUC10 DE MATRICES

1. D efin ición  del producto de m atrices  El producto de dos m atrices se define 

de esta forma:

El producto de 
dos matrices

Definición

Si 4  y  B son dos m atrices con términos en K de órdenes (n, m ) y (m ,p),  resp ec

tivamente:

.4 =  ( a y ;  1  < i < n , 1 <  j  <  m ) y  B  = (b,,; 1 «s i «  m, 1  < j  «  p ) ,

el producto de 4  por B es C = (c ,,; 1  <  i «  n, 1 «  j  «  p),  m atriz de orden (n, p), 
de términos: m

Cij =  X a ikh j,  1  «  i < n, 1  <  j  <  p,
k=l

y  se escribe: C =  4 6 .
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EJEMPLO 1

Direm os también que C  es el p roducto  por la izqu ierd a de la m atriz B por la 

m atriz A, o que es el p roducto  p or la derech a de la m atriz A por la m atriz B.

Nota bene El producto de A por B (en este orden) se ha definido cuando el número de 
columnas de la primera matriz: A, coincide con el número de filas de la segunda: B. En otro 
caso, el producto no está definido. Si el producto de A por B está definido, entonces AB 
es una matriz que tiene tantas filas como A y tantas columnas como B. a

i Consideremos las matrices reales A = («,/) y B = (b, ¡ ) siguientes:

(\ 2\ „  1 1 0A =
ú 0

y B = [o  1
- O

El producto de A por B está definido, pues los órdenes de A y B son (2,2) y (2,3),  res

pectivamente, y  el número de columnas de la primera coincide con el número de filas de la 
segunda. Sin embargo, el producto de B por A no está definido, pues el número de columnas 
de B, que es 3, es diferente del número de filas de A, que es 2.

Calculemos entonces el producto AB. Será una matriz C = (c¡,) de orden (2 ,3). Los 

términos ele C son por definición:

cu = ¿  a lkbkj, 1 *  i *  2, ! « . / « ;  3.
L-l

Es decir:

Cu = a i \b\ i + a¡¿b>i = J - 1 +2 • 0 = 1, Cía = «nfoi> + « 12^22 = 1 • 0 + 2 • 1 = 2, 

c 13 = ct 11 í?i3 + ¿r 12^23 = 1 • 2 + 2 ■ ( - 1 ) = 0, 

y análogamente: c¿i = « 2if»u +  « 22^21 = 1,  =<*21^12 +  « 22 2̂2 = - '  V c-z¿ = 3. V por tanto:

2\ (\  0 2\ ( 1  2 ()''AB = 1 - 1 0  1 - i U  - i  3

Para el cálculo del térm ino c ,,, e s  decir, del término de posición ( i , j )  del pro

ducto AB, sólo intervienen los térm inos de la f-ésim a fila de A y  los de la j-ésim a 

colum na de B: se  observa que es la sum a de los productos dos a dos de los 

térm inos de la t-ésima fila de A  y  la j-é s im a  colum na de B. Esquem áticam ente:

: : : \
/

h2j
a ¡  1 <i i> • i  m -  (i) c u

: : ■
■' bmj K ' ' /
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EJEMPLO 1 7

EJEMPLO 1 8

Consideremos las matrices reales:

A

Los órdenes de las matrices .4 y B son (2,3) y (3,2), respectivamente, y por tanto está definido 
el producto de 4 por B y será una matriz C de orden (2,2).

Calculemos detalladamente el término Cu: intervienen exclusivamente los términos de la 
primera fila de 4:

1, 0 y - 1.

y los de la primera columna de B:
o, i y i,

y el término c ¡ i es igual a la suma de los productos dos a dos de los términos de estas fila y 
columna:

d i  = 1 -0  + 0- 1 + ( - 1 )  • 1 = - 1 .

F.l término c 12 es la suma de los productos dos a dos de los términos de la primera fila 
de 4 y la segunda columna de B: C12 = 1 • 2 + 0 • (-2 ) + (-1 ) • 0 = 2. V análogamen- 
te: C21 = 2 • 0 + 3 • 1 + 4 • 1 = 7 y c22 = 2 • 2 + 3 • (-2 ) + 4 • 0 = -2.

En conclusión:

AB = G : -»(! -5

Sean las matrices reales:

Los órdenes de 4  y B son: (1,3) y (3 ,1), respectivamente. El producto por la izquierda 
de B por 4, es decir, el producto de 4 por B, está definido y tiene orden (1,1). Se tiene:

( 2 \( i 0 - 1 ) y íf=  3
w

El producto por la izquierda de 4 por B, es decir, el producto de B por 4, también está 
definido, pero tiene orden (3,3). Se tiene:

1 2 ■ 0 2 ■ (-1 )\ ( 2 0 -2
1 3 ■ 0 3■(-1) = 3 0 -3
1 4 ■ 0 4 ■ ( - 11) w 0 -4
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EJERCICIO 2

Producto de dos 
matrices dado 
por columnas

Sean ,4 y B dos matrices con términos en K tules que está defínido el producto de A por B. 
y también el de B por A. Demostrar que si el orden de las matrices AB y BA es el mismo 
entonces ,4 y B deben ser cuadradas y del mismo orden. A

2. Producios dados po r fila s  o p o r colum nas  El producto de dos matrices 

adm ite una notación sencilla cuando la segunda m atriz viene dada por colum nas o la 
prim era viene dada por filas.

P roposición  III.5 Sean las matrices con términos en K ;

A = (a i i )  y  B = (b fj) 

de órdenes (n , m ) y  (m ,p ), respectivamente. Si la notación de B por columnas es:

B = (fi| | B¿ | •. • I Br,

entonces:

es decir:

AB  = (AB,  | A B, | . . .  | -48, 

A (8 , | B , | . . .  | 8 ,,)  =  (A 8 1 | A B, \ AB,

En otras palabras, la j-ésima matriz columna del producto AB es igual al productc 
de la matriz A por la j-ésima matriz columna de B (1 «  j  «  p).

Demostración Sean las matrices C =  (c¡,) y D = (d ¡>) siguientes:

C = AB y D = (.481 | AB, | . . .  | AB, \ . . .  |AB,,).

Queremos comprobar que estas dos matrices, ambas de orden (n, p), son iguales, para lo cu a. 
hemos de comprobar se verifica:

c¡j = d¡j, para cada K i s n y  U j í  p.

Por un lado, por definición de AB se tiene:
tu

CU =  X  a 'k b k J. "

Por otro lado, el término d¡j de la matriz U  es el situado en la fila i-ésima y en la columna 
j-ésima, y por tanto es el término de la fila i-ésima de la matriz columna:

(b i A
b,j

\bmj/

/‘t 11 a ]2 ■ n i m'
Cl 21 Ü22 • a  2 m

A B j  =
«il a  i 2 . Ujn i

\a ,| i an¿ Un ni/
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EJEMPLO 1 9

es decir:
m

d<j = X  a <kb¡cj- (7)
k= 1

De (6) y (7) se deduce que c¡j = d¡¡ para cada 1 s  i < n y  cada 1 «  j  « p. Fn conclusión: 

A B = A (B ¡  | B, | . . .  | Br ) = (48 , | ABZ | . . .  | AB,,) .

'1 0 l\
2 1 2

'< II 1 1 1
1 V

Consideremos las matrices reales:

/O 0 1 1
4 = 1  3 2 1

\0  0 1 1

Calculemos el producto AB utilizando la proposición 111.5.
La expresión de B en notación por columnas es: B = (8 , I 8 . I B¿), siendo:

B i =

De acuerdo con la proposición III.5 se verifica:

4 6  = 4  (6| | B¿ | 6() = (.46, | 4 8 2 | 4 6 ,)

Es decir:
•  la primera matriz columna de 4 6  es:

m /()^ i\
2 1 2
1

1ce

1 y b -í - 1

V ) w

/O 0 I 1 '
4 8 , = 1 3 2 1

VO 0 1 1,

2
1

\3/
la segunda matriz columna de 4 8  es:

/ON
/O 0 1 1\

1
1

I V

í ¿ \
48. = 1 3 2 I = 6

lo 0 1 1/ w

la tercera matriz columna de AB es 4 8 ¡, y puesto que 8 , = 8,, resulta:

4
48., = 4 8 , = 12  .

A
Por tanto:

4 4
48 = 12 12

u 4
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Producto de dos 
matrices dado 

por filas

Proposición  111.6 Sean A y B matrices con términos en K  de órdenes (rt,m 
y  (m ,p ), respectivamente. Si la notación de A por ñias es:

entonces:

es decir:

'F .N

4  =
Fi

\Fn/

/F , B \

AB  =
FiB

F „B

í  F¡ l\B\

1-2 F¿B
B =

\F  n ) vF>r B /

En otras palabras, la i-ésima matriz ñla del producto AB es igual al producto de 
la i-ésima matriz fila de A por B Í U  i «  n).

La dem ostración de esta  proposición es análoga a la de la proposición III.5 (cf. p. 196  

y por ello se omite.

EJEMPLO 20 Consideremos las matrices reales:

(V 0 1 1
4  = 3 2 1

[o 0 1 1/

h 0 1\
2 1 2y /? = 1 1 1

1 '1

Calculemos el producto AB utilizando la proposición III.6. 

La expresión de .4 en notación por filas es:

/F ,\

4  = I-,

\F</



-  PRODUCTO DE MATRICES 199

siendo:
F 1 = (O 0 I l ) ,  Fj = (l 3 2 l)  y F:s =  (() O 1 l '  

De acuerdo con la proposición III.6 se verifica:

(F¡\ (F\B\

AB = Fj B = F2B

\FsJ [ f ib )

Es decir:
•  ia primera matriz fila de AB es:

F\B = (0 0 1 1

( l  0 l\
2  1 2
I 1 1

\3 1 3

= (4 2 4 ) ,

la segunda matriz fila de AB es:

F>B = (1 3 2 1

n  o i '
2 1 2
1 1 1
3 1 3/

= ( 12  6 12) ,

•  la tercera matriz fila de AB es F¡/¡, y  puesto que F¡ = F ¡, resulta:

F:iB = F\B = (4 2 4 ) .

Por tanto:
< 4 2 4

AB = 12 6 12
w 2 4

3. L a  com posición de ap licaciones lin ea les y  e l producto de m atrices  Con

siderem os una aplicación lineal f  de KF en K."', y  una aplicación lineal g  de 

en K " ;  gráficam ente:

Pij ' —     K m — - — • K " .

Y fijem os también unas bases:

V  = (v \ ,v 2 v p) , U  =  ( u , , u 2 u m) y  W = (wi,w-¿.........w „ ) ,

de y K " , respectivam ente. Gráficamente:
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Considerem os las m atrices asociadas a las aplicaciones lineales J '  y  g  en estas b a s e s  

Más en concreto, por un lado, sea

/ bn  bi2 . . .  bxj . . .  bip

B  =
bu b> b

\bm i bm 2 . . .  bm j  ... bmpJ

la m atriz —de orden (m ,p )— asociada a la aplicación lineal f  en las bases V  (de K.r 

y  U  (de K m). Es decir: la j'-ésim a m atriz colum na de B tiene por térm inos las coorde 

nadas del vector f ( v j )  en la base U:

f ( V j ) = b\jU| +  b-ijUz + • • - + bmJu m, 1  «  j  < p.

Y, por otro lado, sea

A  =

« 1 1 « 1 2  ■ •  « l í ;
« 2 1 « 2 2 •  0 .2  k

« 1 1 « 1 2  ■ -  « ¿ f c

V «  i i  i «  » 2 « n k

\«  1 m

« 2 ni

«  i m 

«  n m /

la m atriz —de orden (n, m )— asociada a la aplicación lineal g  en las b ases U  (de K " 

y  W  (de & "). Esto es: los térm inos de la fc-ésima m atriz colum na de A  son las coor

denadas del vector g(Uk) en la base IV:

g (u k) = aikWt  +  a 2i<u>2 + ■ ■ • + a nkw n, 1 «  k a m.

Denotem os por h la aplicación com puesta g °  f :  h = g °  / ;  entonces h es uns 

aplicación lineal de en IK". Sea D  =  (ti,,-) la m atriz de orden (n ,p ) asociada a >: 
en las bases V  (de K p) y  IV (de K '1). Determ inem os los térm inos d¡¡ de la m atriz D.

La j-é sim a  m atriz colum na de D tiene por térm inos las coordenadas del v e c 

tor h (V j )  en la base IV. Se tiene:

h (V j) = [g ° f ] ( V j )  = g ( f ( v j ) )
-  g(b\jU\ + b2jU ¿  +  • bmiUm)

=  b i jg (u i )  + b> j g  (u_>) + bmjg(Um) = X bkjd(Uk) 
fc=l

=  ^  bki( a ]kiv i + a 2ku>2 
k î

=  Y . a [kbkjUH
k i

■ '  +  O n k W n ) 

a¡kbkjU>¡ + • ■ • + a nkbkjU>„
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Composición de 
api. lin. y 

producto de 
matr. asociadas

Producto de 
matrices y 

composición de 
s o l.  lin. canónica
mente asociadas

EJEMPLO 21

(donde se ha utilizado (8) en la segunda igualdad, y  (9) en la quinta), es decir:

m
h ( v j )  = X &ikbkjWi + ■ ■ ■ + a lkbk;w, + ■ ■ ■ + a nkbkjw „ .  (10)

k = I

El término dj¡ es la r-ésima coordenada del vector h ( v j )  en la base W, esto es, el coe

ficiente de w, en la  expresión de h ( v ,) como combinación lineal de uq, w< tun,
expresión que es el segundo miembro de (10). Por tanto:

m
do  = X “ ikbkj, 1 «  i < n. 1 < j  «  V- ( ID

k - i
Por otro lado, es inm ediato com probar que está definido el producto de A por B. 

Por definición, el término de posición ( i , j )  de la m atriz AB  es:

m
X atkbkj, ( 12)
i=i

para cada 1 í  í «  n y  cada 1 «  j  «  p. De ( 1 1 )  y  ( 12)  se deduce: D =  AB.
Hemos dem ostrado, pues, la siguiente

Proposición  III.7 Si B es la matriz asociada a una aplicación lineal f  de K p 
en K m en las bases V yU , y A es la matriz asociada a una aplicación lineal g de K m 
en IK'! en las bases U y  W, entonces la matriz asociada a la aplicación lineal g °  f  
(de IKp en K '! ) en las bases V y W es el producto de A por B: AB.

C orolario  Si A y B son dos matrices con términos en K de órdenes (n ,m ) 
y  (m ,p ), respectivamente, y A  y ‘B  son sus aplicaciones lineales amónicamente 
asociadas, entonces ¡a aplicación lineal canónicamente asociada a la matriz pro
ducto de A por B: AB, es la aplicación compuesta: A  °  B .

Sean 'B y^l las aplicaciones lineales, de R2 en R3 y de R3 en IR3, respectivamente, dadas por:

Btxt.x*) = (xj +x^,X ] -  X j,2 x i + x.i),

y l ( X i , X 2 , X 3 ) =  ( X]  -  X ; , , X 1  +  X 2  +  X 3 , - X L  +  2 X 3 ) .

Determinemos la matriz asociada a la aplicación compuesta A ° B  en las bases canónicas.
Gráficamente, la situación es la siguiente:

donde Be denota la base canónica de R-, y  B'c la de IR3. Obsérvese que, de acuerdo con el 
enunciado, tomamos las bases canónicas para el primer espacio y para el tercero; para el 
segundo, también tomamos la base canónica, aunque sólo por comodidad.
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La matriz asociada a la aplicación lineal B  en las bases canónicas correspondientes es:

! l\
B = 1 - 1

\2 1 /

puesto que: B  ( 1 ,0)  = ( 1 , 1 , 2 )  y  B {0 ,1)  = ( I , - 1 , 1 ) ,  y  las coordenadas de los vectores ( 1 , 1 ,  _ 
y (1,  - 1 , 1  > en la base canónica de R ' son: 1 , 1 , 2, y 1 , - 1 , I , respectivamente.

La matriz asociada a la aplicación lineal 4  en las bases canónicas correspondientes, pn: 
cediendo análogamente, es:

I 0 - I \
A = I 

- 1

De la proposición III.7 (cf. p. 201) se deduce que la matriz asociada a la aplicación A 
en las bases canónicas correspondientes es el producto de A por ti:

AB =

Por ejemplo, si calculamos la imagen del vector ( 1 ,0)  de IR- por la aplicación 4  °  E 

partir de las definiciones de A  y B , obtenemos: 1.4 o fB](1 ,0 } = 4 (2 1( 1,0 )) , y se observ 

que ( - 1 ,4,3)  es el primer vector columna de AB.

/ i  o - n 1 n í-\  0\
i i i 1 -1 = 4 1

\- l  0 2) U  \> , 3 i j

4. Prop iedades del producto de m atrices  En este apartado considerarem os 

m atrices con térm inos en un m ismo cuerpo K. Con la notación:

A
(n,m:

querem os decir que A  es una m atriz de orden ( n. m ). Se verifica:

• La multiplicación de matrices es asociativa:

A  ( B C  ) =  ( A B ) C  .
(n,m) (m,p) ip (n,m) (m,p) <p,n)

Si 4 ,  B  y 6 son las aplicaciones lineales canónicamente asociadas a las matrices .4. : 
y C, respectivamente, por la asociatividad de la composición de aplicaciones, se tiene 
4  o (23 o C) = (4 o B ) o e, y de la proposición ID.7 (cf. p. 201) se deduce que la matrL
asociada en las bases canónicas a 4  o (B o e) es A(BC), y que la asociada en las base-
canónicas a (4 o 23) o e  es iAB)C. y por tanto: At.BC) = [ABIC.

•  La multiplicación de matrices es distributiva, tanto por la derecha como por ¡. 
izquierda, respecto de la adición de matrices:

4  ( B| + B¿ ) = AB¡ +  AB¿ ,
t n . m i  (m ,p)  (m ,p )



4. PRODUCTO DE MATRICES ¿O I

EJERCICIO 3 

EJERCICIO 4

EJERCICIO 5 

EJERCICIO 6

V
( ,4 1 + A> ) B A iB  + A¿li.

i n.mi (ii.tni (m.p)

Se deduce inmediatamente de la definición del producto de matrices y de la propiedad 
distributiva de la operación • respecto de la operación + del cuerpo K.

• Si I„  y  I „i son las matrices identidad de órdenes n y m, respectivamente, en
tonces:

ln A = A = A i,n . 
in.it) <n,m) (n,ni) tn.iin (m.nt)

Si 'J„ y A son las aplicaciones lineales canónicamente asociadas a las matrices /„ y .4, 
respectivamente (y por tan lo 3„ es la aplicación identidad de &"), entonces la aplicación 
lineal canónicamente asociada al producto l„A  es: ° A = A, y por tanto: fnA = 4.
Análogamente, se demostraría que A/„, = .4.

• t i  producto, tanto por la izquierda como por la derecha, de una matriz por una 
matriz cero es otra matriz cero:

O .4 = 0  y  A  O = O .
ifi.n) (ii,m) (pan)  In.nn im.ij) (n.i/i

Es consecuencia inmediata del hecho de que los términos de una matriz nula son nulos 
y de la definición del producto de matrices.

Sean A y tí dos matrices con términos en ¡K de órdenes ( n.m) y (m,p), respectivamente, y 
sea í\ un elemento de IK.. Demostrar se verifica la igualdad: Ai a tí) = <x{AB). A

Si .4 es una matriz cuadrada con términos en IK, el producto de A por 4  está definido: la 
matriz A.4 se denota por A2: .42 = .4.4. Demostrar que si 4  y B son matrices cuadradas del 
mismo orden con términos en K, se tiene: (4 + B )2 = A2 + AB + BA - B ¿. a

Sea 4  una matriz de orden (n,m ) con términos en K. Demostrar que la j-ésima matriz 
columna de 4  es igual al producto por la derecha de 4  por la j-ésima matriz columna de la 
matriz identidad lm; es decir: A¡ = AE¡, para cada 1 «  j  « in.

También, demostrar que la i-ésima matriz fíla de A, F,, es igual al producto por la iz
quierda de A por la i-ésima matriz fíla de la matriz identidad /„; esto es: F, = L¡A, para 
cada 1  <  i <  n .  a

Sea A una matriz de orden (n ,m ) con términos en K, y sea X la matriz colunma con términos
en 31:

(  x \ \  
x->

X  = '

\ x m l

Demostrar se verifica: AX - x¡Ai+x>A¿ + - ■ ■ +xmAm, donde A i, 4 2 ........A,„ son las matrices
columna de la matriz A. a



204 III. MATRICES

EJEMPLO 22

EJEMPLO 23

5 . L a  no con m uta tiv id ad  de la  m u ltip licación  de m atrices  Sean A  y R dos 

m atrices con térm inos en BC. Si el producto AB  es una m atriz de orden diferente ai 

del producto 6 4 , entonces, obviam ente, la m atriz AB  es distinta de la m atriz 6.4. 

Supongam os, pues, que AB  y BA  son del m ism o orden; entonces (cf. ejercicio 2, 

p. 196) las m atrices A  y  B son cuadradas y  del m ism o orden. En estas condiciones, 

direm os que las m atrices A y  B conm utan  si AB = BA.
Sea n  el orden de las m atrices cuadradas .4 y  B. Si n = 1 , entonces A B  = BA. 

com o consecuencia de que estam os considerando conm utativo el cuerpo (BC, + , -i. 

Sin em bargo, si n »  2, el producto AB  no es necesariam ente igual al producto BA.

Si K = IR —y (IR, +, •) es un cuerpo conmutativo—, y  A y B son las matrices cuadradas, de 
orden 1 , 4  = (« )  y  B=  (/i), con «  £  R y e  IR, entonces:

AII == (« )  (0) = K )  = (/»«) = (B )  (« )  = BA.

Las matrices reales:

no conmutan, pues:

.4 = y 6 =
O

-2

AB =
O

-2
0  - 2 \  p „ _  ( 2 0
2 O / ’ (o -2

0 1
1 O

O 2 
- 2  O

Es fácil mostrar ejemplos de matrices cuadradas de órdenes superiores a 2 construida^ 
a partir de las matrices .4 y I! y que no conmutan. Por ejemplo, si n = 4, el lector puede 
comprobar que no conmutan las siguientes matrices:

/ ° i 0 ()j (2 0 0 0\
1 0 0 0 0 _2 0 0
0 0 0 □ y 0 0 0 0

V> 0 0 oy lo 0 0 0

En conclusión:

La m ultiplicación de m atrices cuadradas de orden n (n > 2) no es conm utativa.

Afirmar que la multiplicación de matrices cuadradas de orden mayor que i 

no es conmutativa no excluye que haya matrices que conmuten. Por ejemplo, la matri, 
identidad l„  conmuta con cualquier matriz cuadrada de orden n.

Buscar dos matrices A y B, cuadradas de orden 2, tales que: (4  + B )2 *  4-' + 2.46 + B- A
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6. Representación m atric ia l de la  im agen de un vector Considerem os una 

aplicación lineal A  de K " en K."1, y  sea:

A =

 ̂a  i i  a  12 
tí 21 ^22

V^nl &n2

C L \  ¡

1 ii j

U | m
&2 m

\

n m /

la matriz de orden (n , rn) con térm inos en asociada a la aplicación lineal A  en las 

bases canónicas; y, como es habitual, sea A ¡ la j-é sim a  matriz colum na de A, y  sea a ¡ 
el j-ésim o  vector colum na de A (1 < j  «  m ) .  Gráficamente:

Be
K m A

e i -------

B 'c

Di”

ii ¡ ,

donde Bt = (e i ,e2} en) es la base canónica de 0£m, y  B'c es la base canónica de K.'1 .

Sean x  = ........x m) y  y  =  (y i ,  v 2 ..........y „ )  vectores de K m y K ” , respectiva

mente, y  sean X  y  Y las matrices colum na cuyos térm inos son las com ponentes de 

los vectores x  y y,  respectivam ente; es decir:

f x A f y i  \
x? y 2

.Y = ■ y  Y =

\Xm) \ y j

Entonces se verifica:

A (x )  = y  <=> A.Y = V', 

como consecuencia de la siguiente cadena de equivalencias:

A ( x )  -  y

( 13)

A(xiCi + x > e ¿  + • ■ ■ + x , e ,  + ■ ■ - + x m e m ) =  y  

.v iA (e i) + x 2A { e > )  + - ■ - + X j A i e , )  +  ■ ■ ■ +  x n , A ( e m ) =  y  

X \ U \  + x ¿ a 2 + * * • -t- x , a  j  ~!-■■■+ am a m  — y  

X\ A, + x 2A¿ + ■ ■ ■ + X jA j  + ■ ■ ■ + x mA m = V'

a . y  = y

(donde la cuarta equivalencia es una consecuencia inm ediata de la definición de las 

m atrices colum na A , y Y, y  de los vectores colum na a,  y y ,  y  la últim a equivalencia 

se probó en el ejercicio 6 (cf. p. 203)).
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EJEMPLO 24

EJEMPLO 25

Calculemos, utilizando la equivalencia (13), la imagen de un vector (x i, X2 , x.j} de IE-Í por k 
aplicación lineal A de R3 en Re canónicamente asociada a la matriz reai:

1 2 
0  ̂ i)-

Se tiene:
(x\ + 2x2 + x j \
 ̂ 2x , + Xi ) '

y  las componentes de la imagen por A  del vector ( X i . X 2 . X 3 )  son ios términos de esta últim 

matriz columna; es decir: A { x i , X 2 , X í )  =  (X i  +  2x¿ + x it 2x 2 +  X 3 } .

El producto de matrices reales:

puede ser interpretado, teniendo en cuenta la equivalencia (13), de la siguiente manera: el 
vector (-1 ,-2 ) de R3 es la imagen del vector (1, — 1,0) de K3 por la aplicación lineal canóni
camente asociada a la matriz:

' 1  ?
10 2 3J

Ahora, sea f  una aplicación lineal de IKm en K " , y  fijem os unas b ases de

respectivam ente: V  = ( v i ,V 2 ,.. . , v m) y IV' — ( m ¡ , w ¿ , . -,Ubt

fbu  bl2 .. bí j ... b\ m >
1 2̂2 b2j ... b¿m

B -

\bni hn2 .. bnj ■ ■ - bnm)

la m atriz asociada a f  en las bases V y  14'; es decir;

f ( V j )  ~ bíj W ] + b2]W ¿ + ■ ■ + bn¡Wn 1 «

Si x = X[V\ + X 2V2 + ■ ■ ■ + XjVj  + ■ • • +  x mv m es un vector dado de K m, \ 

denotam os por y  = Vi w  ¡ + v2u>j +  • ■ ■ + y „ w u el vector de ¡K” que es im agen de x 
por / :  y  = f (x ) ,  entonces los escalares y \ , y 2, . . y „  vienen determ inados por la 

relación matricial:

( 1 4

 ̂3 '1  ^ f bx\ by¿ ... b\m\ (X \ \
3'z ~

b¿ 1 b22 . . .  b2m X2

O V \bni bn2 ... bnm) V W
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EJEMPLO 26

En efecto:

y  =  f ( x )  =s> y  = f ( x \ v i  + x ¿ v  > +  • ■ • +  x ¡ V j  +  ■ ■ • +  x mv m )

m
=* y  = X  X j f ( V j )  

j=l
m

=> V itu I + y^u^ + ■ - ■ + y ntv„ - X  + b 2ji*> 2 +  ■ ■ ■ +
j = i

e igualando los coeficientes de u q , w ¿ , . . iv n:

m m m

y i  =  £  X/bi  ,, y 2 =  X  xJ b2J  ->'» '  X  xJ b* i ’
j = i  , /=t J = i

pero estas n  igualdades pueden escribirse conjuntam ente de la  siguiente form a ma- 

tricial:
/ v i \

>0

\yn/

= X xjBj,
j = 1

( 1 :

donde B¡ es la j-ésim a  m atriz colum na de B ( 1 < j  «  m). Finalmente, la relación 

m atricial (1 5) es la m ism a que la  relación m atricial (14) (cf. ejercicio 6 , p. 203).

Sean V  = ( v \ , v - > , v - i )  y  W  =  ( w ¡ , w 2) las bases de R 3 y de R 2, respectivamente, formadas por 
los vectores:

v i  =  ( 1 , 1 , 0 ) ,  v 2 =  (0, 1 , 1 ), t/;¡ =  ( 1 , 0, 1 ), y w i  =  ( t . l ) ,  w¿ =  (0, - 2 ); 

y consideremos la aplicación lineal /  de R 3 en R2 cuya matriz asociada en las bases V y W es:

R = 1 2 1
- 1  0 2 / '

En primer lugar, calculemos la imagen por f  del vector x = 2v ¡ + v¿ - 3 v 3. Si denotamos 
de la forma: y  = y ¡w ¡ + y¿w¿  al vector de R2 que es imagen de x  por / :  y  = f (x ) ,  entonces 
se tiene:

•(i) ■(2)
1 2 1

- ! 0 2

y por tanto: y ¡  = 1 y y> = - 8, y  f (2v i  + v¿ - 3v j) = lie  i -  8uq.
En segundo lugar, calculemos la matriz asociada a /  en las bases canónicas de R3 y  

las cuales respectivamente denotamos: Bc = (ei , , C3) y B'c = (e\,e'2). Sabemos calcular 
la imagen por f  de un vector cuando éste viene expresado como combinación lineal de los 
vectores de la base V. Debemos expresar, pues, los vectores e¡, e > y e ¡ en la base V.
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Se verifica:
• El vector e \ expresado en la base V es:

y como:

entonces:

1 1 1
e\ = -V i - - v >  + -v.i,

f i e  i) = Oivi + -iv_. = 0(1,1) + - (0 ,-2 ) = (0 ,-1 ) = -e'2.

• El vector e■> es:
1 1 1ej = ^V| + -Vj - -v¡,

luego:
f (e>) = ltv i - |u /2 = (1,4) = e\ + 4e'2.

• Por último, el vector e3 es:
] 1 1

«3 = -  2^1 + c} v> + -  Vj,

y
' l/2>

( - ! » 3  : @ - W -
y entonces:

f ( e ¡ )  = liv i + íjiV 2 = ( 1 ,- 2 ) = e\ - 2e\.

En resumen:
f i e  i ) = - e 2, f l e>)  = e\ + 4e', y f i e 3) = e\ - 2 e2 , 

y por tanto las matrices columna de la matriz asociada a /  en las bases canónicas son:

G) > (-!)•
En conclusión, la matriz asociada a f  en las bases canónicas es:

( - ;  i  -=)■
y teniendo en cuenta la equivalencia ( 13): f ix \ , x2, x3) = (x 2 + x 3, -x\ + 4 ^ 2  - 2 x 3), ya que:

0 1 i
-1 4 - 2

Xi
x >  | =

X-jJ

(  x > +  X \  \

\ - X |  + 4X2 -  2X ;i/ ‘
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III.5 RANGO DE UNA MATRIZ

l. D efin ición  de rango de una matriz. El rango de una m atriz se define como 

el rango de su s  vectores colum na:

Rango de una 
matriz

Definición

Sea 4  una m atriz de orden ( n .m ) con térm inos en K. El ran go  de 4 ,  que se 

denota: rango 4 , es el rango de los vectores colum na de 4 .  Es decir:

rango4  = rango ( a i , a¿, ■ ■ •, a m) ,

donde a i ,  a z , a m son los m  vectores colum na de 4 .

EJEMPLO 27 Calculemos el rango de la matriz con términos en US:

n  0 1 0 - 1 \
4 = 1 - 1 0  1 1

\l 1 2 - 1  - 3

Los vectores columna de 4  son los siguientes vectores de RJ :

a, = ( 1 , 1 , 1 ) ,  a¿ = ( 0 , - 1 , 1 ) ,  a , = (1 ,0,2) ,  a 4 = ( 0 , l , - l )  y  a-, = 1 - 1 , 1 , - 3 ) .  

Para calcular su rango hacemos:

a'. = a, = (0 ,- 1 , 1 ),

a ' ,  =  a :¡  -  ai  =  ( 0 ,  - 1 , 1 ) ,

a 4 = a.i = ( 0 , 1 , - 1 ) ,

a'- = a-, + a , = ( 0 , 2 , - 2 ),

y asi: ra n g o la i,a2 ,a ;¡,a .|,a .4  = 1 + rango (a,, a'¡, a\,a\). Si ahora hacemos:

= a'3 - a> = (0,0,0 ),
= a 4 + a', = (0,0,0), 

= «I + 2a', = (0,0,0),

entonces: rango (a 1 , a.., a j , , a ;) = 1 + 1 +  rango (a'!, a'f, a ‘2) = 2 + 0 = 2. En conclu

sión: rango 4  = 2.

EJEMPLO 28 Calculemos, según los valores de « , el rango de la matriz con términos en IR:

4  =
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Se liene: rango.4 = rango ( a i ,a ? ,« s ,« 4), donde « i, a i . o j y  son los vectores colunm. 
de A (los cuatro son de ®LJ ):

entonces: rango A = 1  + 1 + rango (a " ,aA) =2 + rango((0,0,3 - «)). En conclusión:

Consecuencias de la definición de rango Se verifica:

* El rango de una matriz es menor o igual que ei número de sus filas y  que c! 
número de sus columnas.
Una matriz de orden (n, m) con términos en IK tiene m vectores columna, y  el ranp 
de m vectores es menor o igual que m; los vectores columna son vectores de IK", \ e. 
rango de un sistema de vectores de IK" es menor o igual que n.

• No se modifíca el rango de una matriz permutando entre sí sus columnas.
Se deduce inmediatamente de una de las consecuencias de la definición de rango de ur. 
sistema de vectores: no se modifica el rango de un sistema de vectores permutand< 
entre si dos de ellos.

2. Relación  entre e l rango de una m atriz  y  e l de una ap licación  lin ea l rep re
sentada por e lla  Considerem os una m atriz de orden (n , m ) con térm inos en K:

y  sea /  la aplicación lineal de !Km en IK" asociada a A en las bases (fijadas):

a i = (1 ,2,0),  02 = ( ! , « , ! ) ,  «3 = (0 , 1 , 1 )  y «4 = ( l , - 1 , - 3 ) .

Si hacemos:

a , = a> - a ¡ = (0 ,«  -  2, 1 ) ,

a'3 = a A =(0,1,1),

a'A = a A -  fl] = (0, - 3 ,  - 3),

entonces: rango A  = 1 + rango (a'., a'ir a i ) .  Si ahora hacemos:

a l = a\ + (2 -  a)a\ = {0, 0, (2 -  a) + 1) , 

a'¡ =  a'A +  3 a j  = ( 0 , 0 , 0 ) ,

rango A  =

/ a  1 1  U 12  ••• a.ij  ••• d i m '

íl 2 1 U22 ¿í 2 ] . . .  Ctr2 m
A =

\a ,n  a i,2 O-nj O-nm )

V = (v\ ,V 2,-■ -,vm) y  W  =  {u>u w 2 w „ ) ;
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El rango de una 
aplicación lineal 

es igual al de 
cualquier matriz 
ue ia represente

gráficam ente:
v / "

K m —   K "

V j -------------- / U V -

01 vector f i v , )  es , pues, el vector de K "  cu yas coordenadas en la base W  son los 

térm inos de la m atriz colum na ./-ésima de ,4:

f ( v ¡ )  = a i , iiz i + a>jW 2 + • • • + a „jW „, 1 «  j  í  m.

Considerem os el autom orfism o V  de K." tal que:

f ( w , )  =  e, ,  1 «  i «  n,

(cf. sección 5 del capítulo II, p. 1 32)  donde B( =  (e ¡ , e> .........e „ )  es la base canónica

de Entonces:

T { f ( V j ) )  = 'F {a ijW\ + a-iiUi’ + ■ ■ • + a „ jW „ )

= a\ jY (w \ )  + a->j'F(w ■>) +  • • • +  a nj 'F (w „ )
= a i ¡e  i + a ¿  j e> + • • • + ti n , e „

= ( a i j , a > j , . . . , a n j ),

y (a ¡ j ,a > i , . . . , í i „ i )  =  a ,  es el ./-ésimo vector colum na de A. Es decir, se tiene:

' F ( f iV j ) )  =  a,,  1 «  j  «  m. (16)

Por otra parte, por definición de rango de una aplicación lineal y por ser T  iso 

m orfism o se tiene:

r a n g o /  = ran go(/(i» i ) , f (v> ) .........

= ra n g o ((P (/(v i)) , ) ) , . . .  Y ( f { v m) ) ) ,

de lo que se deduce (teniendo en cuenta (16)):

r a n g o /  =  rango (a i ,  <12 a , „ )  =  rango A,

pues rango ( a i , a2 a , „ ) e s  por definición el rango de la m atriz .4.

Hemos probado, pues, el siguiente resultado:

P roposición  III.8  Si f  es la aplicación lineal representada por una matriz A en 
dos bases dadas, entonces:

rango /  =  rango A.

Nota b en e Es indiferente la elección de las bases; es decir, si .4 es una matriz, entonces 
todas las aplicaciones lineales que pueden ser representadas por .4 tienen el mismo rango.

A
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Consecuencias ele la proposición III. B Se verifica:

• Si A y R son dos matrices tales que existe el producto AB, entonces:

rango( AB) «  mí n¡ rango A, rango B\.

Si A  y B  son las aplicaciones lineales canónicamente asociadas a las matrices A y tí. 
entonces la aplicación lineal canónicamente asociada a AB es A  °  B , y de acuerdo coi
la proposición III.8 (y recordando la proposición 11.6 (cf. p. 121)),  se tiene:

rango(AB) = rango(A ° B )  < mín|rango.A, rangoB) I

= mín ¡ rango A, rango/)!.

• Una condición necesaria y  suficiente para que una matriz cuadrada de orden n 
represente un isomorfísmo es que el rango de la matriz sea igual a n.
Es una consecuencia inmediata del hecho de que una aplicación lineal de IK" en K." es 

un isomorfísmo precisamente si su rango es igual a n (cf. proposición 11.13, p. 135).

P roposición  III.9 Si A es una matriz cuadrada de orden n de rango igual a n. 
y  B es una matriz de orden (n, m ) (ambas matrices con términos en K j, entonces:

rango(A B) =  rangoB .

Demostración Sean A  y B  las aplicaciones lineales canónicamente asociadas a A y E 
y sea (e¡,e2, . . . ,em) la base canónica de K m. Como rango.4 = n, la aplicación A  es un 
isomorfísmo (cf. última consecuencia de la proposición III.8). y por tanto:

rango!AB) = rango!A ° B )

= rango([A °B ](C |) ,[A  e>S](e2) , . . . , ( A  oB ](c„,))

= rango(A(B(c, ) ) , A<B(e. ) ) ........A { B ( e m)))

= rango(B(Ci),B(e2) ®(cm))
= rangoB = rangoB, 

donde se ha utilizado el corolario de la proposición 11.8 (cf. p. 124).

IIL6 TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE UNA MATRIZ

I. T ransform aciones elem entales  Llam arem os tran sform aciones elem enta 

le s  (por filas) a cualquiera de los tres tipos de transform aciones siguientes (que se 

aplican sobre m atrices con térm inos en un cuerpo K):

•  T ipo I: permutar entre s í las ñlas i-ésima y  j-ésima. Es decir, intercambiamos 

las filas i-ésim a y j-ésim a, y  las dem ás filas las dejam os en la m ism a posición.
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EJEMPLO 29 Al permutar entre si las filas primera y  segunda de la matriz real:

(0  1 
2 0 

\ 1  1

3 2\
•4 2
3 \)

obtenemos la matriz:

Denotaremos esta transformación de la forma:

Tipo II: m ultiplicar Ja fila i-ésima por un escalar no nulo. Esto es, los térm inos 

de la fila i-ésima se m ultiplican por el escalar no nulo, y los términos de las 

dem ás filas quedan inalterados.

EJEMPLO 30 Al multiplicar por 1/2 la segunda fila de la matriz real:

0 1 3 2\
2 0 -4  2
1 1 3 1 /

obtenemos la matriz:

Denotaremos esta transformación de la forma:

1 3 2\ (0 1 3 2\

2
0 4 2 F2- ' ,2f-’ 1 0 _2 1

l l 1 3 1/ U  1 3 1 /

Tipo III: sumar a la ñla i-ésima el resultado de multiplicar por un escalar la fila 
j-ésima, con j  i. Es decir, se sustituye la fila i-ésima por la  sum a —térm ino 

a térm ino— de ella y el resultado de m ultiplicar la fila j-ésim a  por el escalar, y 

las restantes filas, incluida la j-ésim a, quedan inalteradas.
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EJEMPLO 31 Sumar a la segunda fila la tercera multiplicada por el escalar - 2  en la matriz real:

da como resultado la matriz:

■{) 1 i

0 -  2 -  1 0

1 ] .1

Denotaremos esta transformación de la forma:

1 3 2\ (0 I 3 2\

2
0 -4  2

F>-F_. + < 2lf|
0 - 2  - 1 0  0

1.1 1 3 1 / U  1 3 1/

2. M atrices elem entales  Denom inarem os m atriz  elem ental de orden n sobe 

un cuerpo K asociad a  a una transform ación elem ental a la m atriz resultante de 

aplicar la transform ación elem ental a la m atriz identidad I„ .
Se tienen, pues, tres tipos de m atrices elem entales:

• Tipo I:

i  I
(U \

i  /
\ L j

que consiste en permutar entre si las filas i-ésima y  j-ésima de la m atriz iden

tidad I„  (obsérvese que estam os utilizando notación por filas, y  recordemos 

que L\, L>, ■■L n son las m atrices fila de /„).
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EJEMPLO 32 Si K = R, la matriz:

/O 0 1\ (L3\

O 1 O '1 u
\i 0 0/

\L¡/

es una matriz elemental de orden 3, que se ha obtenido permutando entre sí las filas primera 
y tercera de la matriz identidad !•,.

La matriz:
(L,\

1 0 D 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

es una matriz elemental de orden 4, que se ha obtenido permutando entre sí las filas segunda 
y tercera de la matriz identidad l4.

• Tipo 11:

1

t

( L ' \

1

oc « i ,

1

1 L»

que consiste en multiplicar por el escalar no nulo ot la fila  i-ésima de la m atriz 

identidad

EJEMPLO 33 Si K = R, la matriz:

1 0 0\ L 1
0 1 ü = Li

lo 0 T /3/ U  L.J

es una matriz elemental de orden 3, que se ha obtenido multiplicando la tercera fila de la 

matriz identidad /, por el escalar no nulo 3.
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EJEMPLO 34

Una matriz 
elemental es de 
rango máximo

• Tipo III:

/ I

J
\

. 1 . • p ■
= h  + pL¡

1

l ) Ln J

que consiste en sustituir, en la m atriz identidad /„ , la fila i-ésima por la suma 
de ella misma y  el resultado de multiplicar la fila j-ésima por el escalar fi.

Con IK = IR, la matriz:

1 0 - 2 '
0 1 0
0 0 1

¿ 3

es una matriz elemental de orden 3, que se ha obtenido sustituyendo la primera fila de por 
la suma de ella misma y el resultado de multiplicar la tercera por -2 .

La matriz:

11
4
0

lo

O''
o
0
1

L i

l 2 +4L,

ls

es una matriz elemental de orden 4, que se ha obtenido sustituyendo la segunda fila de l.¡ por 
la suma de ella misma y el resultado de multiplicar la primera por 4.

3. Propiedades de las transform aciones elem entales y  de la s  m atrices e le 
m entales  Em pezam os viendo una propiedad sobre el rango de las m atrices e le
m entales:

Proposición III. 1 0 El rango de una matriz elemental de orden n es igual a n.

Demostración La matriz elemental de tipo I obtenida permutando entre sí las filas i-ésima 
y j-ésim a de /,, verifica que sus n vectores columna son:

e  e, e, e„,
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Efectuar una 
transformación 

elemental es 
como multiplicar 
por la izda.) por 

su matriz 
elemental

de rango igual al de los s ectores (cf. propiedades del rango de un sistema de s ectores, p. 80):

e¡ ,  e,  e ,  e„,

que es igual a n.
La matriz elemental de tipo II obtenida multiplicando la fila í-ésima de /„ por el escalar

no nulo or verifica que el sistema de sus vectores columna es (e,  ae ¡ , .. . , e„),  cuyo rango
es igual a n (cf. propiedades del rango de un sistema de vectores, p. 80).

Finalmente, los n s ectores columna de la matriz elemental de tipo III obtenida de la forma: 
sustituyendo la fila i-ésima por la suma de ella misma y la fila j'-ésima multiplicada por el
escalar p, son: e , e¡~\, e, + pe,, e ,+ i  e„, cuyo rango (cf. proposición 1.18 , p. 82) es
igual al de los sectores e ¡ , ..., ej ¡, e¡, e , . ,  e„, y por tanto igual a n.

Proposición  III. 1 1  Si llevamos a cabo una transformación elemental en una ma
triz de orden < n ,m  ), el resultado es el mismo que el de m ultiplicar por la izquierda 
la matriz dada por la matriz elemental de orden n asociada a la transformación.

Veam os en un ejem plo lo que luego dem ostrarem os en el caso general. 

Considerem os la transform ación elem ental: sumar a  la primera pila el resultado
de m ultiplicar por - 2 la  tercera, e s  decir: “f j  

real:

F i +  ( —2 )F;¡  ". Aplicada a la m atriz

se obtiene la matriz:

rí
y  la m atriz elem ental asociada a  la  transform ación es:

(\  0 - 2

0  1 0
^0 0 1

Por un lado, se verifica:

0 - 2 W  1 1 0\ / - I 3
- 4\

1 0  - 1  0 '  =  - i 0 1
0 lA  i - ) 2/ V 1 - 1 2 /

m atriz  elem en tal m atriz  dada m atriz  producto

y  por otro lado:
( 1 1 o\ (-1 3 - 4 \

-1 0 1 "17 t y + 1 ro 5 0 1
V 1 -i 2)  ̂ 1 - 1 2)

m atriz  dada m atriz  tran sform ada
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y  las m atrices transform ada y  producto son la m ism a. Es decir, se  obtiene el mis mi 

resultado aplicando la transform ación elem ental a la m atriz que m ultiplicándola pi 
la izquierda por la m atriz elem ental asociada a la transform ación.

Demostración de la proposición III.] 
por lilas:

Sea A una matriz de orden (n, m); en notació: 

/F\\

A =
F2

, F J
Recordemos, del ejercicio 5 (cf. p. 203), que el producto de la i-ésima matriz fila de la 

matriz identidad !„  por la matriz A es igual a la i-ésima matriz fila de A, es decir: L,A = F 
En lo que sigue también haremos uso de la proposición ili.6 (cf. p. 198).

Consideremos la matriz elemental de tipo I asociada a la transformación elemental: pe 
imitar entre sí las filas i-ésima y j-ésima. El producto de esta matriz elemental por A es:

(L  i L i A ¡ r t\

Lj LjA Fj

A = =

L, L,A Fi

\L„J \l „ a ) KF„

que es resultado de llevar a cabo en la matriz A la transformación elemental permutar entr-j 
sí las filas i-ésima y j-ésima.

Consideremos ahora la matriz elemental de tipo II asociada a la transformación elementai 
multiplicar la fila i-ésima por el escalar no nulo a . Su producto por la matriz A es:

L\A ^
F'

aL, A = ctLfA = cxFi

Ln L»A Fn

que es resultado de aplicar a la matriz A la transformación elemental multiplicarla fila i-ésim.: 
por el escalar no nulo a.
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£1 rango no varia 
al efectuar una 
transformación 

elemental

EJEMPLO 35

Finalmente, consideremos la matriz elemental de tipo III asociada a la transformación 
elemental: sumar a la fila i-ésima el resultado de multiplicar la fila j-ésima por el escalar 0. 
Se tiene:

L, L¡A  4 L\A F\

L, - PLj .4 = ( I ,  + 01.,) A = L,A  + 01., A = r¡ + ¡ir,

Ln v L„ A LnA F„
que es resultado de aplicar a la matriz A la transformación elemental sumar a la fila i-ésima 
el resultado de multiplicar la fila j-ésima por el escalar 0.

Recapitulando, hemos probado que aplicar a una matriz de orden In.m) una transfor
mación elemental tiene el mismo resultado que multiplicar por la izquierda la matriz por la 
matriz elemental de orden n asociada a la transformación elemental. c.o.d.

C oro lario  Las transformaciones elementales conservan el rango, es decir, al 
aplicar una transformación elemental a una matriz, el resultado es una matriz cuyo 
rango es el mismo que el de la matriz original.

Demostración En la proposición anterior acabamos de ver que aplicar una transformación 
elemental a una matriz tiene el mismo resultado que multiplicarla por la izquierda por la 
matriz elemental correspondiente. Dado que las matrices elementales son cuadradas y su 
rango es igual a su orden (cf. proposición III. 10, p. 216), con la proposición III.9 (cf. p. 212) 

concluimos el resultado.

Consideremos la matriz real:

A =
0 2 
1 4 
1 2 0

y la transformación elemental permutar entre sí las filas primera y  segunda: “F 1 — F¿".
Calculemos en primer lugar la matriz elemental M\ asociada a la transformación elemen

tal considerada. Aplicando ésta a la matriz identidad /¡, se tiene:

(\ 0 ° \ ( 0 1 04
h  = 0 1 o F' - ^ 1 0 0 = Mi

lo 0 1 ) 40 0 iy

Multiplicando por la izquierda la matriz .4 por la matriz elemental M1, se obtiene:

= .4,
(0 1 04 1 0 2 14 (2  1 4 1\

Mi  A  = 1 0 0 2 1 4 1
- 1 0

2 1
lo 0 U 1 2 oy l l  1 2 0/
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La matriz ,4| es el resultado de aplicar a la matriz. ,4 la transformación elemental “F, ~  F_»":

(\ 0 2  n (2 1 4 1\
4  = 2 1 4 i 1 0 2 1

u 1 2 oy Vi 1 2 0

Consideremos ahora la transformación elemental multiplicar la segunda fila por 2, es 

decir: “F;> — 2F¿"- Su matriz elemental asociada es:

n  o o\
M2 = 0 2 O ,

\0 O 1

y el producto M¿A¡ es:

/I 0 0 \ í 2 1 4 1\ ( 2 1 4
Ai 2 4 1 = 0 2 0 1 0 2 1 =  2

0 4 -
lo 0 1J Vi 1 2 0/ Vi 1 2 O)

que es la matriz obtenida aplicando la transformación a la matriz A¡:

'2 1 4 n ( 2  1 4 1\
4 i  = 1 0 2 1 F>-2F>

2 0 4 2 |
1 2 0  > U  1 2 0 /

Obsérvese que se verifica: 4 2 = M>A, y  A\ = M ¡A, y  por tanto: A¿ = M¿M, A. Entonces la 
matriz A>, que es igual al resultado de aplicar sucesivamente las transformaciones elementa
les “Fi -  F>" y ''F> -  2F i” a la matriz A, también es igual al producto por la izquierda de .4 
por la matriz

El lector puede comprobar fácilmente que el rango de la matriz A es igual a 2; del comían- 

anterior se deduce: rango A¿ = rango 4 1 = rango A = 2.

Antes

tudienios

de ver la siguiente propiedad de las transform aciones elem entales, es- 

un ejem plo. Considerem os la matriz:

'O 
2 
4 
O

.4 =

1
2
4
I

l '
2
5
I y

que es de 

( 1 , 0 , 1 , 1 )  

sucesivas 

la  forma:

orden (4, 5), su  rango es 3  y su s  tres prim eros vectores colum na: ( 0 , 2 , 4 , 0 

y  ( 1 , 2 , 4 , 1 1 ,  son linealm ente independientes. Nuestro objetivo es aplicar 

transform aciones elem entales a la m atriz A que nos lleven a una m atriz de

( l  O O b \  C \

O 1  O b ;  t ’ 2

O O 1 b3 c 3
\0  O O c4

( i ;



TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE UNA MATRIZ 221

la  cual verifica que su s 3 prim eros vectores colum na son e\, e> y (de la base 

canónica de R4).

En prim er lugar, tratam os de conseguir una m atriz cuyo prim er vector colum 

na sea C] =  ( 1 , 0 , 0 , 0 ) .  El prim er paso consiste en colocar en la posición ( 1 , 1)  un 

término no nulo, y  lo logram os aplicando a la m atriz A la transform ación elem ental 

permutar entre sí las filas primera y segunda (“f  j  — /-V’):

/2 0 2 4 2 \
0 1 1 2  1
4 1 4 9 5 '

^0 1 1 2 1 ,

El siguiente paso es hacer igual a 1  el término de la posición ( 1 , 1 ) ;  se consigue con 

la transform ación elem ental multiplicar por 1 /2 la primera fila (“f j  — ( l / 2 ) f j “ ):

A  0 1 2 l \
0 1 1 2  1
4 1 4  9 5 '

v0 1 1 2 1 ,

A continuación, debem os conseguir que el término de la posición ( 3 , 1 )  sea igual 

a 0, a lo que se llega llevando a cabo la transform ación elem ental sustituir la tercera 
fila por la suma de ella misma y  el resultado de multiplicar por - 4  la primera (es 

decir: “ f j  -  f j  + ( ~ 4 ) f j ' j :
/ l  0 1  2 l \

0 1 1 2 1  ( 18 )
0 1 0  1 1 ’ (18)

^0 1 1 2 1 )
y ya tenem os una m atriz cuyo prim er vector colum na es ( 1 , 0 , 0 , 0). O bsérvese que el 

rango de esta m atriz también es igual a 3, pues es el resultado de sucesivas transfor

m aciones elem entales aplicadas a A, las cuales conservan el rango (cf. corolario de la 

proposición III. 1 1  (cf. p. 2 1 7)).
En segundo lugar, tratam os de llegar a una m atriz cuyos vectores colum na pri

mero y  segundo sean ej =  ( 1 , 0 , 0 , 0 )  y  e¿ =  ( 0 , 1 , 0 , 0 ) ,  respectivam ente. Para ello, 

sólo nos falta  que los térm inos (3 , 2)  y  (4,2)  sean nulos. A plicam os a la m atriz 

de (18), sucesivam ente, las transform aciones elem entales siguientes: sustituir la ter
cera fila por la suma de ella y  el resultado de multiplicar por - 1  la segunda fila, y

sustituir la cuarta fila por la suma de ella y  el resultado de multiplicar por - 1  la
segunda fila. Se obtiene:

A 0 i 2 1 ) A 0 1 2 1\ A 0 1 2 A
0 i i 2 1 F3-F3-F2 0 i. 1 2 1 0 1 1 2 1
0 i 0 1 1 0 0 - 1 - 1 0 0 0 -1 - 1 0

V> i ] 2 l J u 1 I 2 1J u 0 0 0
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Qué tipo de 
matriz es posible 

obtener 
aplicando 

transformaciones 
elementales 

sucesivas a una 
matriz

cuyos vectores colum na prim ero y  segundo son e¡ y e>, respectivam ente. Esta matr 

es de rango 3.

Finalmente, querem os que el tercer vector colum na sea « 3  = ( 0 , 0 , 1 , 0 ) ,  pero s 

m odificar las dos prim eras colum nas. Primero, multiplicamos la tercera fila por - 
(“F3 -— F 3”), con el fin de conseguir un 1 en la posición (3, 3) :

/ l  0  1 2  l \

0 1 1 2  1 
0 0 1 1 0 '

v0 0 0 0 0 ,

Ahora, para conseguir que los térm inos de las posiciones (2 , 3)  y  ( 1 , 3 )  sean nul 

sustituimos la segunda fila por ella más la tercera multiplicada por - 1 ,  y  sustituir 
la primera fila por ella más la tercera multiplicada por - 1 :

f l 0 1 2 l) fl 0 1 2 1\ A 0 0 1 l \
0 1 1 2 1 o -0 - 0 0 1 0 1 ] Fl -fi -O 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0

0 0 0 o j lo 0 0 0 o j lo 0 0 0

Hemos aplicado, pues, a la m atriz A sucesivas transform aciones elementales 

hem os llegado a una m atriz de la form a (17).

El procedim iento que hem os llevado a cabo con la matriz A puede generalizar*- 

como nos m uestra la siguiente proposición.

Proposición  111.12 Dada una matriz de orden (n ,m ), de rango r  > 1  y  cc: 
sus r  primeros vectores columna Linealmente independientes, es posible obtei. 
una matriz de la forma:

A 0 . . 0 a  10 + 1) • • a  1 m \
0 1 . . 0 a 2( r +1)  • a '¿m

0 0 . 1 a r(r+l) • a y m
0 0 . . 0 0 0

lo 0 . . 0 0 . 0 )
Y 171 - Y

aplicando a la matriz dada transformaciones elementales sucesivas.

Nota Obsérvese cómo es la matriz de (19): sus r  primeros vectores columna sor. ¿ 
e2, ...,  e, (de la base canónica de K"), y sus (n - r ) últimas filas tienen todos sus térrm: 
nulos. a
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Demostración Sea A una matriz de orden (n, m), de rango r I y con sus r  primeros 
vectores columna lineal mente independientes. Probaremos por inducción que es posible, 
mediante aplicación de transformaciones elementales sucesivas a la matriz .4, obtener una 
matriz de la forma (19).

En primer lugar, veamos como podemos llegar a una matriz cuyo primer vector columna
sea: e¡ = (1,0......0) e IK". No todos los términos de la primera columna de la matriz ,4
son nulos (si así fuera, los r  primeros vectores columna de Á no serían linealmente indepen
dientes), y por tanto, mediante una transformación elemental de tipo I, consistente en una 
permutación de filas, podemos conseguir una matriz cuyo término de la posición (1,1) es no 
nulo. Con una transformación elemental de tipo ii: multiplicar la primera fila por el inverso 
del término (1,1), obtenemos una matriz con el término (1,1) igual a 1. Mediante trans
formaciones elementales de tipo III, conseguimos que los restantes términos de la primera 
columna sean nulos.

Supongamos que, mediante transformaciones elementales sucesivas aplicadas a la ma
triz A, hemos Llegado a una matriz .4' cuyos i -  1 primeros vectores columna (1 < i «  r) son 
los vectores e ¡, ..., e¡ ¡ de Kn, Probemos que mediante transformaciones de A' podemos 
obtener una matriz cuyos i primeros vectores columna son: e ¡ , .. . ,  e¡-¡ ,  e¡.

Observamos lo siguiente:
■ Puesto que A'  se ha obtenido de .4 a través de transformaciones elementales sucesivas, 

el rango de A' también es igual a r, y al igual que en .4, los r  primeros v ectores columna 
de .4' son linealmente independientes (cf. corolario de la proposición 111.11 (cf. p. 217)).

* Las i - 1 primeras matrices columna de .4' son:

4', =

/ 1 \
0

\0J

4', =

/0\
1
0 4¡-, =

\0/

fo\

0
1
o

Vo/

(el término 1 de 4'_j es el de posición (i - 1,1)), y si la r-ésima matriz columna de 4 ' 
es:

/ a'u \

4! = ‘ (¿-ni

V a,u !
entonces no son simultáneamente nulos los términos a'ü  a 'ni, pues si lo fueran, se
tendría: A'¡ = a'nA[ + - ■ * + a ’ii_lliA'i_l , y los r  primeros vectores columna de 4 ' 110 

serian lineal mente independientes.
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EJEMPLO 36

De esta forma, permutando entre sí la fila i-ésima y alguna de las filas de la t-csima ¿ 
la n-ésima, llegamos a una matriz con el término (i, i ) no nulo, y multiplicando por el inversc 
de este término la fila i-ésima conseguimos 1 en esa posición. Transformaciones de tipo II! 
permiten, finalmente, conseguir una matriz con los restantes términos de la columna i-ésima 

iguales a 0, y por tanto con su i-ésimo vector columna igual a e,.
En el último paso —cuando i = r— llegamos a una matriz cuyos vectores columna son

e , e, i, e,. La matriz obtenida en este último paso también tiene rango r, y  comí
sus r  primeros vectores columna: e\, e > , e r, son linealmente independientes, los (ni - r 
restantes vectores columna serán combinación lineal de ellos, y por tanto, al igual que los 
vectores e ¡ e,. tendrán nulas sus (n  -  r )  últimas componentes.

En definitiva, hemos llegado, aplicando a la matriz A sucesivas transformaciones elemen
tales, a una matriz de la forma (19).

C oro lario  Si A es una matriz de orden (n ,m ), de rango r  »  1 y  con sus r  pri
meros vectores columna linealmente independientes, entonces existe una matriz. T. 
cuadrada de orden n y de rango igual a n, tal que el producto TA  es una matriz de 
la forma (19).__________ _____________________________________________________________

Demostración De acuerdo con la proposición anterior, existen transformaciones elemen

tales que aplicadas sucesivamente a la matriz A permiten obtener una matriz A' de la for
ma (19). Si hemos aplicado k transformaciones elementales, y Mu M > Mk son las matrin-
elementales asociadas, respectivamente, a las transformaciones elementales sucesivamenn 
aplicadas, de acuerdo con la proposición III. 1 1  (cf. p. 217), se tendrá:

Á  = Mk ■ • • M>M] A.

La matriz T = M* • • • M>M\ es cuadrada de orden n y  su rango es igual a n (por ser proditor 
de matrices elementales de orden n, que tienen rango igual a n), y verifica: TA = A'. c'x>:

Consideremos la matriz real:
/O 1 2 2\

A = 1 1 3 2 .
\2 2 (i 4/

El rango de A es igual a 2, y sus dos primeros vectores columna son linealmente indi- 
pendientes. De acuerdo con la proposición 111.12 (cf. p. 222), podemos aplicar a la matriz 
transformaciones elementales sucesivas y obtener una matriz de la forma:

/I 0 b, c i
0 1 b> Cj . (21

\0  0 0 0

la cual verifica que sus dos primeros vectores columna son (1 ,0,0)  y  (0, 1 ,0),  y  también qu 
su última fila tiene todos sus términos nulos:

(número de filas de A) -  (rango A) = 3 - 2  = 1.
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Se liene:

(0 i 2 2\ . , / I 1 i 2V
I i 3 2 -

0
1 2 = A

\2 2 6 4j l 2 2 6 4 /

/ I 1 3 2)'«-' i 2/,
0

1 2 2 = A
lo 0 0 0 ;

/I 0 1 0\
F, —f| -F j

0 1 2 2 = A
lo 0 0 O)

La matriz A|, obtenida a partir de la matriz ,4 mediante la transformación elemental (de 
tipo I) “Fi ~  F¿”, se puede obtener también multiplicando por la izquierda .4 por la matriz 
elemental asociada a la transformación (cf. proposición 111.1 1 , p. 217); es decir:

(0  1 0\
,4| = Mi A, con M| = j 1  0 0 .

VO 0 1 /

Análogamente, la matriz Ao puede obtenerse de Ai multiplicando por la izquierda ésta 
por la matriz elemental asociada a la transformación elemental “Fj -  F¡ - 2F¡":

(  1 0
A 2 =  MtA] , con M-¿ = 0 1 0 .

1 - 2  0 1 /

Finalmente, la matriz A ¡ puede obtenerse de A-> a través del producto:

(1 - 1  0\
A3 = M}A>, con M3 = j 0 1 0 ,

\0 o 1 /

ya que M¡ es la matriz elemental asociada a la transformación “Fi — Fi -  F¿".
De las observaciones anteriores se deduce: A3 =  M;¡Av = M-¡M¿A\ = M3M2M1A, y por 

tanto la matriz T = AÍ3M2M1 verifica que el producto FA es una matriz de la forma (20) 
(recuérdese el corolario de la proposición 111.12 (cf. p. 222)).

Efectuando el producto se puede obtener la matriz T:

/ - !  1 01
T = M3M2M1 = 1 0 0 .

V o - 2  1 )

Sin embargo, es posible calcular la matriz T de una forma más sencilla, basándonos en la 

siguiente observación. Se verifica:

T = 77? = M3MzMi /?,
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III. 7

Inversa de una 
matriz cuadrada

Matriz invertible

es decir: puede interpretarse la matriz T como ei resultado de aplicar a la matriz identidad / 
las mismas transformaciones elementales que hemos aplicado a la matriz A (cf. proposi

ción 111 .11 , p. 217). Se tiene:

/ I  0 0\ / O I  ()\ /O
0 1 0 f '~ F- • I O 0 1

\0  0 1/  \0 O 1/  Vo

y la última matriz es la matriz T.

INVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA

1. D efin ición  de m atriz  in versa  A continuación, vem os la definición de matriz 

inversa de una m atriz cuadrada:

Definición

Sea .4 una m atriz con térm inos en &, cuadrada de orden n. De una m atriz B con 

términos en K, también cuadrada de orden n, direm os es m atriz in ve rsa  de A si 

se verifica:

AB  =  BA = /„ .

De una m atriz cuadrada que tiene m atriz inversa direm os es invertib le .

Si la m atriz A  tiene m atriz inversa, entonces ésta es única. En efecto, si B y  C sor. 

m atrices inversas de A, por definición se tiene:

BA  = /„ =  CA,

y  m ultiplicando por la derecha por la matriz B en am bos miembros de la igual

dad BA = CA, resulta:

BAB  = CAB,

y como AB  =  I n, se deduce que B = C. Por tanto, una m atriz invertible tiene una 

única m atriz inversa.

Si la m atriz A es invertible, su (única) matriz inversa se denotará por A - 1 :

AA~l = A~] A = I n. ( 2 1 1

-1 1 °\1 0 (10 _ ¿ 1/

Nota bene De las definiciones y de (21) se deduce que si la matriz A es invertible, tambi 
lo es .4 ', y su inversa es A:
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EJEMPLO 37

EJEMPLO 38

EJERCICIO 8

CNS de matriz 
nvertible (tener 
rango máximo)

Dada la matriz real cuadrada de orden 2:

G I)'
se tiene que su matriz inversa es:

' \ I
o i r

ya que:

Por tanto:
C. - i ) ( i  ¡ ) - ( ¿  i ) (¿  ?)•

G -:r=(; i) v (;,
La matriz identidad de orden n con términos en K: l„, es invertible, y su matriz inversa es 
ella misma, pues /„/„ = Esto es:

r 1 = ¡n.

Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden. Demostrar que si A y B son invertibles, 
también es invertible el producto AB, y se veriñca: (,AB)_1 = B~lA~] . a

Proposición  III.1 3 Una matriz cuadrada de orden n es invertible si y sólo si su 
rango es igual a n.

Demostración Sea A una matriz cuadrada de orden n. Que la matriz A es invertible 
significa existe una matriz cuadrada B de orden n tal que:

AB = BA = l„. (22)

Si A, 13 y 0» son las aplicaciones lineales de &” en DL" canónicamente asociadas a las 
matrices A, B y /„, respectivamente, entonces (cf. corolario de la proposición IU.7 (cf. p. 201)) 
la igualdad (22) es equivalente a:

A o (B = (B o A = 3„, (23)

y como es la aplicación identidad de K", afirmar (23) es lo mismo que afirmar que A  es 
biyectiva (cf. teorema 3, p. 400).

Por tanto, la matriz A es invertible precisamente si la aplicación lineal A  es un isomor
fismo, lo que a su vez equivale (cf. segunda consecuencia de la proposición 111.8 (cf. p. 211)) 
a: rango A = n. c .q .d .

Nota bene En la demostración de la proposición se ha obtenido que una matriz A es 
invertible precisamente si su aplicación lineal canónicamente asociada: A, es biyectiva.

A
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EJEMPLO 39

EJERCICIO 9

L.a matriz real:
1 l -1
0 1 0

v-1 -1 2
es una matriz cuadrada de orden 3 y tiene rango 3, y por tanto es invertible. 

La matriz real cuadrada de orden 2:

no es invertible, pues tiene rango I .

Consideremos una matriz cuadrada A, y sea A  su aplicación lineal canónicamente asociada 
Demostrar que si A es invertible, entonces la aplicación lineal canónicamente asociada a 
matriz A ' es A 1. a

2. Método p ráctico  p o ra  e l cá lca lo  de la  m atriz  in versa A  continuación 

exponem os un m étodo para el cálculo de la inversa de una m atriz invertible basad 

en transform aciones elem entales.

Considerem os una matriz. ,4 cuadrada de orden n con térm inos en (K. e invertible 

es decir (cf. proposición III. 1 3 ,  p. 227): rango4  =  n . De aplicar la proposición III. 1 _ 

(cf. p. 222) (cf. p. 222) a la  m atriz 4  se  deduce que es posible obtener una matriz 4  
de la forma:

1 0 . . 0 t , l(r+ II •
0 1 . . 0 a 2tr+1 ) • • a 2m

0 0 . . 1 a rtrH ) ■ a rm
0 0 . . 0 0 0

Vo 0 . . 0 0 . 0

llevando a cabo en la m atriz 4  transform aciones elem entales sucesivas, siendo r 
rango de 4 ,  n el núm ero de su s filas y  m el de su s colum nas; como en nuestro cas 

se  tiene: r  = m = n, la m atriz 4 '  tom a la forma:

/ I  O . . .  0 \
O 1 . . .  O

4 '  = = In-

XO O . . .  1

Es decir: m ediante transform aciones elem entales sucesivas aplicadas a la m atriz 

vertible 4  es posible obtener la m atriz identidad
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EJEMPLO 40

Si M i, M> Mk son las m atrices elem entales asociadas a las k sucesivas trans

form aciones elem entales que aplicadas a 4  nos perm iten obtener/,,, entonces (cf. de

m ostración del corolario de la proposición 3  (cf. p. 224)):

Mk ■ ■ ■ M  >M\A =  /„,

de donde, m ultiplicando por la derecha por la m atriz A  \  se obtiene:

Mk ■ ■ ■ M A h A A  1 =  i nA  \  o bien: Mk ■ • • M_.M|/„ =  4 “ ' ,

y  esta  igualdad puede interpretarse de la form a siguiente (cf. proposición 111 . 11 ,  

p. 21 7) :  la m atriz .4- l  es el resultado de aplicar a /„ las m ism as transform aciones 

elem entales su cesivas que hem os aplicado a .4 para obtener /„.

La matriz:

4  =

considerada en el ejemplo 39 (cf. p. 228), es invertible. Calculemos su matriz inversa: 4  '.
Aplicamos a la matriz 4  transformaciones elementales sucesivas hasta obtener la matriz 

identidad I¡:

(  1 1 - n ( \ 1 - 1
1 0 F.t — F • F,

0 1 0

l - l - 1 2/ ( 0 0 1

f i ti - 1
ü 1 0

\0 0 1
n 0 ° \0 1 0
Vo 0 i

A continuación, aplicamos las mismas transformaciones elementales, y en el mismo orden, a 
la matriz f3:

/I 0 Oj 1 0 ° \  /
h  = 0 1 0 Fj-Fs+F,

0 ] 0 F'~F'-F>
lo 0 1) vi 0 1 )  \

- 1
1 F, -F , -F,

2 - 1 1\
0 1 0
1 0

y esta última matriz es la inversa de 4:

4 - '  =
’2 - 1 1'
0 1 0
1 0 1

A modo de comprobación, el lector puede verificar:

1 1 -IV (2 - i (2 - 1 1\ < 1 1 -1\
0 1 0 0 1 0 = 0 1

0
0 1 0

\- l - 1 2/ u 0 1 ll 0 1 / l-l - 1 2/
= h
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III.8

Traspuesta de 
una matriz

EJEMPLO 41

EJEMPLO 42

TRASPUESTA DE UNA MATRIZ

1. D efin ición  de m atriz  traspuesta  A continuación, vem os la definición de 
m atriz traspuesta de una m atriz:

Definición

Sea A  una m atriz de orden ( n , m )  con térm inos en IK. Definimos la m atriz 

trasp u esta  de la m atriz A, que se denota: A 1, com o la m atriz de orden (m , n i 

tal que su térm ino de posición (/,./), que denotarem os: a'í ; , es el térm ino de 

posición ( j ,  i) de la m atriz A:

a\j = a ¡i, 1  «  i < m , 1 < j < n .

En otras palabras, los n vectores colum na de A 1 son los n vectores fila de A, y  los ir 
vectores fila de /\' son los m vectores colum na de .4.

Sea A la matriz con términos reales ele orden (2,3) cuyos tres vectores columna son:

a , = (1 ,2) ,  fl.  = ( 1 , 1 )  y a ,  = (3,0).

Escribamos la matriz traspuesta de 4: 4'.
Los tres vectores fila de 4 ' son por definición: « i, a¿ y a  i, luego:

/ I  2N 
4' = 1 1

\3 0.

Calculemos ahora, a partir de 4 ',  el término de posición (2,3) de la matriz 4. De 

definición de matriz traspuesta se deduce que el término de posición (2,3) de la matriz .4 

el término (3,2) de la matriz 4 ', es decir: 0.

La traspuesta de la matriz:

4 = ( f l i  a > a A

es la matriz:
/

4 '  =

f l , ' 
fl > 

\fl; i/
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EJEMPLO 43

Consecuencias de la definición de traspuesta de una m atriz So verifica:

• La traspuesta de la matriz identidad l„  es ella misma: I], = !„■
• La traspuesta de la matriz A ', que denotaremos: ( A[) , es igual a A.

La traspuesta de la matriz A1 es: (A1)' = ( a " ;  1 «  i s  n , U  j í  m ). Pero se tiene 
que a", = a '„ = a ¡ ,  para cada U i í t i  y cada 1 «  j  *  m, luego: (A1)' = A.

• La traspuesta de una suma de matrices es igual a la suma de las traspuestas: 
(A +  B )' =  A ' +  8 '.
Si ponemos: C = A + B, entonces:

c\j = Cjf = Uji + b¡, = a\j + b\j, U i í  m, 1 í  j s  n,

y por tanto: C’ = A' + B'.
•  Si «  es un escalar, entonces la traspuesta de la matriz « A  es igual a ixA': 

(« A ) 1 =  « A 1.
Poniendo: D = «A, se tiene:

d), d¡, = a a j i  = aa)j, 1 m , I j  n,

y por tanto: D' = «A 1.
•  La traspuesta del producto BA es igual a A 'B ':  (BA ) '  = A'B'.

Pongamos: E = BA. Se tiene:

fl II
e 'ü  =  e j í  =  Z  b A a k< =  Z  " I r H / -

Nota bene Si A es de orden (n, m), para que se pueda formar el producto BA es
condición sirte qua non que B sea de orden (p, n), con lo que el producto BA será 
de orden (p, m). Análogamente, como A1 es de orden (m, n), B' es de orden (n .p i, 
y  A'B' de orden ( m,p ) .  a

•  Si la matriz A es cuadrada de orden n y es invertible, entonces también la
matriz A ' es invertible, y su inversa es (A ' )' •  (A1 ) - 1  =  (A
Se tiene (consecuencias anteriores):

a ^ a - 1 ) 1 = (a - ' a )'  =  /;, = /„ y (a - 1 ) ' a ' = (AA ' ) ' =  /' =/ , „  

y por tanto A1 es invertible y su inversa es (A" 1)'.

Sean las matrices reales:

A =
1 1 0
2 1 0

Comprobemos se verifica: (A + 8)' = A ' + B' y (CA)' = A 'C .
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El rango de una 
matriz es igual al 
de su traspuesta

Se tiene:

( 1 2 ' - 1  0\

1 = 1 1 , B' = - 1  - 1 . A + B =
Vo 0, e l  i l

'1
2>\

(-1 0" ¡0  2\
A1 + B' = 1 1 + - 1  - 1 = 0 0

v0 o) V i i , \ 1  1 /

0 0 1 
2 0 I I ’

= (A + B)'.

Por otro lado, se tiene: C1 = (1 - 1  2), y por tanto:

/I  2\ 
C'A' = ( l  - 1  2) 1 1

Vo o
= o

y como:

resulta:

AC =
% / i\

1 1 ° n  i - (°)V2 1 0/ •, ~ WV '  \ 2} v /

= C'A'
v )  y

La trasposición de m atrices conserva el rango, en el sentido siguiente:

P roposición  III.14 El rango de una matriz coincide con el de su traspuesta.

Demostración Sea A una matriz de orden (n, m) y rango r  »  1. Como el rango de un¿ 
matriz es indiferente al orden de sus vectores columna, podemos suponer, sin pérdida d * .  
generalidad, que los r  primeros vectores columna de A son linealmente independientes. Sabe
mos (cf. corolario de la proposición 3 (cf. p. 224)) que existe una matriz T cuadrada de orden >: 
tal que 7.4 es de la forma:

7.4 =

1 0  . . 0 • « j m N
0 1 . 0 a 2<r~l>

0 0  . . 1 a r ( r *  I I a rm
0 0  . . 0 0 0

u 0  . . 0 0 ■ 0  y

r tn r

Los vectores columna no nulos de la traspuesta de la matriz 7.4 son:

( 1 . 0 ........ 0 , a ' | ( ,.+ 1), ( 0 , 1 ..........0 , f l 2 ( r * l ) ......... a 2 m ) ...........< 0 . 0 .1 . ......................



9. SOLUCION DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

U1.9

Ejercicio 1
(p. 188)

Ejercicio 2

(p. 196)

cuyo rango es, obviamente, r , y por tanto:

rango A = r  = rango(XA)1 = rango! A 'X ’ ) «  mín{ rango .4', rango X'] < rango4 ’ , 

de lo que se deduce:
rango4  « rango41. (24)

Es decir, el rango de una matriz es menor o igual que el de su traspuesta. Aplicando esta 
afirmación a la propia matriz 4 ', resulta:

rango 4' « rango (A1)1 = rango 4 , (25)

y finalmente de (24) y (25) se concluye: rango 4  = rango A 1. c .q .d .

SOLUCIÓN DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Sea B =  (V\,V2 ) una base cualquiera de ! 2. Buscarem os condiciones sobre una ba

se B' = (W\,Wz) de IR2 para que la m atriz asociada a /  en las bases B  y B' sea la 

m atriz identidad I>.
Por definición de m atriz asociada, las coordenadas de f ( v \ )  en la base B'  tienen 

que ser: 1  y  0, es decir:

f ( v  i )  = ltw i + Oiuj = W[.

Análogam ente, las coordenadas de f ( v  >) en B'  tienen que ser: 0 y  1 ,  esto es:

f ( v 2) = Otuj + \w> - w¿.

En consecuencia, los vectores W\ y han de ser: w\ =  f ( v \) y  w 2 - f ( v 2).
Por ejemplo, tom ando la base B = ( ( 1 , 1 ) , ( 1 , 2 ) ) ,  se tiene que: / ( 1 , 1 )  = ( 1 , 2 )  

y  / ( 1 , 2 )  = ( 1 , 3 ) ,  y  el sistem a de vectores B' = ( ( 1 , 2 ) ,  ( 1 , 3 ) )  es una base de IR2, y  la 

m atriz asociada a /  en las bases B y B' es la m atriz identidad I¿.
Obsérvese que la  aplicación lineal /  es distinta de la aplicación identidad de K2. 

Esto no contradice lo enunciado en la proposición III. 1 (cf. p. 187): en la proposición 

se requería que las bases fueran iguales, pero, en este ejercicio, B ’ no es igual a B.

Sea (n , m) el orden de A, y  sea (p, q ) el orden de B.
Al estar definido el producto de A por B, el número de colum nas de A es igual al 

número de filas de B: m = p. De estar definido el producto de ÍJ por 4 , se tiene: n =  q. 
Es decir, si .4 es de orden (n, m ), entonces el orden de B  es: (p.q)  =  Im , n ). El orden 

de la m atriz AB  es, pues, ( n , n) ,  y  el de la m atriz BA  es (m , m ). De ser am bos 

órdenes iguales, se deduce: n = m, y  por tanto A  y  B  son m atrices cuadradas del 

m ism o orden.
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Ejercicio 3 
(p. 203)

Ejercicio 4 
(p. 203)

Ejercicio 5 
(p. 203)

Ejercicio 6

(p. 203)

Sean A = (a,-/; U  i < f t , U j í  m j y j ] =  (ir,,-; 1 í  i « m ,  1 í  j  «  p ) . Por defini

ción de producto de una m atriz por un escalar, se tiene:

« fi = (abij-, 1 í  i  «  m , 1 ^  j  <  p ) ,

y el término de posición ( í , j )  de A (« fi)  es:

m m
X  a¡j{abkj)  =  «  X
t=i t= i

que es el término de posición ( t , j )  de « ( AB )  (1 «  i *s n , 1 « j  «  m). En conclu

sión: A (a fi)  = « (A fi).

Aplicando, primero, la propiedad distributiva por la izquierda y, después, la propie

dad distributiva por la derecha, se tiene:

(A + fi)2 = (A + fi) (A + fi) = A (A + B) + fi(A  + tí) = A 2 + AB + BA + fi2.

En notación por colum nas:

A =  ( A i | A 2 | . . .  | A  j  | . . .  | A m J y  I m =  ̂E\ j £2 | . . . | Ej  | —  | £ m  ̂ ,

y  por tanto (cf. proposición 111.5, p. 196):

A /m =  A ( £  1 | £ 2 | | Ej  | . . .  | £ ,„  ) = { A£ j  | AE,  | . . .  | A £ ,  | . . .  | A £ m ) .

Por otro lado, de acuerdo con las propiedades del producto de m atrices, se tiene 

que: A Im =  A, o bien:

Alm — ( A  [ | A 2 j . . .  | A j  J . . .  | A ,„ j  .

En conclusión:

( A l | Á2 j . . . | Aj  j . . .  | Am ) =  ( A £ i | A£A I . . .  | AEj  [ . . . | AEm ) ,

y  A¡ = A E j , U  j  í  m.

Análogam ente, como la i-ésim a m atriz fila de /„ es £ ,, se tiene que la i-ésima 

matriz fila del producto i„A  es igual al producto £,A;  al ser: I nA  = A, se deduce que 

la i-ésim a m atriz fi la de A es igual a L,A  (1 1 < n).

Si £ |, £ 2, . . . .  E m son las m atrices colum na de la matriz identidad I m, entonces se 

verifica:
( X\ >

X  = . = X [E [ + X 2E 2 + ■ ■ ■ + x mEm,

\ *  m /
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Ejercicio 7 
(p. 204)

Ejercicio 8

(p. 227)

y por Tanto:

A X  = A U 'i £j + x>E> + ■ ■ ■ + x mE m)

= A ( x j E i )  + A ( x 2 E2) + ■ ■ • + A ( x mE m)

— X\AE\ 4* Xr2AE2 + * • * + XjnAEjn

— .V ] .41 -i- X2 A2 + ■ * * + XmAm,

donde la segunda igualdad es consecuencia de ia propiedad distributiva de la m ulti

plicación de m atrices, y la tercera y  la cuarta son consecuencia de los ejercicios 3 y  5, 

respectivam ente.

Sabem os (cf. ejercicio 4, p. 203):

(A + B )2 = (A + B )(A  + B) = .42 + AB + BA + B2. (26)

Si 4  y  B conmutan, es decir: AB = BA, entonces el último miembro de (26) toma la 

forma: .42 + 2A í¡ + B 2. Pero si A y  B no conm utan, entonces: (.4 + B )2 + A 2 + 2AB + B 2.
Como com probación, tom em os las m atrices A y B del ejem plo 22 (cf. p. 204). Se 

verifica:
'2 I V  _ /5
1 ~ 2  lo 5)'(A + B )2 -

o n  c¿  01  2 ' x2

\ 0)  vo -2

Por otro lado (cf. ejem plo 23 , p. 204):

* - ( ?  « M ó  ?)■ “ - ( i  - M o  “)■

( ;  1 ) .  o)-
Por tanto:

AB =

, , * 0 A + 2 AB + B = -c D*(¡ K  tt0 I

y  (A + B )2 *  A2 + 2AB + B 2.

Si las m atrices A y  B son cuadradas de orden n, entonces se verifica: 

(A B ) (B-1A~1) = A (BB  l )A~] = A InA~l =  A A ’ 1 =  /„,

y
(B ~lA  l )(AB) = B - ' (A - 1A )B  = B~]I UB = B lB = I„,  

y por tanto AB  es invertible y  su inversa es B~ 1 A - 1 .
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Ejercicio 9 Supongam os que la m atriz A es cuadrada de orden n. Llam em os B a la m atriz inversa 

(p. 228) de A, y sea  23 la aplicación lineal canónicam ente asociada a la m atriz B, es decir, a la 

m atriz A - 1 . Querem os dem ostrar que 23 =  .4

De la  definición de m atriz inversa, se tiene: AB  = /„, de lo que se deduce:

A  o'B =  3„ , (27

donde es la aplicación lineal canónicam ente asociada a /„ (y por tanto la identidad 

de DC"). Operando por la izquierda con A  1 en (27), se  obtiene: ,/l_l c i lo 'B  =  ./l- 1  °3 ,: . 

es decir: 23 = A  ',  y  la aplicación lineal canónicam ente asociada a la m atriz inversa 

de A es efectivam ente A '  1.
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RECAPITULACION III

Defin ición  de m atriz  C onsideram os un cuerpo K  y  dos enteros positivos n y m:
• M atriz 4  con térm inos en  K de orden in , m ): disposición de n ■ m elem entos 

de ítí en form a rectangular en n filas y m  colum nas (las filas y colum nas de .4). 

Matriz real: m atriz con térm inos en H.
• T érm ino de 4  de posición  (?,/):  elem ento de 4  situado en la fila i-ésim a y la 

colum na j-ésim a.

Se denota: a
Notaciones para la m atriz 4  de orden (n ,m ) con térm inos en

4  =

fusión).

/ « ]  1 a  12 a  i j a  i m '

Z? 21 a<-. . . .  a  2j a  ¿ m

a , i a  i2 i? ij a  i «i

a n2 a „ j ñ u  di

j  «  m ) ,  o sim plem ente 4 =  ( a , ,

(1 « i « ni de 4 :  a ,  i, a , 2, ..

(si no hay coti

la .i-ésima colum na (1 «  j  í  m) de 4 :  í?i (, a ¿ j  u ni-
Matriz fila: m atriz de orden ( 1 ,  m).
Matriz colum na: m atriz de orden (n, 1) .
Matriz cuadrada de orden n: m atriz de orden (n ,n )  (mismo núm ero de filas 

que de columnas).

Térm inos de la diagonal principal de una m atriz cuadrada de orden n: los de

posición ( 1 , 1 ) ,  ( 2 , 2 )  in, n).
Matriz identidad, o unitaria, de orden n con térm inos en K : m atriz cuadrada 

de orden n con los términos de la diagonal principal iguales a 1 y  los restantes 

iguales a 0.

Se denota: / „ . Se tiene:

In =

(\ 0 
0 1

0 ü

0\
0

V ' u v

M atriz cero , o nula, con térm inos en K  de orden (n ,m ): m atriz de orden (n , m) 
con todos su s térm inos iguales a 0.

Se denota: O.
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Consideram os una m atriz A  con térm inos en K  y  de orden (w, m ):
• Matriz columna /-ésim a de la  matriz .4 ( 1  =s j  «  m): m atriz colum na de or

den ( n , I ) cuyos térm inos son los de la ./-ésima colum na de A.
Se denota: A ¡. Se tiene:

a ij
0-2.1

\ “ >U/

La notación por columnas de .4 es: .4 =  (A i | 42  | | A,
Las m atrices colum na de /„ se denotan: E ¡ , E>, ■.., En.
Matriz fila i-ésima de la matriz 4  (1 «  i n): m atriz fila de orden ( 1 ,  m ) cuyos 
térm inos son los de la i-ésim a fila de 4 :  ( a , i  a ,¿  . . .  a ¡m ).

Si /-'i, E>, ■.., Fn son las m atrices fila de 4 ,  la notación por filas de 4  es:

4  =

\En/

Las m atrices fila de /„ se  denotan: ¿ i ,  L¿, ■ • Ln.
• V ector colum na j-é sim o  de 4  (1 «  j  « m): el vector de K ”  cuyas com ponentes 

son los térm inos de A,.
Se denota: a¡. Se tiene: a  , = (a\j, a¿ j , ... , a „ ; ).
V ector fila r-ésimo de 4  (1 <  i «  n): el vector de K,n cuyas com ponentes son 

los térm inos de la i-ésim a fila de la m atriz 4 ;  es decir: (a ,-¡, a ¡ 2. • • • ,a¡m)-

M atriz  asociada a  una ap licación  linea l C onsideram os una aplicación lineal t

de Kw en K ” , y  unas bases de estos espacios vectoriales: V = (v\,v>  v m) de K ”

y  W = (W ],W 2 .........w „ )  de K ":
• M atriz aso c iad a  a / ,  o represen tan te de / ,  en las bases V  y  W: es la matriz 

4  =  de orden (n, m ) cuyos térm inos de la /-ésima colum na (1 ;; j  «  m 
son las n coordenadas de f ( v , )  en la base W:

f {V j )  =  « 1,0 » ! + a>iW¿ a n/w „, K j < m .

C aso particular: si IV =  Rc  (base canónica), e n to n c e s / (u , ) =  a , (./-ésimo vector 

colum na de 4 , 1 «  j  < m).

Propiedad: si m  =  n  (es decir: 0Cm = & ") , s i V  y  W  son iguales, y  si A = /„. 

entonces /  es la identidad de K " .
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•  Aplicación lineal canónicamente asociada a una m atriz A  =  (o-tj) con térm i

nos en K de orden (ti, m): la única aplicación lineal./l de K m en K " cuya m atriz 

asociada en las bases canónicas es A.
Gráficamente:

Be ¿i B'cibrw  - 1 [ifn
^  ( U j r i m ) .

e . j  * a j,

El espacio vectorial  JVC«m ( ÍK) Consideram os un cuerpo IK y  unos enteros posi

tivos n  y m:

• Mn-m(K) denota el conjunto de las m atrices con térm inos en K  de orden (n, m).

• Consideram os dos m atrices A = y B = (b , , ) de M nm(K). La suma de A
y B es la matriz (de A -  B =  (u ,; + b ¡,) .

El producto de un escalar A por A es la m atriz (de M nm(IK)): A A =  ÍA a ¡jJ .

• (M nm(K ) ,+ )  es un  grupo abellano. Su elem ento neutro es la m atriz O (de 

orden (n, m )), y  el opuesto de A es la m atriz: -A  = ( - 1  )A.
El conjunto es espacio vectorial sobre K con la adición de m atrices y

la m ultiplicación por los elem entos de &.

• Fijadas unas bases, la m atriz asociada a la  aplicación lineal sum a de aplica

ciones lineales es la m atriz obtenida sum ando las m atrices asociadas a las apli

caciones.

• Fijadas unas bases, si A es un escalar y  /  una aplicación lineal, la m atriz aso

ciada a A/  es el producto del escalar A por la m atriz asociada a  la aplicación f .
• Los espacios vectoriales £ ( K m, K 11) y  M „ m(K ), am bos sobre el cuerpo K, son 

isom orfos.
La aplicación de G (K m, K n ) en M „ m(IK) que a cada aplicación lineal asigna su 

m atriz asociada en las bases canónicas es un isom orñsm o.

Producto  de matrices  Consideram os dos m atrices de órdenes (n , m ) y  (m , p):

A = (¿i,,; U i r i  n, 1  <  j  <  m ) y  B = (bu; I «  i m , 1 «  j  « p ) :

m
• Producto de A por B: m atriz C = K ¿ j) ,  de orden (n ,p ) , con: a ¡  =

fc-t

También se dice: C es el producto por la izquierda de B por .4, o el producto 
por la derecha de A por B.
El producto de dos m atrices se define sólo cuando el número de colum nas de 

la prim era es igual al núm ero de filas de la  segunda.
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Se verifica (notaciones por filas y  por colum nas):

A (B  i B.,) =  [A B  i A fíj . . .  A B » ) ,

f h ) (F iB \

F, F¿ B
B  =

J 'n ) B,

Fijadas unas bases, si A  es la m atriz asociada a una aplicación lineal / ,  y  B  e~ 

la m atriz asociada a una aplicación lineal g: la m atriz asociada a  /  °  g  es AB. 
La aplicación lineal canónicam ente asociada a AB  es la com posición A  o 
Propiedades de la m ultiplicación de m atrices: 

o  A sociatividad: A (BC ) = (AB)C\
o  Distributividad (por la derecha y por la izquierda) respecto  de la adición: 

A i B  i + B'¿) = AB\ + AB'¿* (A\ + A ’¿ )B  = A\B + A2B.
O I„A  = A  =  A Im; 
o 0/4 = O, AO  =  O.

Las m atrices A  y  B  conm utan si: los productos AB  y  BA  están definidos \ 

coinciden.

La m ultiplicación de m atrices cuadradas de orden n, con n > 2, no es conmu 

tativa.

Se tiene la equivalencia:

A (x \,x 2 xm) = (y\,y-¿....... y „ ) A

X\ (y  I
x 2 y¿

\xmJ \yn)
Dada una aplicación lineal /  de K m en K " , y  fijadas unas bases V y  W, respec
tivam ente, si A  =  ( « y )  es la m atriz asociada a /  en estas bases, se verifica: la

imagen por /  del vector de coordenadas X | , x> x m en V  es el vector cuyas

coordenadas y i ,  y ¿  v,, en W  vienen determ inadas por la relación matricial

(y\

• 
^

=

" 
ís

( * l \
x<

\x mJ

( a  11 tí 12 • • • tj 11:
(T¿ 1 ct>> • • • U¿r,

a „ i a „¿  . ..  u „ (;

Rango de una m atriz
• Rango de una m atriz A = ( a y )  de orden (n ,m ):  el rango de los vectores 

colum na de A.
Se denota: rango A . Por definición: rangoA  = rango ( a i , a ; > , . . . . a m).
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• Propiedades:

o  el rango de una m atriz es m enor o igual que el núm ero de su s filas y  que 

el núm ero de su s colum nas; 

o no se m odifica el rango de una m atriz perm utando entre sí su s colum nas; 

o el rango de una m atriz es igual al rango de cualquier aplicación lineal a la 

que la m atriz esté asociada; 

o ran go(4B ) «t mín ¡ rango 4 ,  rango /?[;

o una condición necesaria y suficiente para que una m atriz cuadrada de 

orden n represente un isom orfism o es que el rango de la m atriz sea  n; 
o  si 4  es una m atriz cuadrada de orden n de rango igual a n, y B es una 

m atriz de orden (n ,m ) (am bas m atrices con térm inos en &), entonces: 

rango(A B) =  rango B.

Transform aciones elementales de una m atriz
• Transform ación elem ental de una m atriz: es cualquiera de los tipos:

o  perm utar entre sí dos filas,

o  m ultiplicar una fila por un escalar no nulo,

o  sum ar a una fila el resultado de m ultiplicar otra por un escalar.

Una transform ación elem ental conserva el rango de la m atriz a la que se  aplica.

•  Matriz elem ental de orden n asociada a una transform ación elem ental: resul

tado de aplicar la transform ación elem ental a la m atriz identidad /„. 

Propiedades:
o  el rango de una m atriz elem ental de orden n es igual a n, 
o  el resultado de aplicar a  una m atriz una transform ación elem ental es el 

producto por la izquierda de la m atriz por la m atriz elem ental asociada a 

la transform ación elem ental.

• Si A  es una m atriz de orden (n , m ), y  si ran go(4) =  r  »  1 , y  los r  prim eros 
vectores colum na de 4  son linealm ente independientes, se puede obtener, apli

cando a .4 transform aciones elem entales sucesivas, una m atriz .4' de la  form a:

1 0  . . 0 f l i o-+i )  • a ’l m Xl
0 1 . . 0 a 2 t r * l )  ■ a 2m

0 0 . . 1 a r( r  + l) • & rm
0 0 . . 0 0 0

Vo 0  . . 0 0 0 )

r m -  r

Existe una m atriz 7 ,  cuadrada de orden n, y  de rango 11, tal que: 7 4  = 4 '.
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Inversa  de una m atriz cuad rada  C onsideram os una m atriz cuadrada A de 

orden n con términos en IK:

• In versa  de A: m atriz B cuadrada de orden n tal que: AB = BA = l n.
Se dice: ,4 es invertib le.

Si .4 es invertible, su  inversa es única. Se denota: B = A~l.
• Propiedades:

o  AA~' = A~l A = /„; 

o  (A ~ ') ' = 4 ;

O Iñ ' = ¡n
o (A  e s  invertible) <=> rango A  = n.

• Para el cálculo práctico de A - 1 : se aplican a /„ las m ism as transform aciones 

elem entales sucesivas que llevan la m atriz 4  a la m atriz

Traspuesta de una m atriz  C onsideram os una m atriz 4  con térm inos en (K ck

orden (n, m ):

• M atriz trasp u esta  de 4 :  es la m atriz de orden ( m , n ) cuyo término de posi
ción ( i j )  es el de posición ( j ,  i) de 4 , 1 <  i m, 1 j  n.
Se denota: 4 l.

•  Propiedades:

°  l'n =  n̂> 
o  ( 4 1)1 =  4 ; 

o  (4  + B )'  =  4 ( +  B'\ 

o (ocA)1 =  « 4 1; 
o  (BA )' = A'B'\ 
o  rango 4 '  =  rango 4 ;

o  si 4  es cuadrada e invertible: (A 1) - 1  =  (.4 1 )1.
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INTRODUCCIÓN

Definiciones y  propiedades  Una ecuación lineal en las incógnitas X ] , x¿, ■ ■ x m 
es una ecuación de la  forma:

a 1X 1 + « 2-X2 +  • • ■ + a mx m = c ,

donde a 1 , a 2, . . a m son núm eros reales, que llam arem os coeficientes de la ecuación, 

y  c es otro núm ero real, que llam arem os término independiente de la ecuación. Por 

ejem plo, las tres siguientes son ecuaciones lineales en las incógnitas x j ,  x ¿ y  xy.

x  1 -  x¿ - 3X 3 = 2 , X3 = 1 y -  r X |  + 4x 3 = 0 .

Los coeficientes de la prim era ecuación son 1 ,  - 1  y - 3 ;  los de la segunda: 0, 0 y  1 ; 

y los de la tercera: - 1 / 5 ,  0 y 4. Los tres térm inos independientes son 2, 1 y  0, 

respectivam ente. Las siguientes también son ecuaciones en las incógnitas x\, x-¿ 
y X j, pero no son lineales:

7 1
X |X 2 +  x 3 = 2, x j  + 3 x 2 -  X 3  =  - 1, 2 x i  -  —  = 1.

X 3
Muchas veces se em plean otras letras para designar las incógnitas, com o x ,  y ,  z, t 

o u. Por ejem plo, estas son ecuaciones lineales en las incógnitas x ,  y ,  z  y  í:

2 x  + 3 y  -  2z  +  t = - 3 y - 2 y  - z -  t = l.

Estam os interesados en los sistemas de ecuaciones lineales, que no son m ás que 

un conjunto de ecuaciones lineales consideradas sim ultáneam ente, todas en las m is

m as incógnitas. Por ejem plo, el siguiente es un sistem a de dos ecuaciones y  cuatro 

incógnitas:
í 2 x i  +  3x 3 -  x 4 =  2

[ Xi + Xo + 4X3 + x 4 = - 1 .

Nótese que am bas son efectivam ente ecuaciones en las m ism as incógnitas: X j , x 2, X3
V t r 

io d o s  los sistem as adm iten una notación matricial, de sum a im portancia para 

un ulterior estudio del sistem a. Por un lado, se define la llamada matriz asociada al 

sistem a, que tiene tantas filas como ecuaciones y tantas colum nas como incógnitas, y 

cuyos térm inos son los coeficientes de las ecuaciones (colocados en el m ism o orden 

en el que figuran en el sistema). Por otro lado, se define la matriz de incógnitas, que 

es la m atriz columna cuyos térm inos son las incógnitas del sistem a. Y  finalm ente se 

define la matriz de términos independientes, que es la m atriz colum na cuyos términos 

son los térm inos independientes de las ecuaciones. Estas m atrices suelen denotarse
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con las letras A, X  y  C, respectivam ente; la notación matricial del sistem a es entonces 

esta: A X  =  C.
Escribam os la notación matricial del sistem a que hem os puesto de ejem plo dos 

párrafos antes. Su m atriz asociada será de orden (2 ,4 ) (tantas filas como ecuaciones 

y tantas colum nas como incógnitas); en su prim era fila tendrá como térm inos los 

coeficientes de la prim era ecuación, esto es: 2, 0, 3 y  - 1 ;  en su segunda fila, los 

coeficientes de la  segunda ecuación: 1 , 1 , 4 y  1 .  La m atriz asociada es entonces:

.4 =
0 3 - 1

i 1 4

Su m atriz de incógnitas y  su matriz de térm inos independientes son las m atrices 

colum na cuyos térm inos son las incógnitas y  los térm inos independientes del s is

tema, respectivam ente; es decir:

Y -

(x i\
x¿
-V.-¡

w

y c -
- ( - 9 -

La notación matricial del sistem a es: A X  =  C, que toma esta form a concreta:

- 1
1

\ÍX\
X>
X.Í

V A V

2
- 1

Nótese que si efectuam os el producto del prim er miembro, la igualdad anterior se 

transform a en esta:
/  2.Y] + 3x í  - x4 \ í  2>
\Xi + x 2 + 4X3 + XtJ  \ - l ,

que es equivalente al sistem a propiam ente dicho.

A dem ás de las tres m atrices que acabam os de ver, para un sistem a de ecuaciones 

lineales dado se define otra m atriz, que recoge toda la inform ación necesaria sobre 

el sistem a: la llam ada matriz ampliada del sistem a, form ada adjuntando a la m a

triz asociada la m atriz de térm inos independientes (esto es, añadiendo a la matriz 

asociada una colum na más, cuyos térm inos son los términos independientes de las 

ecuaciones). Si la m atriz asociada se ha denotado por A  y  la de términos indepen

dientes por C, la m atriz am pliada se escribe: (,4 | C l .  Para el ejem plo de sistem a 

que venim os considerando, su m atriz am pliada se escribe así:
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Un concepto m uy im portante es el de solución de un sistem a de ecuaciones li

neales. Considerem os un sistem a de ecuaciones lineales de m atriz asociada A y de 

m atriz de térm inos independientes C  (o dicho de otra form a: el sistem a A X  =  C, o 

también: el sistem a de m atriz am pliada (.4 | C)>. Llam arem os solución del sistem a a 

toda matriz, colum na A j tal que el producto A A j es igual a la m atriz C. Para el sistem a 

que venim os considerando como ejem plo, una solución es esta  m atriz columna:

X i =

1 '
-2

0

0/

¿Qué significa esto? Que si m ultiplicam os la m atriz asociada del sistem a por esta  ma

triz A 'i, obtenem os com o resultado la m atriz de térm inos independientes. Tenem os:

AX¡ =

l )
0 3 - 2
1 4 O 0 ' U j

o)

= C,

lo que prueba que efectivam ente la m atriz A j e s  una solución del sistem a. Nótese 

que si en el sistem a propiam ente dicho sustituim os las incógnitas por los términos 

correspondientes de la  m atriz A j , es decir, s i sustituim os X |, x>, x$ y  x4 por 1 , - 2 ,  0 

y  0, respectivam ente, entonces obtenem os dos identidades (una por cada ecuación):

2 - 1  + 3 • 0 -  0 =  2

I + ( - 2 )  + 4  - 0  + 0 = - 1 .

Todo sistem a de ecuaciones lineales verifica uno y  sólo uno de estos asertos: no 

admite solución, adm ite exactam ente una solución, o admite infinitas so lu cion es.1 

Entenderem os por discutir un sistem a la tarea de averiguar cuál de estos tres asertos 

se verifica para el sistem a; es decir, averiguar si adm ite solución o no, y  en caso 

afirm ativo si sólo adm ite una o adm ite infinitas. Y  entenderem os por resolver el 

sistem a averiguar concretam ente todas las m atrices colum na —una o infin itas— que 

sean solución del sistem a caso de que adm ita alguna.

La tarea de discutir un sistem a requiere solam ente un cálculo de rangos. El resu l

tado fundam ental es este: un sistem a de ecuaciones lineales adm ite alguna solución 

si y  solam ente si el rango de su  m atriz asociada coincide con el rango de su  matriz

'L o s  s is t e m a s  q u e  n o  a d m it e n  s o lu c ió n  s e  d e n o m in a n  incompatibles, lo s  q u e  la  a d m ite n , compatibles. 
L o s  s is t e m a s  c o m p a t ib le s  s e  c a l i f ic a n  a d e m á s  d e  determ inados o d e  indeterm inados, s e g ú n  a d m it a n  s ó lo  

u n a  s o lu c ió n  o  in fin ita s , r e s p e c t iv a m e n t e .  F .sta n o m e n c la tu r a ,  c o m ú n  e n  m u c h o s  m a n u a le s  q u e  tra ta n  

lo s  s is t e m a s  d e  e c u a c io n e s  l in e a le s ,  n o  s e  u t i l iz a  e n  e s t e  te x to .
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ampliada; adem ás, en caso de coincidencia, es decir, en caso de adm itir solución, el 

sistem a adm ite solución única si tal valor com ún del rango es igual que el número 

de incógnitas, y  adm ite infinitas soluciones si tal valor del rango es menor que el 

número de incógnitas. Para el sistem a que venim os considerando com o ejem plo, se 

tiene:

rango A = rango
0 3 - 1
1 4 1

rango (.4 C )  = rango 2 0 3 
1 1 4  1

=  2 ,

2
- 1

= 2,

luego el sistem a admite solución (ya lo sabíam os: habíam os puesto  un ejemplo); pero 

adem ás este  valor com ún del rango es m enor que el núm ero de incógnitas del sistem a 

(éste es 4 y  aquél es 2), luego el sistem a adm ite infinitas soluciones.

Otro ejem plo:
Í4 x  +  2 y  =  2 

[2x  + y  = 2.

Este es un sistem a de dos ecuaciones y  dos incógnitas (nótese que estam os deno

tando éstas con las letras x  y y ).  La m atriz asociada y  la m atriz am pliada son, 

respectivam ente, estas:
<A 2 \  (4  2 2
, 2  1 /  y  \ 2  1 2

El rango de la prim era es igual a 1 (am bas filas son proporcionales), pero la segunda 

tiene rango igual a 2 (am bas filas no son proporcionales): el sistem a no adm ite so lu 

ción.

Y  otro ejem plo  m ás de sistem a, que introducim os directam ente en notación ma- 

tricial. Consideram os este  sistem a:

/ I  - 2  5'\ (x A í v\
2 - 4  1 x¿ =

0\0  1 Y) \x i ) a /

que tiene tres ecuaciones y  tres incógnitas. Sus m atrices asociada y  am pliada son. 

respectivam ente, estas:

n - 2
5\

( i - 2 5 1 \

2 - 4 1 y 2 - 4 1 0

\o 1 l lo 1 I 2 /

Am bas son de rango igual a 3, com o el lector puede calcular. Se trata, entonces, de 

un sistem a que adm ite solución, y solución única, pues el valor com ún del rango 

coincide con el núm ero de incógnitas.
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En la sección siguiente verem os cóm o abordar el problem a de resolver un sistem a 

de ecuaciones del cual sabem os, por haberlo discutido previam ente, que admite so lu 

ción. Pero antes de term inar esta sección querem os hablar de sistem as equivalentes: 
que dos sistem as de ecuaciones lineales sean equivalentes significa que am bos tienen 

el m ismo conjunto de soluciones (si ninguno de los dos adm ite solución, se conside

ran también equivalentes: en este caso el conjunto de soluciones sería, para ambos, 

el vacío). Un resultado im portante establece que, dado un sistem a de ecuaciones, 

podem os escribir otro equivalente a él aplicando a la m atriz asociada y a la de térm i

nos independientes una m ism a transform ación elem ental por filas. Más en concreto, 

si A X  = C es un sistem a de ecuaciones lineales (dado en notación matricial), y  si .4' 

y C  son el resultado de aplicar a las m atrices .4 y  C , respectivam ente, una misma 

trasnform ación elem ental (por filas), entonces los sistem as A X  = C y A 'X  = C' son 

equivalentes: o ninguno de ellos tiene solución, o am bos tienen las m ism as so lu 

ciones, esto  es, si una m atriz colum na es solución de uno, también lo es del otro. 

A  m odo de m uestra de lo dicho, considerem os el sistem a que hem os puesto  antes 

com o ejem plo de sistem a de una única solución:

- 2  3\ ( X '\ / l j *1 -  2x > + 5xj =  1

2 - 4  1 \X2 = 0 , 0 bien 2 * i -  4x_> +  X i = ()

lo 1 \) W \2) x¿  +  x¿ = 2

Apliquem os, tanto a su m atriz asociada com o a su m atriz de térm inos independien

tes, la transform ación elem ental F> -  F> -  2F, (esto es: sum ar a la segunda fila la 

prim era m ultiplicada por -2 ) :

F .-F .-2F,

Dicho de otra form a, m ás cóm oda: apliquem os a la matriz ampliada del sistem a la 

transform ación elem ental F¿ -  F-¿ -  2 f j :

/ I - 2 5 1\ / I - 2 5

(2 - 4 1
°

F_._F.-2F, 0 0 - 9

lo 1 1 2) l o 1 1

F.l sistem a original es entonces equivalente a este:

/ 1 " 2 3N\ fx 1)
X\ -  2x.- + J.Y j = 1

0 0 - 9 *2  u _ 2 , 0 bien -  9X3 = _2

l o  1 1 ) \ 2) X> + X-i = 2

de su segunda ecuación se obtiene: =  2/9 , que sustituido en la tercera propor

ciona: X'i =  2 — 2/9  =  16 /9 , y  finalm ente de la prim era resulta: X\ = 3 1 / 9 .  La única
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solución de este últim o sistem a, y por ende del original (pues son equivalentes), es 

entonces esta  m atriz colum na:
/31/9N

1 6 / 9 .
V 2/9 j

El m étodo que utilizarem os en la sección siguiente para resolver un sistem a se basa 

en lo que acabam os de ver en este ejem plo: m ediante transform aciones elem entales 

por filas aplicadas a la m atriz am pliada del sistem a (que es tanto com o decir que se 

aplican sim ultáneam ente a la  m atriz asociada y a la de térm inos independientes), se 

trata de llegar a un sistem a equivalente al original y  fácil de resolver.

Quizá el lector se pregunte por el efecto  en un sistem a de ecuaciones lineales 

de una transform ación elem ental por columnas. Sólo em plearem os, y ya  verem os 

cuándo será necesario, las de tipo I, es decir, el intercambio de colum nas. Para ver 

qué ocurre, fijém onos en el prim er sistem a de ecuaciones que consideram os como 

ejem plo al principio de este  apartado:

2x¡ + 3 X 3  - * 4 =  2

X| + X ¿  + 4X;¡ + X 4 = -1 .

Si intercam biam os las dos prim eras colum nas en su m atriz am pliada (en particular, 

no tocam os los térm inos independientes), obtenem os esta matriz:

ÍO  2 3 - 1  2 \
 ̂1 1 4 1 - l j ’

que corresponde con este  sistem a:

2 X 2 + 3X3 -  X 4 = 2

X \  + X i  + 4X3 + X'4 = -  I .

Fijém onos en que la diferencia entre este  sistem a y  el original no e s  m ás que un 

intercambio de incógnitas: si en uno de los dos intercam biam os las incógnitas x¡ 
y  A'2, obtenem os el otro. No podem os decir que los dos sistem as sean equivalentes, 

pues toda solución de uno no es necesariam ente solución del otro. Pero a partir de 

una m atriz colum na que sea solución de uno de ellos, sí podem os obtener una matriz 

colum na que sea solución del otro: intercam biando su s dos prim eros términos, que 

son lo s  que se corresponden con las incógnitas x i  y  x¿. Por ejem plo, de esta  matriz 

colum na sabem os es solución del sistem a original:

l\
- 2  

O ’

0/
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Obtenem os una solución del segundo sistem a intercam biando su s  dos prim eros tér

minos:
' - 2\

1 
0 

<V
En resum en: un intercam bio de colum nas de la m atriz asociada de un sistem a se 

traduce en un intercam bio de las incógnitas correspondientes a esas colum nas; las 

soluciones de uno de los dos sistem as se  pueden obtener de las del otro intercam 

biando los térm inos correspondientes.

Nota bene Si intercambiamos dos columnas de la matriz ampliada de un sistema, una de 
ellas no debe ser la última columna (es decir, la de términos independientes), pues ello 
nos llevaría a otro sistema completamente distinto. A

Resolución de un sistema de ecuaciones lineales  En el texto, aprendem os a 

resolver prim ero los llam ados sistem as homogéneos, que son aquellos cuyos térm i

nos independientes son todos nulos, es decir, los de la form a: A X  = O. Lo prim ero 

que observam os de un sistem a hom ogéneo es que adm ite al m enos una solución: 

la m atriz nula correspondiente (dicho inform alm ente: obtenem os una solución si 

dam os a todas las incógnitas el valor 0), con lo que la discusión  de un sistem a ho

mogéneo se reduce a determ inar si esta  solución nula es única o no. Ello se  averigua 

calculando el rango de la m atriz asociada: si este  rango e s  igual al núm ero de incóg

nitas, la solución nula será única; si tal rango es m enor que el núm ero de incógnitas, 

habrá inñnitas soluciones (de las cuales una será la nula). El siguiente es un ejem plo 

de sistem a hom ogéneo con una única solución:

| 2 * i  + 3x¿ = 0 

I 3 * i  -  5 .v 2 = 0,
o bien

2 3
3 - 5

-Vi
* 2

En efecto: el rango de su  m atriz asociada es igual a 2 , y  son dos las incógnitas, 

luego el sistem a admite únicam ente la solución nula; en este caso, ésta  es la m atriz

colum na (Nótese que si sustituim os tanto a' i com o * >  por 0  en la expresión del

sistem a, obtenem os efectivam ente dos identidades.)

Fijém onos ahora en este otro sistem a hom ogéneo:

* 1  + 2 *2  + * ;s  = 0  

- * 1  + 2 * 2  - * 3  = 0 ,
o bien

1 2 1
- 1 2 - 1

(X\\
* 2

\ * 3 /

Denotem os su m atriz asociada por .4. La m atriz 4  tiene rango igual a 2 y  el s is 

tem a cuenta con tres incógnitas, un núm ero mayor que e l rango, luego hay infinitas
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soluciones. Para encontrarlas, buscam os un sistem a equivalente fácil de resolver, v 

para ello hacem os uso de una propiedad que hem os visto  en el apartado anterior: 

podem os obtener un sistem a equivalente a uno dado aplicando una m ism a trans

form ación elem ental por ñlas tanto a la m atriz asociada com o a la m atriz de tér

m inos independientes (o directam ente a la m atriz am pliada, que es una form a de 

aplicar la transform ación sim ultáneam ente a las dos m atrices citadas). Ahora bien, 

no debem os preocuparnos por la m atriz de térm inos independientes de un sistem a 

hom ogéneo, pues se trata de una m atriz nula y cualquier transform ación elemental 

que le apliquem os tendrá la m ism a m atriz nula com o resultado. Buscam os, entonces, 

aplicar transform aciones elem entales a la m atriz A  que nos perm itan obtener una 

m atriz cuyo sistem a hom ogéneo correspondiente sea fácil de resolver. De acuerdo 

con lo visto en el capítulo III (verbigracia, cf. p. 168), a partir de la m atriz A, y  aplicán

dole transform aciones elem entales sucesivas, podrem os obtener una m atriz A' de la 

fonna:
' 1  0 

vO 1
(los puntos señalan posiciones que podrían ser ocupadas por cualquier núm ero reali; 

en concreto:

A' =

1
- 1

2 1
2 - 1

F¿—F¿ + i-| 2
4

F¡-UI4)F¿ F , - F , 1 0 1
0 1 o

y  por tanto:

A ' - ( ¡ °A ~  l o  1 0 ¡
Tenem os entonces que el sistem a original: A X  =  O, y  el sistem a A 'X  =  O son equiva

lentes. Este últim o sistem a toma la forma:

f l 0 1
fx

0 1 °J
x A

\ / 1\x-.J
o bien

X l
A ' j  =  0  

=  0.

De la prim era ecuación obtenem os: X\ = - x ¡ ,  y la segunda nos dice directam ente 

que x¿ es nulo; si denotam os: A =  - X 3, podem os afirm ar que, cualquiera que sea el 

valor del núm ero A, es una solución del sistem a A 'X  = O la siguiente m atriz columna:

\\ ( 1 \
0 , 0 bien A 0

\~ 'V V - i /

En conclusión, el sistem a original tiene por solución cualquier m atriz colum na de 

esta  forma:
n
0 , con A e  05. (1 >

\ - l /
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Dando valores al parámetro A, vam os obteniendo distintas soluciones del sistem a 

(para A =  0, por ejem plo, obtenem os la solución que y a  conocíam os desde el princi

pio: la nula). Querem os añadir que es posible d ar directam ente la solución final ( i ) a 

la v ista  de la m atriz A', sin necesidad de escribir y  resolver el sistem a .4 'X  = O; en el 

texto (cf. p. 278) se explica una regla general para ello, que tratarem os de desgranar 

en este y en otros ejem plos. De acuerdo con esta  regla, la solución final del sistem a 

consta de una o m ás m atrices colum na, sum adas si son m ás de una, cada una de ellas 

m ultiplicada por un parám etro distinto. Hay tantas m atrices de este  tipo, o tantos 

parám etros, com o m arca la diferencia entre el núm ero d e  incógnitas del sistem a y  el 

rango. F.n nuestro caso, esta  diferencia es igual a 1 , por eso sólo h ay un parám etro 

(que denotam os por A), m ultiplicado por una m atriz colum na. Esta m atriz colum na 

tiene tantos térm inos com o incógnitas, tres en nuestro caso, y  se “ construye” así: 

su s dos prim eros térm inos (tantos com o el rango) se  obtienen de la últim a colum na 

de la m atriz A', y su  últim o térm ino se establece igual a  - 1 .  Lo resum im os en este 

esquem a:

/ — \ i

! 0
1

)  a
0

v° 1 0
-1

Esta última m atriz colum na, acom pañada por el parám etro A, es precisam ente la que 

obtuvim os en ( 1 ).

Nota bene Cuando aplicamos esta regla para escribir la solución de un sistema a partir de 
su matriz A' habiendo un solo parámetro, la matriz columna que acompaña a éste en la 
expresión de la solución se construye así: sus primeros términos, tantos como el rango, 
se “copian" de la última columna de la matriz .4' (de la forma que sugiere el esquema 
anterior), y aún quedará un término por completar: se rellena con el número - 1 .  a

Considerem os a continuación este otro ejem plo de sistem a homogéneo:

-V| + X i  -  X3 -  2X4 =  0 /I 1 -  1 - 2 \ f o \
2x , -  x¿  + 2x 3 = 0  0 bien 2 - 1 2 °]

x¿

3X| +  X 3 -  2x 4 =  0, 0 1 - 2 )
X{

{ x 4/
w

La m atriz asociada, que vam os a denotar por B, tiene rango igual a 2, y  son cua

tro las incógnitas, luego adm ite infinitas soluciones; para  encontrarlas procedem os 

com o en el ejem plo anterior. A  partir de la m atriz B , y  aplicándole transform aciones 

elem entales por filas sucesivas, podem os obtener una m atriz B ' de la forma:

( 1 °  * * \
B ' =  1 0 1 • •

\ 0  0 0 0/
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(los puntos, com o es habitual, señalan posiciones que pueden ser ocupadas por cual

quier número). Concretam ente, tras aplicar sucesivam ente a la m atriz B  las transfor

m aciones elem entales F> -  F> -  2F\, -  Fs -  3F |, F> -  ( - 1 / 3 )F>, F\ — F¡ -  F_
y  F j  — F¡  + 3F>, obtenem os:

0 1 / 3  -2/3\
1 - 4 / 3  - 4 / 3
0 0 0

El sistem a original: BX  = O, es entonces equivalente al sistem a hom ogéneo de matriz 

asociada la m atriz B ' :  B 'X  = O. Podríamos escribir éste y  resolverlo, com o hicimos 

en el ejem plo anterior, pero vam os a m ostrar cóm o se aplica la regla del texto para 

obtener la solución directam ente a partir de la m atriz B ' 2 La diferencia entre el 

núm ero de incógnitas y  el rango es: 4 -  2 =  2, así que la solución consta de la suma 

de dos m atrices colum na m ultiplicadas por sendos parám etros. Cada una de estas 

m atrices colum na tiene cuatro térm inos (pues cuatro son las incógnitas): los dos pri

m eros (tantos como el rango) se copian de las dos últim as colum nas de la m atriz B . 
y  los dos restantes se rellenan así: - 1  y 0 para la prim era m atriz, y  0 y  - 1  para la 

segunda; todo según este  esquem a:

( l 0 1/ 3 - 2 / 3
0 1 - 4 / 3 - 4 / 3

\0 0 0 0

Si denotam os p or A y  p  los dos parám etros, podem os concluir que la solución de; 

sistem a original es cualquier m atriz colum na de esta  forma:

/  1 / 3 X 
- 4 / 3

- 1
0

''- 2 / 3 ^
- 4 / 3

0
con A e  1  y p  e

Nota bene Cuando aplicamos la regla para escribir la solución final de un sistema habien
do dos parámetros, las sendas matrices columna que los acompañan en la expresión de 

la solución se construyen así: sus primeros términos, tantos como el rango, se “copian 
de las últimas columnas de la matriz A' (de la forma que sugiere el esquema), y todavía 
quedarán dos términos por completar en ambas matrices columna: la primera matriz se 
rellena con - 1  y 0 (de arriba abajo), y la segunda con 0 y - 1 .  a

En el texto figuran m ás ejem plos de resolución de sistem as hom ogéneos, todos 

resueltos según el esquem a de trabajo que hemos seguido en los párrafos anteriores.

-Recuérdese que esta regla se explica en la p. 2/8.
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Com entem os cómo se generaliza la regla que estam os utilizando para escribir la 

solución final: hay tantos parám etros, cada uno con su m atriz columna, como marca 

la  diferencia entre el núm ero de incógnitas y  el rango. Los prim eros térm inos de 

estas m atrices columna, tantos com o el rango, se copian de las últim as colum nas 

de la m atriz A' correspondiente (la que habrem os obtenido de la m atriz asociada del 

sistem a m ediante transform aciones elem entales por filas adecuadas), según se sugie

re en los esquem as que hem os visto en los ejem plos anteriores. Con esta  operación 

todavía estarán pendientes de rellenar en cada m atriz colum na tantos térm inos como 

parám etros haya. Si hay un  solo parám etro, y por tanto un solo término por rellenar, 

éste se fija  igual a - 1 , como hem os visto; si hay dos, éstos se rellenan con - 1  y  0 
para la prim era m atriz y  con 0 y  - 1  para la segunda; si hay tres: - 1 , 0 y  0 para la 

prim era, 0 , - 1  y  0 para la segunda, y  0 , 0 y  - 1  para la tercera; y así sucesivam ente.

A ntes de pasar a ver la resolución de un sistem a general, veam os un ejem plo 

más, en el que tendrem os que realizar una transform ación elem ental por colum nas. 

Considerem os el siguiente sistem a hom ogéneo:

X |  +  X 2  +  2 X 3  =  0
o bien

- X i  -  X ¿  +  2 X 3  =  0 ,  s /  \ v
\*3>

Su m atriz asociada, que denotam os por D, tiene rango igual a 2, y  son tres las in

cógnitas, así que se trata de un sistem a hom ogéneo con infinitas soluciones; para 

encontrarlas procedem os como en los ejem plos anteriores. A  partir de la m atriz D, y 

mediante la aplicación de transform aciones elem entales sucesivas, podem os obtener 

una m atriz D' de esta forma:

D’ -

en concreto:

i 1
- 1 - 1

M i :)>
2\ fi-fc+F, ( l  1 2\ C2-C3 (\ 2  l\
2 ) \0 0 4 ) ^0 4 0/

/ l  2  l \  f| —F, -2F_> / 1  0  l \

Vo 1 0 )  \o  1 0 )
fi-U/4 )F2

donde “Q  -  C3” designa la transform ación elem ental de intercam biar las colum nas 

segunda y tercera. Hemos obtenido:

: i o r
(0 1 0 J

o ' =

pero nos hem os visto obligados a aplicar, adem ás de transform aciones elem entales 

por filas, una transform ación elem ental por colum nas (para precisar, un intercam 

bio de columnas). No podem os decir que el sistem a original sea equivalente al s is 

tema D ’X  — O, pero si resolvem os éste podrem os obtener de su solución la solución
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de aquél, pues un intercam bio de colum nas —com o vim os en el prim er apartado— 

se traduce en un intercam bio de las incógnitas correspondientes: en este caso, de 

las incógnitas x¿  y  a-;¡. Notemos que el sistem a ü 'X  =  O  es precisam ente el s is 
tem a A 'X  =  O que resolvim os en el segundo ejem plo de este apartado; su s soluciones 

son las m atrices colum na de esta  forma:

con A

Si intercam biam os los térm inos segundo y  tercero (que son los que se corresponden 

con las incógnitas X2 y  x :¡), obtenem os finalm ente la solución del sistem a original:

n

0 /

con A e

Una vez sabem os resolver un sistem a hom ogéneo, estam os en disposición de 

resolver un sistem a general A X  = C, con térm inos independientes no necesariam ente 

nulos. D ebem os suponer, por supuesto , que el sistem a adm ite solución, de lo que 

nos podem os dar cuenta discutiéndolo previam ente. Recordem os: el sistem a admite- 

solución si y solam ente si el rango de la m atriz asociada y el de la m atriz ampliada 

coinciden; y  cuando hay solución, si tal rango com ún es igual que el número de 

incógnitas, la solución es única; si es menor, hay infinitas soluciones.

Pongám onos prim ero en el caso de una única solución. Veam os con un ejem ph 

la form a de proceder. Considerem os el siguiente sistem a:

t 1  l  - l\ (*\\ 1
0 1 0 X i = 2

v - l  - 1  2) \X3J l - l

Denotem os su m atriz asociada por A y su m atriz de térm inos independientes por C 
Tanto la m atriz A  com o la am pliada (/i | C’ ) tienen rango igual a 3, y  son tres las 

incógnitas, luego el sistem a admite efectivam ente solución única. Para resolverlo, 

utilizam os esencialm ente el m ismo procedim iento que para los sistem as hom ogé

neos: buscar un sistem a equivalente m ás sencillo de resolver m ediante la aplicación 

de unas m ism as transform aciones elem entales por filas sucesivas tanto a la matriz 

asociada com o a la m atriz de térm inos independientes (o directam ente a la matriz 

am pliada, que es una form a de aplicar las transform aciones sim ultáneam ente a lay 

dos m atrices citadas). Igual que con los sistem as hom ogéneos, buscam os llevar la 

m atriz asociada del sistem a a la form a m ás sencilla que vim os en el capitulo II (ver

bigracia, cf. p. 168); pero a diferencia de ellos, ahora sí debem os preocuparnos por
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la m atriz de térm inos independientes, porque si esta  m atriz no es nula, una trans

form ación elem ental puede cambiar su valor. En este ejem plo que nos ocupa, como 

la m atriz A es cuadrada de orden 3 y  de rango igual a 3, a partir de ella podrem os 

obtener una m atriz A ' de esta forma:

es decir, precisam ente la m atriz identidad 13. A pliquem os, pues, transform aciones 

elem entales por filas sucesivas a la m atriz am pliada (.4 | C ), de form a que llegue

m os a sustituir la m atriz .4 por la m atriz .4' (o lo que es lo mismo, por la m atriz 

identidad ¡A:

/ I  1 - 1 / ]  1  - 1 1 \
0 1 0 2 Fi-Fj+F  1

0 1 0 2

V  1 - 1 ^ ■ V 1,0 0  1 0)

/ I  0  - 1 - 1

0 1 0 2

d)  0  1 0

-Fi + A
i 0 0 - 1
0 1 0 2

0 0 1 0

Si denotam os la m atriz de térm inos independientes de la ú ltima m atriz am pliada 

por C ', entonces hem os obtenido:

0 0
.4' | C ' =  0 1 0 2

lo 0 i Oj

El sistem a original es entonces equivalente al sistem a de matriz am pliada (.4' | C ') ,  

es decir, al sistem a A 'X  =  C'. Éste toma la forma:

x-¿

y su solución única es inmediata; esta  solución, que también es la solución única del 

sistem a original, es la siguiente m atriz columna:

R -\ 0/

Con los sistem as generales, también se describe en el texto (cf. p. 280) una regla 

para escribir la solución final a la vista de la m atriz am pliada obtenida (A ' | C 'j .
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Esla regla, aplicada al caso particular de un sistem a con solución única, nos dice que 

form em os la m atriz colum na solución con los prim eros térm inos de la m atriz C ' , 

copiando tantos com o m arca el rango; com o el rango y el núm ero de incógnitas coin

ciden, no quedarán m ás térm inos que rellenar. En este  ejem plo, el rango es igual a 3. 

así que form am os la solución con los tres prim eros térm inos de la m atriz C ' (en este 

caso, acontece que se trata de todos los térm inos de la m atriz C '); esquem áticam ente:

i  0 0
0 1 o
0 0 1

/
-1 - i

2 2
0 0

Veam os otro ejem plo de sistem a que adm ite solución única. C onsiderem os el 

siguiente sistem a, que difiere del anterior en que tiene una ecuación más:

1 1 - 1
0 1 0

- 1 - 1 2

- 1 0 2

( x x\
x¿

V*3/

0  
2

- 1
1

Denotem os la m atriz asociada por G y  la m atriz de térm inos independientes por ¡V. 

La m atriz G y  la m atriz (G | N') tienen am bas rango igual a 3, y  tres son las incógni

tas, así que efectivam ente es un sistem a que adm ite solución única; para  encontrarla, 

procedem os com o en el ejem plo anterior. A  partir de la m atriz G, es posible obtener, 

m ediante la aplicación de transform aciones elem entales por ñ las sucesivas, una ma

triz de esta  forma:

G ' =

1
0
0
0

o x
0
1 
o

Apliquem os, pues, a la m atriz am pliada (G | Ai) transform aciones elem entales por 

filas sucesivas de form a que consigam os sustitu ir la m atriz G por la m atriz G '. Con 

las transform aciones elem entales siguientes: F3 -- F3 + F j, F4 -  F_i + F|, F| *- F\ -  F \  

F4 F4 -  Fz, F| — F| + F'3 y  F4 -  F4 -  F3, llegam os a esta m atriz ampliada:

(1 0 0 - 1
0 1 0 2
0 0 L 0

Vo 0 0 0/

Si denotam os por N ' la m atriz de térm inos independientes de la m atriz ampliada 

anterior, la m atriz colum na solución estará  form ada por los prim eros térm inos de la
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m atriz N', tantos como marca el rango; es decir, la matriz solución estará form ada 

por los tres prim eros térm inos de N":

Este sistem a tiene la m ism a solución que el sistem a del ejem plo anterior, aun te

niendo una ecuación más.

Cuando un sistem a admite solución única y  tiene el m ism o número de ecuaciones 

que de incógnitas, se puede resolver con un método diferente del visto en los ejem 

plos anteriores, que también se explica en el texto (cf. p. 282). Notemos el sistem a 

por A X  = C. La matriz A  es entonces cuadrada, y al tener solución única el sistem a, el 

rango de .4 es igual que el núm ero de sus filas e igual que el núm ero de sus colum nas; 

es decir, la m atriz .4 es invertible. En la igualdad A X  - C podem os m ultiplicar por la 

inversa de A: A _ ! .4A' = A _ 1C, o bien: X  =  A _ 1C. Es decir, podem os o b ten erla  única 

solución del sistem a m ultiplicando la inversa de la m atriz asociada por la matriz de 

términos independientes. Como m uestra de ello, recordem os que dos ejem plos atrás 

hem os resuelto un sistem a con tres ecuaciones y tres incógnitas y con solución única;

/

\-

La m atriz asociada de este sistem a es invertible, y de inversa:

(2  - 1
A ' 1 = 0

Vi

i \
o

1/
La solución del sistem a puede encontrarse m ultiplicando esta inversa por la matriz C 
de térm inos independientes:

12 -1
A ~ 'C  = 0

M

- 1 \ 
2
0/

esta últüna m atriz colum na es efectivam ente la solución que obtuvim os.

Pasam os ahora a tratar la resolución de un sistem a A A  = C del que sabem os 

adm ite infinitas soluciones; procedem os, como en casos anteriores, con un ejem plo. 

Considerem os el siguiente sistem a de ecuaciones:

A l +  .Y 2 -  ,Vj -  2 X 4 = - 1 / l 1 - 1 - 2 \

2 * , -X2+2X-4 4 0 bien 2 - 1 2 0

3x¡ + X i  - 2x 4 = 3 , u 0 1 - V
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La m atriz asociada de este sistem a es la m ism a que la m atriz asociada del sistem a 

hom ogéneo que vim os en la página 2 5 3 ; allí la denotam os por B. Denotem os a su 

vez por E  la m atriz de térm inos independientes de este  ejem plo que estam os con
siderando. El rango de B es igual a 2, y  también el de la m atriz am pliada (B  | E), 
y las incógnitas son cuatro, así que se trata efectivam ente de un sistem a que ad

mite infinitas soluciones. El procedim iento para encontrarlas es el m ismo que hemos 

seguido hasta ahora: aplicar transform aciones elem entales sucesivas a la m atriz am 

pliada hasta llegar a la m atriz am pliada de un sistem a que sea sencillo de resolver. A 

partir de la m atriz B, aplicándole transform aciones elem entales sucesivas adecuadas, 

es posible obtener una m atriz B' de esta  forma:

B ‘ =
f l
0

\0 0 o

En concreto, tal y  com o vim os en el ejem plo de sistem a hom ogéneo citado, apli

cando sucesivam ente a la m atriz B las transform aciones elem entales Fz — F¿ -  2F_.
E .¡ — f 3 — SE], E> — ( - 1 / 3 )F>, Fi — Fi -  Fz y F.t — £3 + 3 Fz, llegam os a:

0 1 / 3  - 2 / 3 \
1 - 4 / 3  - 4 / 3  
0 0 0 /

Si aplicam os estas m ism as trasform aciones a la m atriz am pliada (B  | E ), llegam os 

entonces a una m atriz am pliada de la form a (B '  | £ ')  para alguna m atriz colum na £ ’: 

precisam ente lo que obtenem os es:

£ '

Com o suced ía en los ejem plos anteriores, a la vista de la m atriz am pliada obteni

da ( b ' I £ ')  es posible escribir directam ente la solución final. La regla básica es esta: 

la solución del sistem a es igual a la sum a de una solución particular (es decir, una 

cualquiera de las infinitas que tiene) y  la solución del sistem a hom ogéneo correspon

diente (el que se obtiene anulando los térm inos independientes, es decir: (E  | O), 

que es equivalente al (E ' | ())). Esto últim o: la solución del sistem a hom ogéneo co

rrespondiente, se  escribe a partir de la m atriz £ ' ;  ya  lo hicim os en el ejem plo citado:

A i - 1 - 2 - A f i 0 1/3 -2/3 n
2 - 1 2 0 4 — - 0 1 -4/3 -4/3 -2 = (£ ' |

h 0 1 - 2 3 ; lo 0 0 0 oy

/
1 0 1 / 3 - 2 / 3
0 1 - 4 / 3 - 4 / 3

0 0 0

I
- 2

0
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Y una solución particular se puedo encontrar a partir de la matriz £ '.  Tal solución 

particular es una matriz colum na do tantos términos como incógnitas: los prim eros, 

tantos como el rango, son los prim eros do la matriz £ '; los restantes, tantos como 

m arca la diferencia entre el número do incógnitas y el rango (o lo que es lo mismo: 

tantos como parám etros), se fijan iguales a 0. En este caso, los d o s—el rango os igual 

a 2 — prim eros térm inos de la solución son los prim eros términos do E': 1 y - 2 , y  los 

dos —hay dos parám etros— términos restantes son 0 y  0. Esquem áticam ente:

/
1 0 1 / 3  - 2 / 3
0 1 - 4 / 3  - 4 / 3
0 0 0 o

1
-2

\ /

0 /

1
-2

\

0
V o /

En conclusión, es solución del sistem a original cualquier matriz colum na de esta 

forma:

con A e  IK y p e
f / l/3> /—2/3^

- 2 - 4 / 3 - 4 / 3
0

4  A
- i *  V 0

l  o J l  - 1 )
A p lica cio n es de ios sistemas de ecuaciones lineales  En esta sección se o fre

cen diversas aplicaciones de los sistem as de ecuaciones lineales. Algunas ya han sido 

apuntadas en las introducciones de capítulos pasados, o en los m ism os capítulos: 

coordenadas de un vector en una baso, intersección de subespacios vectoriales, etc.

Coordenadas de un vector en una base Considerem os la siguiente b ase3 de IK2: 

B = ( ( l , 3 ) , ( 2 ,5 i ) .  ¿Cuáles son las coordenadas del vector ( 1 , 5) en esta base? Si las 

denotam os por tx y  /?, estos números son tales que: « ( 1 , 3 )  ■+ / l(2, 5) = ( 1 ,5 ) .  Esta 

igualdad vectorial es equivalente a estas dos igualdades: «  i- 2/1 = i y  3 o  -t- 5/1 = 5, 

que podem os escribir como un sistem a de dos ecuaciones en las incógnitas o  y /E

o  + 2/1 =  I 

30 4 5/1 =  5.

Apliquem os a la m atriz am pliada de este sistem a transform aciones elem entales por 

filas sucesivas hasta llegar a una matriz de esta forma:

1 O
O f

:lC i. cap ítu lo  i.
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(recuérdese que con el punto designam os posiciones que pueden ser ocupadas por 

cualquier núm ero real). Obtenemos:

- F - 3F, 2
- 1

F j —  F j

F’i —F i - 2F,

-2

5
_ ?

A la vista  de la m atriz de térm inos independientes de la m atriz am pliada obtenida, 

concluim os que la solución del sistem a es esta m atriz columna:

U)
Las coordenadas del vector ( 1 ,5 )  en la base B =  ( ( 1 ,3 ) ,  ( 2 ,a)) son, pues, 5 y  - 2 .  A 

m odo de com probación: 5 ( 1 , 3 )  — 2 (2 ,5 )  =  ( 1 ,5 ) .

Cálculo ác mui base de un subespacio vectorial dado por ecuaciones Considere

m os los subespacios vectoriales4 F  y  G de IR1 definidos, respectivam ente, por la 

ecuación X \  + x 2 = 0 y  por la ecuación .V] -  2X ( = 0; esto  es:

F  = {(X 1 .X 2.X 3) e  R 3 I x\ + x 2 = 0 ¡ y  G =  ((X 1 .X 2.X 3 ) e  R 3 | x ¡  -  2x 3 =  0 | .

¿Cómo podem os encontrar una base de la intersección F  n  G?  Si denotam os esta 

intersección por H, entonces podem os escribir:

H = F n G  = { ( x i , x 2,x a )  e  K* I X| + x 2 =  0 y x ,  -  2 x :i =  0 ) .

La pregunta que hem os form ulado tiene, pues, la m ism a respuesta que esta: ¿cómo 

encontrar una base del subespacio vectorial de ecuaciones X \  + x 2 =  0 y x j  - 2 x 2 =  () ' 
Un vector (X 1 .X 2 .X 3 ) de (R:i pertenece al subespacio vectorial H  precisam ente si 

su s com ponentes verifican, a la vez, las ecuaciones X| + x 2 =  0 y  x i  -  2x 3 =  0. 

Podem os decir esto  de otra form a: el vector ( x j , x 2,X 3 ) pertenece a H precisam ente 

si la m atriz colum na que tiene por térm inos X j, x_>, y X 3 e s  solución del sistem a 

siguiente:
x i  + x 2 = 0 
x i  -  2x 3 = 0.

Busquem os, pues, las soluciones de este sistem a hom ogéneo. Aplicando las transfor

m aciones elem entales F> — F¿ -  F\, F ¿  F> y  F\ -  F¡ - F¿ a la m atriz asociada de-

este  sistem a, obtenem os la m atriz:

0 -2
1 2

•*cf. capitulo I.
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así que Las soluciones del sistem a son las m atrices colum na de la forma:

con A e

Un vector ú '^ a ^ j í s )  de R3 pertenece, pues, al subespacio vectorial H precisam ente 

si es de la forma: A ( - 2 ,2, - 1 )  para algún A e  R. Se tiene entonces: H = R ( - 2 , 2, -  .1 ), 

y una base de H  es ( ( - 2 ,  2, - D ) .

Para encontrar una base de un subespacio vectorial dado por unas ecuaciones, 

no tenemos entonces más que resolver el sistem a form ado por esas ecuaciones. Los 

vectores cuyas com ponentes son los térm inos de las m atrices colum na que figuran 

en la solución son los vectores de la base buscada.

Intersección de subespacios afines da ti os por ecuaciones Considerem os los hiper-

p lan os71 r i] , H '2 y de IR4 de ecuación x\ + x¿ - x-¿ - 2x_j =  - 1 ,  2 x j  -  X 2 + 2x¡ = 4 

y 3 x [  - ,\'3 - 2 .V4 =  3, respectivam ente. Son subespacios afínes de R4 (recordem os que 

todo hiperplano es subesapcio afín), y su intersección, si no es vacía, también es un 

subespacio afín de IR4. ¿De cuál se trata? Lo que pretendem os es encontrar un vector 

y un subespacio vectorial, am bos de R4, tales que podam os escribir H i n u> r  

como sum a del vector y  del subespacio vectorial.

tiste problema es similar al que nos planteábam os en el parágrafo anterior con 

subespacios vectoriales. Para resolverlo, no tenem os más que plantearnos y resolver 

el sistem a formado por las ecuaciones que deñnen los hiperplanos:

X [  -  . Y 2  -  Y ;- }  -  2 . Y _ i  =  - 1  

2-Vi -  X¿ + 2X3 = 4

3x i +- X 3 - 2a' 4 = 3.

Dadad una solución de este sistem a, el vector cuyas com ponentes son los términos 

de la m atriz columna solución es un vector de la intersección; y recíprocam ente: 

dado un vector del subespacio afín  intersección, la matriz columna de términos sus 

com ponentes es solución del sistem a.

Nótese que el sistem a anterior fue el último que resolvim os en el apartado de

dicado a la resolución de sistem as. Las soluciones son las m atrices columna de la 

forma:

con A e  IR y p e

( 1 \ i 1/3) (-2/3')
_ 2 + A

- 4 / 3 - 4 / 30 - 1 0
V 0) l  0  i v  y

-■Cf. capitulo 1.
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Así, podem os decir que la intersección H\ n H¿ n está form ada por los vectores de 

esta forma: ( 1 , - 2 ,0 ,0 )  + A( 1 / 3 ,  - 4 / 3 ,  - 1 , 0 )  + p ( - 2 / 3 ,  - 4 / 3 ,0 ,  - 1 )  para algún A e  I  

y algún p e R. En conclusión:

H i n H 2 n H 3 =  (1,-2,0,0) + R(1/3,-4/3,-1,0) + R( —2/3, —4/3,0,—1),

y  una igualdad como esta es la que buscábam os.

Otro ejem plo. ¿Cuál es la intersección del subespacio afín de IR¿ definido por la 

ecuación x¡ + x 2 =  1  con el definido por la ecuación x\ - 2x? = - 2 ?  Escribim os el 

sistem a form ado por estas dos ecuaciones:

Í X ]  +  x 2 =  1
j x ]  -  2x2  = - 2 .

Tiene solución única:

o -
así que la intersección de los dos subespacios afines se reduce a un conjunto form ado 

por un único vector: { ( 0 . 1 )}.

Determinación de unas ecuaciones para un subespacio vectorial del que conocemos 
un sistema de generadores Denotem os por F  el subespacio vectorial de R3 ge

nerado^ por los vectores ( 1 , - 1 , 2 )  y (2 ,0 ,4 ) . Nos gustaría disponer de una o unas 

ecuaciones que definan este subespacio vectorial. Notemos que un vector (x i , x 2, x 3 i 

de IK3 pertenece a F precisam ente si se puede escribir como com binación lineal de 

los generadores ( 1 , - 1 , 2 )  y  (2 ,0 ,4 ) , es decir, precisam ente si existen dos núm eros «  

y P tales que:

a ( l , - l , 2 ) +  0 ( 2 , O , 4 ) =  ( x i , x 2 , x 3 ).

Esta igualdad vectorial es equivalente a: a  + = X \ ,  - a  -  x 2 y  2 «  + 4/í = x 3, que

podem os escribir en form a de sistem a en las incógnitas «  y p:

(X +  ¿ P  =  X |

- - O í  =  X 2  

2 o í +  4  p =  x 3.

Los vectores ( x i ,X 2, x 3) de F  son precisam ente aquellos para los cuales este s is

tema de ecuaciones adm ite solución; deberíam os, pues, discutir el sistem a en fu n 

ción de los valores de x i ,  x_> y  x 3. Pero en vez de discutir directam ente este sistema, 

discutam os uno equivalente más sencillo; como siem pre, conseguim os tal sistem a

6Cf. capitulo I.
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equivalente con la aplicación a la m atriz am pliada de transform aciones elem entales 

adecuadas. Intentem os que la matriz del sistem a se transform e en una de esta forma:

Rsulta (ojo al aplicar las transform aciones elem entales a la última columna):

1 2 n 2
1 0 x> F>~F: + F¡ 0 2
2 4 x j \2 4

i-W

n 2 X: \ n 0 -x¿ \
F..-N/2IF; 0 1 (x j + x -¿)/2 I

0
1 (x j + X'¿)¡2

lo 0 Y 3 -  2 x i  / \o 0 X 3 - ’¿X\ /

Fijémonos en la última m atriz am pliada obtenida: es la de un sistem a cuya m atriz 

asociada tiene rango igual a 2, y cuya matriz am pliada tiene rango igual a 2 o a 3 

según sea nulo o no, respectivam ente, el término X 3 - 2x ] . Podemos decir entonces 

que el sistem a original tiene solución si y solam ente si x 3 - 2x] = 0. Pero esto es 

lo mismo que decir lo siguiente: el vector (Xi.a '^.-Yí) pertenece a F  si y  sol tunen te 

si X 3 -  2,Y| = 0. Ésta es una ecuación que define el subespacio vectorial F.

Sobra el nucían y la imagen de una aplicación lineal Los sistem as de ecuaciones 

lineales resultan especialm ente útiles para averiguar datos sobre una aplicación li

neal." Considerem os, por ejem plo, la aplicación lineal /  de E 4 en E 1 definida por:

f iX ¡  ,X 2, X 3, X 4) = (Xj. + X 3 + 2xit 2x-> + iX 'i ~ *4 . 2X| + 2x2 + Ü.Y3 + 3 x :í), 

que tiene por matriz asociada en las bases canónicas ia siguiente:

Estam os interesados en encontrar una base del núcleo de f  y en encontrar unas 

ecuaciones de la imagen de f .

' Ci. capitulo II
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Recordem os que la igualdad vectorial / ( a 'l ,  a 't ,X 3 , x 4) = (V 1 . V 2 . V 3 ) es equiva

lente a esta igualdad matricial:

/ x , \

x2
Xj

\x4j

fy\ \ 
yz  ■ 

\ y j

De esta forma, el vector de (R3 de com ponentes y ¡ , y> y  y% pertenece a la imagen 

de /  si y sólo si la igualdad matricial anterior se verifica para algunos núm eros .\'i. 

x¿, X 3 y  x 4. Viendo esta igualdad matricial como un sistem a de tres ecuaciones 

en las incógnitas X\, x 2, x 2 y  x 4, podem os decir entonces que el vector de com po

nentes V ] , y-¿ y >'3 pertenece a la im agen de f  si y  sólo si el sistem a anterior, con y ¡ . 
yz Y y.i como térm inos independientes, adm ite solución. Por otro lado, el sistem a 

hom ogéneo correspondiente a este sistem a del que hablam os es precisam ente el que 

resolveríam os para encontrar una base del subespacio vectorial f .  Transform am os el 

sistem a en otro equivalente por el método habitual de aplicar transform aciones ele

m entales sucesivas a su  m atriz ampliada. En este caso, y a la vista de la m atriz .4, que 

tiene rango igual a 2, buscam os obtener a partir de ,4 una m atriz A' de esta forma:

4 '  =
/ I

0
\0

0
1
o

Tenemos:

(1 0 1 2 V .\ / i 0 i 2 V i >

0
2 3 - 1 0

2 3 - 1 V2
\2 2 5 3 y-J lo 2 3 -1 y  sí -  2 vi/

F z—d  I2)F¿

ÍW 3-2Í2

/ J O  1 2
0 1 3/2  - 1 / 2

[o  2 3 - 1

f l  0 1 2
0 1 3 /2  - 1 / 2

vO 0 0 0

Vi \
yz/2

v 4 -  2 i 'i  -  y ¿ )

Leemos una base del núcleo a partir de la solución del sistem a hom ogéneo corres

pondiente; ésta es cualquier m atriz de la forma:

con A e l  y p e

f i ) (  2 )3/2 - 1/2
- 1 + Ai 0

l  - 1 )
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a s í q u e  p o d e m o s  esc rib ir : K e r /  =  K ( l , 3 / 2 ,  — 1 , 0 ) +  R ( 2 , - 1 / 2 , 0 , - 1 ), y  u n a  b a s e  

d e  K e r /  e s : ( ( 1 , 3 / 2 ,  - 1 , 0 ) ,  (2 , - 1 / 2 , 0 ,  - 1 ) ) .  P or o tr a  p a rte , el s is t e m a  o rigin a l tien e  

s o lu c ió n  si y  s ó lo  s i  e s  n u lo  el té rm in o  y 3 -  2 y i  -  y  >. E s  d e c ir , el v e c to r  d e  c o m 

p o n e n te s  v i ,  y 2 y  y s  — q u e  e s  ( y 1 . y 2 . y 3 l —  p e r te n e c e  a lm ,/ ' si y  s ó lo  si v e rifi

c a : y-¡ -  2 y ¡  -  y :  =  0 ; e s ta  e s  u n a  e c u a c ió n  d e  la  im a g e n  d e  / .
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IV. 1

Matrices 
relacionadas con 

un sistema

EJEMPLO I

DEFINICIONES Y PROPIEDADES

f . Definiciones; notación m atric ia l Considerem os el sistem a en K de n ecua

ciones lineales con m incógnitas X\, X 2, ■ ■ x m:

an-V'i + « 12X 2 + • • • + a ¡mx,„ = C|

a  > 1 X ] + « 2 2X2 + • • • + rl2mXm = C¿ ^2)

,a„\X\  + <-1,12X 2 + • • • + ítnmXni = C¡u 

que podem os también expresar de la forma:

AX = C, (2'i

donde X, C y A son las matrices:

(  X l  > A i  ^ < a  1 1 a  1 2 . U\

X =
X 2

, c =
c¿

y  =
¿?2 i & 2  m

\ C n ) \ & n  I d n .2 & n m  J

(nótese que X y C son m atrices colum na de órdenes respectivos (m , 1)  y  (n , 1 ) ,  \ 

que A es una m atriz de orden (n , m )).

De A direm os es la m a t r i z  a s o c i a d a  al sistem a; de X y C, las m atrices de i n c ó g 

n i t a s  y  de t é r m i n o s  i n d e p e n d i e n t e s ,  respectivam ente. Si C = O, del sistem a 4 A’ = C 
direm os es un sistem a h o m o g é n e o .

Consideremos el sistema en K, o sistema real, de dos ecuaciones con tres incógnitas:

A'i + x> + 3xy = 3
13 1

-X| + x> + .V3 = I .

La matriz asociada al sistema es la matriz real:

( : : ;)■
y por tanto el sistema se puede expresar de la forma:

A \
<3'i

( - :  i x ) g ) - G ) -
Obsérvese que la igualdad (3') es equivalente a:

íx\ + x> + 3x:l\ _ /3\ 
\-x¡ + x 2 + x j )  ~ V1 /
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Solución de un 
sistema

EJEMPLO 2

y  e s t a  ig u a ld a d  d e  m a tr ic e s  s e  v e r i f ic a  p r e c is a m e n te  si:

X\ +  x> +  =  3

[ —x  | +  x¿ +  x ,  =  1 , 

q u e  e s  e l s i s t e m a  (3 ).

D e  u n a  m a t r i z  c o l u m n a  d e  o r d e n  ( m , 1 )  c o n  t é r m i n o s  e n

i" a,
« 2

V«m/

d i r e m o s  e s  u n a  s o l u c i ó n  d e l  s i s t e m a  ( 2 ) ,  o  ( 2 ' ) ,  s i  v e r i f i c a :

(l|l ¿i 12 ••• f l lm
Ü->i 0-22 ■■■ &2m

í  rt|  ̂

« 2 C?

\Cn/a „2  . . .  ttnm/ \&m/
O b s é r v  e s e  q u e  s i  l a  m a t r i z  c o l u m n a

a->

\« m /

e s  s o l u c i ó n  d e l  s i s t e m a  ( 2 ' ) ,  a l  h a c e r  e n  e l  s i s t e m a  ( 2 )  l a  s u s t i t u c i ó n :

X\ =  « t ,    x m =

s e  v e r i f i c a n  l a s  n i g u a l d a d e s  q u e  r e s u l t a n .

E l s is te m a  ( 3 ')  ( c f .  e je m p lo  l ,  p . 2 6 8 )  a d m ite  c o m o  s o lu c ió n  la  m a tr iz  c o lu m n a :

p u e s :

O b s é r v e s e  q u e  a l h a c e r  e n  e l  s is te m a  (3 )  la  s u s t i tu c ió n ;  .Vi =  2 ,  x-¿ = 4  y  x v  =  - 1 ,  s e  

v e r if ic a n  la s  d o s  ig u a ld a d e s  q u e  r e s u lta n .
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Aplicación lineal 
asociada aun 

sistema

CNS de solución 
(con la aplicación 

lineal asociada)

EJEMPLO 3

En este  capitulo vam os a resolver un sistem a: A X  = C, es decir, vam os a estudiar 

qué condiciones debe verificar para que adm ita alguna solución, y  cuál es el conjunto 

de soluciones.

Notación Utilizaremos sistemáticamente, a partir de ahora, la notación para las matrices 
columna y los vectores columna de una matriz que introdujimos en el capítulo 111: si 
es una matriz cualquiera de orden (n ,m ) con términos en K, sus matrices columna s 
denotarán: A], Ai, ..., Am, y sus vectores columna (que son de &"): a i , a >, ■ ■., am.

2. Aplicación lineal asociada a  un sistema  Dado un sistem a de n ecuaciones 

con m  incógnitas:

A X  = C, (41

considerem os la aplicación lineal ./l de B€m en QC" canónicam ente asociada a la ma

triz A, es decir:

i A 
se 
A

(1  <  j  <  m).
e ¡  a ,

De A  direm os es la ap licación  lineal aso c iad a  al sistem a (4).

Como A  es la aplicación lineal canónicam ente asociada a  la m atriz A, se tiene:

A X  = C <=* A fx )  =  c.

donde x  y  c  son los vectores colum na de X  y  C, respectivam ente. Hemos probado, 

pues, la siguiente

Proposición  IV. 1 Una matriz columna X¡ de orden (m , 1 )  es solución del sis
tema A X  = C si y  sólo si:

A (X i )  = c,

o en otras palabras: precisamente si la imagen por A  del vector x ¡ es igual al vec
tor c, o equivalentemente: x i e  >1 1 [ ! c ¡ j .  donde el vector x ¡ es el vector columna 
de A j .

La aplicación lineal asociada al sistema real:

X] + x¿ + = 3
(3)

- x ¡  + x¿ + x :¡ = 1

es la aplicación lineal A  de IR * en ñ2 canónicamente asociada a la matriz:
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C N S  p a r a  q u e  u n  

s i s t e m a  a d m i t a  

s o l u c i ó n

Es decir, A  es la aplicación lineal tal que:

IR* —

( 1, 0 , 0 ) ----------

(0 , 1 , 0 ) ----------

(0 , 0 , 1 ) ------

( 1 , - 1 )  =a,
( 1 . 1 )  = a-
(3 .1)  = a (.

y por tanto:

Aíx, ,x¿ ,X3) =  A(x\e-¡ +  x > e >  + x ê-O = x i - A l e , ) +  x¿A(e¿) + XiAiey

=  X i  ( l . - l ) -  x f i l ,  1)  +  x s ( 3 , 1)  =  ( x ¡  +  x¿ +- 3 x < ,  - X \  + x-¿ +  x < ) ,

y en definitiva: A (x ¡,x ¿,X3 Í = íx , + xj + 3x?,-xi + x2 + x.,). Observemos que también 
podíamos haber llegado a este resultado teniendo en cuenta:

1 1 3
- 1  1 l

/XA
X.

\x¡J

x i x> + 3 x f
- X ]  +  X¿ +  X í

La matriz columna:

es solución del sistema, pues: -4 (1.2 ,0) = (3 ,1) .

P roposición  IV.2 Una condición necesaiia y  suñciente para que c¡ sistema de 
ecuaciones A X  = C tenga solución es que el vector c sea combinación lineal de los 
vectores columna de A: a ¡ , a>,. . a,„.

Demostración La condición es necesaria. Si

l  « i \ 
ex

X, =

\«m/

es solución de AX = C, entonces: _/tiX[) = c, y por tanto:

A\X\) = ^l(«]Ci + « je j  f  • • • + nmem) = ct\A{ei > + o¡2>l(e>) + • • - + amAfem)

^ í\¡ a¡ + -  • . .  + ixma m = c,

 ̂ c es combinación lineal de a i, a ¿ ,. . a ,„.
La condición es suficiente. Si c es combinación lineal de a t, a ,  entonces existen

escalares pi, P2 Pm tales que: 0 ,a, + (Ua, + • • • + P„,am = c, igualdad a partir de la
cual podemos escribir: Aiz) = c, siendo z el vector (de &"') de componentes f?L, p2, ■■■■ Pm■
estoes . 2  = <P],P:........pm). En consecuencia la matriz columna Z cuyos términos son las
componentes de z es solución del sistema AX = C. 1 >».i>.
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CNS para que un C orolario Una condición necesaria y suficiente para que el sistema A X  = C
sistema admita admita alguna solución es:
solución: rango 
de la matriz del rango A = rango (A c ) .
sistema igual a 

rango de la donde ( A  | C) es la matriz (en notación por columnas):
matriz ampliada

(a  1 c )  =  ( 4 ,  | a 2 1 . . . A m | C ) .

De la matriz (/A | c )  diremos es la m atriz am pliada del sistem a de ecuaciones 
lineales 4A' =  C.

Demostración del corolario La condición es necesaria. Si el sistema de ecuaciones linea
les AX = C admite solución, entonces c es una combinación lineal de ai,  a z , a m, y por
tanto: rango (a\,az a,„,c) = rango (fl),a_> ,...,am) (cf. consecuencias de la definición de
rango de un sistema de vectores, p. 80), y en consecuencia:

rango A = rango (a i, , a m) = rango(ai, a ? ,..., a m,c ) = rango (.4 | C j.

La condición es suficiente. Si se verifica: rango 4 = rango (4  | C'j, entonces los ran
gos rango(at,a 2 a „ ,) y r a n g o ( f l | , . , a „ , , c )  son iguales, y por tanto c es igual a una
combinación lineal de a t, a , , . . ., a m, pues si no lo fuera, los rangos serían distintos (cf. pro
posición 1.19, p. 82). En consecuencia, el sistema AX = C tiene solución.

EJEMPLO A El sistema real:

no admite solución, pues:

EJEMPLO 5 El sistema real:

admite solución, pues: 

rango

‘iieo ■  [ i

rango
/ 1 
- 1 = 2 y rango

( 1 - 1
3 )

l  .1 ÍJ V 1 1 2 )

X\ +  x 2 -  2 x 3 +  xa  =  1

2xi + x_> -  X-1 = 0

( l  I -2 t\ A  1 -2 1 A
(2  1 0 - i j  = rang0( 2 1 0 - 1  o J = ¿ -



IV. I. DEFINICIONES Y PROPIEDADES

3. Sistemas equivalentes  De dos sistem as en K de ecuaciones lineales: A X  =  C 
y BZ  = i), direm os son eq u iva len tes si tienen el m ismo conjunto de soluciones. Es 

decir, si X-¡ es solución de .4A' =  C, también es solución de BZ = ü\ y  recíprocam ente, 

si Z\ es solución de BZ  = D , tam bién es solución de A X  =  C.

es solución del segundo, pero no es solución del primero.

P roposición  IV.3 Sea A X  = C un sistema en K  de n ecuaciones con m incógni
tas. Si T es una matriz cuadrada de orden n, y  .su rango es igual a n, entonces son 
equivalentes los siguientes sistemas de n ecuaciones con m incógnitas:

Demostración Sea 'J la aplicación lineal de K" en K" canónicamente asociada a la ma
triz 7; como 71 es cuadrada de orden n y de rango n, 7 es un isomorfismo de K" (cf. conse
cuencia de la proposición III.8 (cf. p. 2 1 1» .  Sea A la aplicación lineal de Km en IK." canónica
mente asociada a la matriz A. Recordemos (cf. corolario de la proposición 111.7 (cf. p. 201)) 
que, en estas condiciones, la aplicación lineal canónicamente asociada al producto TA es T°yl.

Se tiene la siguiente cadena de equivalencias:

(A'i es solución de AX = C ) AXt = C
*=* A iX i) = c
<=> [ ‘T o A ] (x  i ) = ‘X (c )

«=> (7,4).y, = TC

<*=> (Aj es solución de tTA)X = T C ).

La tecera equivalencia se justifica de la siguiente forma: por un lado se tiene:

A(X\) = c => [X °X l](x i)  = Tic);

EJEMPLO 6 l.os sistemas reales:
’ j c i  +  x¿ -  x,i =  0  f  x¡  +  x> -  X i  =  1

yXi + X3 = 0  [x i + x;t = 0
no son equivalentes, pues la matriz columna:

\X = C y  (7X4) A' = TC.

y por otro lado, puesto que X es un isomorfismo, es una aplicación biycctiva y esta definida 

la aplicación inversa de X: X- 1 , y

[T o - A lÚ !) = T (c) => [X 1 o'X oXll(xi) = [X 1 o T ](c ) => A ( x t) = c.
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De la cadena de equivalencias anterior se deduce:

(X, es solución de AX  = C) <=> (X, es solución de (TA)X = T C ), 

es decir, los sistemas AX = C y (TA)X  = C son equivalentes.

Aplicar a las 
matrices de un 

sistema una 
transformación 

elemental lleva a 
otro equivalente

De la proposición anterior se deduce que los sistemas AX = C y (M A)X  = MC, es decir, ios 

sistemas AX = C y A\X = Ci, son equivalentes.

C oro lario  Considerando de nuevo el sistema A X  = C, si A i y C i son el resul
tado de aplicar a las matrices A  y C, respectivamente, una misma transformación 
elemental, entonces son equivalentes los sistemas A X  = C y A ¡X  = C¡.

Demostración Sea M la matriz elemental asociada a la transformación elemental. 1.a ma
triz M es una matriz cuadrada de orden n cuyo rango es igual a n (cf. proposición III. 10. 
p. 216), y se verifica (cf. proposición I1I .11, p. 217):

MA = A¡ y MC = Cj.

EJEMPLO 7 Consideremos el sistema real:

es decir:

3x¡ + 2X2 = 1 

x  i + x> = 2,

y consideremos la transformación elemental consistente en sumar a la primera fila la se
gunda multiplicada por -2 : “ Fj — F¡ - 2F>". Apliquemos esta transformación elemental a las 

matrices:

,4 =

Resulta muy cómodo trabajar con la matriz ampliada (.4 | C J, pues asi podemos aplicar 
la transformación elemental a las matrices A y C simultáneamente:

- 3
2

Los sistemas:

(3 2 l 'j  f'i - ñ  2F2 (1 0
l l  ' 2 J l l  1

f 3X] + 2.Yl> = 1 Xi
y

[ Xi + X-2 =2 X ,  +  X2

= -3

son equivalentes.
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Sea .4 una m atriz con térm inos en K  de orden (n, m),  de rango igual a r  »  1 ,  y  tal 

que su s r  prim eros vectores colum na son linealm ente independientes, y  sea C una 

m atriz colum na con térm inos en K de orden (n, 1) .

Sabem os (cf. proposición 111.12 , p. 222) que podem os obtener una m atriz .4' de la 

forma:

4 '  =

/ I 0  . . 0 ^ l o + l l  • ■
() 1 . . 0 a 2d-+l) • • a 2 m

0 0  . . 1 a i ( r + l l  • ■ « r m
0 0  . . 0 0 . 0

\ 0 0  . . 0 0 . 0

(5 )

aplicando a la m atriz 4  transform aciones elem entales sucesiv as. Sea:

C' =
c,

\cn

la m atriz que se obtiene aplicando estas m ism as transform aciones elem entales a 

la m atriz colum na C. Existe (cf. corolario de la proposición 111 .12  (cf. p. 222)) una 

m atriz T cuadrada de orden n y de rango igual a n tal que: TA = 4 '  y  TC = C', y 
de la proposición IV.3 (cf. p. 273) deducim os son equivalentes los sistem as: A X  = C 
y A 'X  = C .

Estudiem os en qué condiciones el sistem a de ecuaciones 4 'A ‘ =  C’ tiene solución, 

es decir, en qué condiciones se verifica la igualdad:

rango (4 ' | C ')  = rango4 ' =

La m atriz am pliada ( 4 '  | C ')  es:

1 0 . . 0 a i(r» 1) • a  1 IU c\ \
0 1 . . 0 tf.Mr+l) ■ a 2m c'¿

0 0 . . 1 a rlr-i) “ rm C'r
0 0 . . 0 0 0 c 'r,\

Vo 0 . . 0 ü 0 C'n
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CNS para que un 
sistema admita 

solución

EJEMPLO 8

Si n > r, se verifica que el rango de (A ' | C ) es igual a r  si y  sólo si los n - r  últim os 

térm inos de la  m atriz colum na C' son nulos. Si n =  r, entonces:

/ l 0 . . 0 a  1 OI- 1 1 U i „i

(A '  | C-
0 1 . . 0 a 2(«+l) tÍ2,n CÍ

0 . . 1 a nm C 17 )
cuyo rango es n = r.

Hemos dem ostrado, pues, la siguiente

Proposición  IV.4 Con ¡as notaciones e hipótesis anteriores, el sistema de ecua
ciones A X  =  C tiene solución precisamente si: n = r , o bien n > r  y  los n - r  
últimos térmhios de la matriz, columna C' son nulos, es decir: c '.+ 1 =  . . .  = c'„ =  0.

Consideremos el sistema real:

] 1 0 t\
'X l 'i

0 1 - 1 X'2

1 4 -3 J X a

\ X a )

y llamemos A a la matriz asociada id sistema y C a la de términos independientes. Apliquemos 
a las matrices .4 y C transformaciones elementales sucesivas que nos permitan obtener de A 
una matriz de la forma (5).

Aplicamos las transformaciones elementales sucesivas a la matriz ampliada (4  | C ):

00 1 I
-1 0 2
- 4 1 7

Z1 0 ] ] - 1 \
M - a  Q 1 -1 0 A

lo 0 0 0 0 J
Por tanto, son equivalentes los sistemas:

(X] \
X'2 
X-:

\x*/

f  X ! ' 

X ’ 
Xa 

\X4/ j )
Observamos finalmente que el sistema tiene solución, ya que se tiene: n - r  = 3 — 2 = 

y  es nulo el último termino de la matriz columna:
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IV.2 RESOLUCIÓN DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

1. Determ inación del núcleo de una ap licación  lineal. Resolución de un sis
tem a homogéneo  C onsiderem os una aplicación lineal A  de & m en K " , de m atriz 

asociada .4 en las bases canónicas. Supongam os que 4  es una m atriz de rango r  
y supongam os también que su s  r  prim eros vectores colum na son linealm ente inde

pendientes.

Una m atriz columna:
' * 0

A '2

\X »D
es solución del sistem a A X  = O si y sólo si el vector colum na x  =  ( x i , x 2, . . . , x m) 

verifica: 4 ( x )  =  0. es decir, pertenece al núcleo de A. Por tanto, el conocimiento 

de Ker A  nos lleva al conocim iento del conjunto de soluciones del sistem a hom ogé

neo A X  =  O, y  recíprocam ente.

Del teorem a de las dim ensiones aplicado a nuestro caso, se obtiene:

d im (K er4 ) = dim 0Cm -  d im (lm 4 ) =  m -  rango.4  = m -  ra n g o 4  = m - r .

Distingam os dos casos:
•  Primer caso: m = r .  Si m = r,  entonces dim (Ker,4) =  O, de donde: Ker.4 =  ¡O í, 

y la m atriz colum na nula de orden (m , 1) :

/0 \

Vo.
es la única solución del sistem a 4A' = O.
Segundo caso: m > r.  Supongam os que m > r,  y por tanto:

dim (Ker.d) =  m - r  > 1.

Podemos obtener una m atriz 4 '  de la forma:

4 '  =

n 0  . . 0 a  K r i  1) .. u ' l m ^

0 1 . . 0 a 2 l r  i i ) • • a 2m

0 0  . . 1 a r l r + 1] a r m
0 0  . . 0 0 0

\ 0 0  . . 0 0 .. 0

(G)

m -  r
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aplicanclo sucesivas transform aciones elem entales a la m atriz .4, y  es claro que 

las m ism as transform aciones elem entales aplicadas a la m atriz O dan como 

resultado la m ism a m atriz O. En consecuencia (cf. sección 1 , p. 275), son equi

valentes los sistem as A X  = O y  A 'X  = O. Se verifica que las siguientes m - r 
m atrices colum na de orden (m , 1) :

Z , =

la la '  \ 1 (r+ 2 1
a 2 l r+ 1)

■ r
a 2( r+2)

‘h l r - l i

- I , z2 = a rlr+ 2 )
0

■

0
■m-r

-1

0 0

Z m - r  —

/7' \ a  i ni
a 2m

a ! 111
0

0

l - l  )
son soluciones del sistem a A 'X  = O, ya que:

A'Z\ = A 'Z 2 -  . . .  =  A 'Z m-r = O.

En consecuencia, estas m atrices colum na Z¡, Z>, . . . ,  Zm son soluciones del
sistem a A X  =  O, y  los vectores colum na correspondientes: z¡, z2 z„
pertenecen a Ker A

Los vectores z,, z2, . . . ,  zm-r son linealm ente independientes. En efecto: 

de la igualdad fj¡z¡ + ^2z> + ■ • ■ + Pm r zm-r = 0, donde p j, ¡j ¿, . . . ,  p m- r  son 

escalares, se deduce que todos éstos son nulos, pues las m - r  ú ltim as com po

nentes del vector p iz ¡ + p2z 2 + • • • +  Pm-i-Zm-r. que son: - p i ,  - p 2....... — p , „ - , .
han de ser todas nulas.

En consecuencia, y dado que d irm K e rA  =  m  -  r, resulta que el sistem a 

de vectores (z¡,z->,...,zm-r ) es una base de Ker A  y  por tanto Keryl es el 

subespacio vectorial de K m generado por los vectores z¡, z2, . . . ,  zm-r , es de

cir: K er/l =  L{z\,z¿ ........z„,-r ). El conjunto de soluciones del sistem a A X  =  0

es entonces el conjunto de las m atrices colum na de la forma:

A] Z¡ + A¿Z¿ +  • ■ • +  Am-rZm-r ,

siendo A|, ........A e l e m e n t o s  arbitrarios de 1K..

EJEMPLO 9 Consideremos la aplicación lineal A  de R-' en R;i dada por: yl (.y , , x¿) = (x , -  x2,2x2,x, + x:
I.a matriz asociada a A  en las bases canónicas es la matriz real:

A =
- l s
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EJEMPLO 1

Calculemos Ker./l y resolvamos el sistema de tres ecuaciones lineales con dos incógnitas:

(7)

El rango de la matriz A es r = 2, y el número de columnas de A es m = 2; entonces se 
tiene: dim(Ker./l) = m - r  = 2 - 2  = 0, y por tanto: KerTl = 1(0,0)1, y la única solución del 
sistema (7) es la matriz columna nula correspondiente:

(o)
i Sea 15 la aplicación lineal de 8! canónicamente asociada a la matriz real: 

/ I I  0 1\
B = 0

Encontremos KerB y resolvamos el sistema de tres ecuaciones con cuatro incógnitas BA' O.
El rango de B e s  r  = 2, y sus dos primeros vectores columna son linealmente indepen

dientes. El número de columnas de B es m = 4, y por tanto: d im (KerB) = m -  r  = 4 - 2  = 2. 
Apliquemos transformaciones elementales a B hasta obtener una matriz B ' de la forma:

(8)

(cf. matriz de (fi), p. 27/). Se tiene:

/i 1 0
0 1 -1 o r ' ~ F ' r 1

l l -i - 3 i/  \

r -í , i-.

3

0
- 1
- . 5

0 1
1 - 1  
3 -3

y esta última matriz es de la forma (8):

0 i>u í’i.A /i 0 1 [ i
B' = 0 1 b'2A 0 i -1 °lo 0 ó 0 ) lo 0 0 0/
de B  está formada por los vectores: (b\
7 (1.0,0. -1) Por tanto: Ker B = L (ti, -1,

,b'24, 0 .-1), 
,- !) ) ,  V las

soluciones del sistema BX O son todas las matrices columna de la forma:
/ 1\ í 1\
-1 0

+ A ■>
- 1 0

l O.J l-l)
con A i y números reales.
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2 . Resolución de un sistema de la  fo rm a A X  = C  Considerem os el sistem a 

en K  de n ecuaciones con m  incógnitas A X  = C. Supondrem os que el rango de A  es 

igual a r  > l,  y  que los r  prim eros vectores colum na de A son linealm ente indepen

dientes. Sabem os (cf. sección 1 ,  p. 275) que son equivalentes los sistem as A X  = C  

y A 'X  = C', siendo:

/ I 0  . . 0 a in-+n a l m '
0 1 . . 0 a 2 l r  1 i . .  a 2 m

r
^ í \

0 0  . . 1 a ' r { r + 1 ) a r m y c  =
C 2

0 0 . . 0 0 0

■ii r \c »2

vo 0 . . 0 0 .. 0 /

r m -r

Supongam os que el sistem a A X  = C  adm ite solución, y  determ inem os una con

creta. Sabem os (cf. proposición IV.4 , p. 276) que C' ha de ser una m atriz colum na de 

orden (n , 1 )  de la forma:

f c\\

v o y

Entonces se verifica que la siguiente m atriz colum na de orden ( m, 1):

(c\\

C'r
0

\ 0 )

es solución del sistem a lineal A 'X  = C', pues: A 'X ¡ = C , com o se puede fácilm ente 

com probar. A l ser los sistem as ,4A' =  C. y A 'X  = C" equivalentes, la m atriz A'i también 

es solución de A X  = C, e s  decir: AX¡ = C.
Resolvam os ahora el sistem a A X  =  C , esto  es, encontrem os el conjunto de sus 

soluciones. Se tienen las siguientes equivalencias:

A X  = C  <=> A X  = AX\ <=> A iX  - X\) = O,
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y por tanto resolver el sistem a A A  =  C  en la incógnita A e s  lo m ism o que resolver 

el sistem a A (A  - X ¡ ) =  0  en la incógnita X  - X\. Basándonos en lo expuesto  en el 

apartado anterior, distinguim os dos casos:

• Primer caso: m = r.  Si m =  r , el sistem a .4(A' -  A 'i) =  O tiene solución única:

(0\
X  -  A , =  : .

\0 /

Y  la única solución de A X  =  C  es la m atriz colum na A  tal que:

/0 \

A -  A , =

voy
esto  es:

fc¡Nl
r

c' <•2

0
m - v \C'v )

U J

A = A, =

ya  que en este caso m - r  =  0.

Segundo caso: m > r.  Si m  >  r, las soluciones del sistem a A (A  -  A j ) =  O en 

la incógnita A  -  A] son, siguiendo la notación del apartado anterior (cf. p. 278), 

las m atrices colum na de la forma:

A  —  A i  =  A i Z j  +  • - ■ +  A,„ r Z m - r ,

siendo A i, \>........A „,_r elem entos de IK. En consecuencia, las soluciones del

sistem a A X  =  C  son las m atrices colum na de la forma:

A  =  A )  +  A i  Z| +  • • ■ +  A  m -rZm -r<

es decir:

A  =

Voy

+ Ai

i d 'M 1 (r  + 1 )
!  , 1 '  \ a  \ m

Y
a 2 m

a r l r + l l
- 1

1c++ <*'rm
0

0
m - r

0

0 l - l  J

m-r

siendo A), A2 Am r elem entos de IK.
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Ñola Si el sistema AX = C es ele n ecuaciones con n incógnitas, entonces la matriz .4 es 
cuadrada de orden n. En este caso, si la matriz A es invertible, entonces el sistema AX = C 
tiene por única solución la matriz columna A_lC.

En efecto. Al ser la matriz A invertible, su rango es igual a n (cf. proposición 111.13. 
p. 227), y obviamente coincide tanto con el número de sus filas como con el número de 
sus columnas. Por coincidir el rango de .4 con el número de filas, el sistema AX  = C 
admite alguna solución (cf. proposición IV.4, p. 27C); por coincidir con el número de sus 
columnas, admite a lo más una (cf. p. 281). En definitiva, el sistema AX  = C tiene una 
única solución. Si hacemos: X\ = A 'C, entonces: .444 = AA~'C  = C. Es decir, esta única 
solución del sistema ,4A' = C es la matriz (columna) .4 1C. a

EJEMPLO 1 i Consideremos el sistema real de tres ecuaciones con cuatro incógnitas:

(x ,\
m

X - J
i=

*3 \2j

Su matriz asociada, que denotaremos por .4, tiene rango r  = 2, y sus dos primeros vectores 
columna son linealmente independientes. Sea C la matriz de términos independientes.

Para resolver el sistema considerado, debemos aplicar a la matriz ampliada del sistema 
sucesivas transformaciones elementales que lleven ,4 a una matriz .4' del tipo:

1 0 a\3 a', A
A' = 0 1 U 2 3 «24

lo 0 0 0 /

y  que llevarán la matriz de términos independientes a:

Se tiene:

/I -1 1 0 n /I -1 1 0 1 0 2 1
p i 1 1 i F3-FS-2F. 0 1 1 1 r r r 0 1 1 1 >
\2 _ 2 2 0 2/ lo 0 0 0 0/ lo 0 0 0 0/

y por tanto:
71 0 ]

0 1 1 1 1
lo 0 0 0 0 /

.41 ser la matriz C' de la forma:
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EJEMPLO 12

se deduce (cf. proposición IV.4, p. 276) que el sistema considerado tiene solución. 

Una solución particular del sistema AX = C es:

A’, =

Las soluciones del sistema vienen determinadas a partir de las matrices columna:

f c ‘ l
f2 \

c'¿ 1
0 0

v o j 1<V

es decir, a partir de:

'n'l^ K u '
a24

-1 y 0
o ) l - l

2 i\
1 1

-1 y 0
0/ 1- 1/

y por tanto las soluciones del sistema son las matrices columna de la forma:

2\ n
X2 i 1 i

= + A| + A 20 -1 0
[0/ o 1 - lJ

siendo Ai y X> números reales.

Consideremos el siguiente sistema real de cuatro ecuaciones con tres incógnitas:

1 i i ) 1 \

0 i i ( : : ) ,
2

0 0  1 ~ - 1

V 2  \ ¡
\ X i /

y

Denotemos por .4 y C sus matrices asociada y  de términos independientes, respectivamente. 
El rango de 4  es r  = 3, que es igual al número de sus columnas: m = 3.

Para resolver el sistema, apliquemos a su matriz ampliada sucesivas transformaciones 
elementales que lleven 4  a una matriz 4 ’ del tipo:

4 ' =

(\

0
0
0

y que lleven C a una matriz:

C ' =

n
i
o
o

(c\\
c'¿
c.í

S i )

0X
0
1
o
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EJEMPLO I 3

EJEMPLO 14

Las transformaciones elementales que aplicamos son estas: F| — /q -  2F\, F\ — F| -  F_ 
p2 — f 2 -  Fj y  Fj -  F̂  + F¡. Obtenemos la matriz:

/ - A

<v

que es de la forma:
(c [ \

C‘ = 1  ,
t:3

U /
por lo que (cf. proposición IV.4, p. 276) el sistema AX = C tiene solución. Al ser: m = r  = 3 
la solución del sistema AX  = C es única e igual a:

(c'A ( ~ l \A', = c'i = 3
\c'i) V - i/

Consideremos el sistema real de tres ecuaciones con tres incógnitas:

(  1 1 - A / * A

0 1 0 X_>
= 1

l - l -1 2 / \ X i S U /

Denotemos por A y C sus matrices asociada y de términos independentes, respectivamente. 
La matriz A es cuadrada de orden 3 y su rango es igual a 3. es decir, .4 es invertiblc (cf. p r o 

posición m.J 3, p. 227), y por tanto (cf. nota p. 282) la única solución del sistema considerad' 
es A “ ‘ C. El cálculo de A 1 se hizo ene! ejem plo40 del capítulo 111 (cf. p. 229). Finalmente, la 
única solución del sistema es:

(2 -1 1 \ (l\c  = 0 1 0 1 = 1
U 0 1/ A /  \ 2 /

Hasta ahora hem os tratado sistem as de ecuaciones lineales cuya m atriz asociada, 

de rango r, tenía la propiedad de ser su s r  prim eros vectores colum na linealmente 

independientes. En el siguiente ejem plo m ostram os la m anera de proceder cuando la 

m atriz del sistem a no verifica esta  propiedad.

Resolvamos el sistema real de dos ecuaciones con tres incógnitas:

X  ] +  2x 2 +  x t  =  1 

X] + 2x> + 2x 3 = 1 .
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La matriz asociada al sistema (9) es:

A =
2 1 
2 2

y su rango es r  = 2, pero sus dos primeros vectores columna no son linealmente indepen
dientes, mientras que sí lo son el primero y el tercero. Si consideramos las nuev as incógnitas:

el sistema (9) se escribe:

y su matriz asociada es:

y i= x i ,  y i = X i ,  y 3 = x 2,

vi + yz  + 2 y  ¡ = 1 

y  1 + 2 yz + 2 v i  = I .
( 10 )

B = :¡ 1 :)'
la cual tiene rango r  = 2 y sus dos primeros vectores columna sí son linealmente indepen
dientes. Podemos resolver, según los métodos descritos en esta sección, el sistema (10).

Apliquemos a la matriz ampliada del sistema (10) sucesivas transformaciones elementales 
para llevarla a una matriz de la forma:

(1 0 b\3 
lo  1 b',B' C )  =

2i

( X  1  2 I 7 1 1 2 1 l\  F , - F ,  F .  í  1 0 2 I

V1 2 2 1 ) 1 0 1 1 ) )  \0  1 0 |

Se tiene:

En este caso, el número de filas de B es n = 2, que coincide con el rango de B, y por tanto 
(cf. proposición 1V.4, p. 270) el sistema (10) tiene solución. Una solución particular del sis

tema (1 0) es:

/c'\
v . = c*\ = 0

(.0/ W

y por tanto las soluciones del sistema (10) son las matrices columna de orden (3 , 1 )  de la 
forma:

(y m 'yi '1 2\
0 + A , es decir: y 2 + A 0

O’J lo/ 1-1/ \yó Voy 1-1/
siendo A un número real.

Recordando la definición de las incógnitas y ¡ ,  y . ,  y 3: y t = x\, y> = .y, y y 3 = x., se 
concluye que las soluciones del sistema (9) son las matrices columna de la forma:

( x t\ ( y i ) ( /

X’2 = 0 + A
V-Vj/ Kyz) l o / \ 0/

siendo A un número real.
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IV.3 APLICACIONES DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEA
LES

I.  Ecuaciones de un subespacio vectoria l Em pezam os con un ejem plo. Con

siderem os los vectores a i  =  ( 1 , 0 , 1 , 1 )  y  a? = ( 1 , 1 , 1 , 1 )  de K 4, y  el subespacio vec
torial F  de R4 que generan: F  = H a ¡,a > ) = L ( ( 1 , 0 , 1 , 1 ) ,  ( 1 , 1 , 1 , 1 ) ) .

Querem os caracterizar los vectores y  de K4 que pertenecen a F ; en concreto, dado 

un vector y  = (y i , v¿, y 3, y 4) de IR4, buscam os condiciones sobre y ¡ ,  v_>, _ys y  y 4 que 

perm itan determ inar si y  pertenece o no al subespacio vectorial F.
Por definición de F , y  = ( y ¡ , y 2 , y 3 < y 4 )  pertenece a F  si y  sólo si es combinación 

lineal de a  i y a¿. Si .4 es la m atriz real de orden (4,2)  cuyos dos vectores columna 

son los vectores a i  y  a>:
! 1 \

-  ? :  • 
v  i /

y  si Y  es la siguiente m atriz colum na de orden (4 , 1 ) :

y< '
\-V4/

entonces (cf. proposición IV.2, p. 27 1 )  y  pertenece a F =  H a \ ,a 2) precisam ente s>. 

tiene solución el sistem a A X  = Y, de cuatro ecuaciones con dos incógnitas.

Estudiem os, pues, en qué condiciones el sistem a A X  = V tiene solución. A plique

m os sucesivas transform aciones elem entales a la m atriz am pliada del sistem a, e- 

decir, a (A  | 1 ') ,  donde se observa que A  es de rango igual a 2. Se tiene:

f  1 i yi\ / I 1 y ¡
0 i v> F , ~ F , - F i 0 1 v>
1 i 3'3 0 0 V3 -  3'1

T i y a / 1 1 V4

( \ 1 3 'i (1 0 y ,  - y ¿ \

F.1-/-W1 0 1 V2 F¡ -/i -F. 0 1 y¿
0 0 ya -  y  1 0 0 V;i -  I',

lo 0 -V4 -  .Vi, Vo 0 V4 -  y¡ >

y  entonces el sistem a A X  = Y tiene solución precisam ente si (cf. proposición IV.- 

p. 27G): v 3 -  y i  = 0  y  v 4 -  y t =  0.
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En consecuencia, el vector ( y i , y ¿ ,y z ,y 4 ) pertenece a F  si y  só lo  si su s com po
nentes verifican las  igualdades:

í  J '3 -  Vi  =  0 .

1 .V4 -  Vi  =  0 ,

de las que direm os son ecuaciones del subespacio vectorial F. Podemos escribir:

F  = { (X 1 .X 2.X 3 .X 4) e  R4 I X i  -  X| = 0 , x 4 -  x i  =  0 } .

V istas las ecuaciones anteriores, que determ inan el subespacio  vectorial F, e s  fácil 

com probar, por ejem plo, que ( 1 , 2 , 1 , 1 )  e  F  y  ( 1 , 1 , 2 , 2 )  £  F.

EJEMPLO 15  Sea J\ la aplicación lineal de R4 en Rj  de matriz asociada en las bases canónicas:

Determinemos unas ecuaciones de lm A
Sabemos (cf. sección 3 del capítulo I!, p. 1 19)  que el subespacio vectorial Im./i está gene

rado por las imágenes de los vectores de la base canónica de R4, es decir, está generado por 
los vectores columna de la matriz .4:

Im.á = L ( ( l , 0 , l ) , ( - 1 , 0 , - 1 ) ,  (0, 1 ,0) ,  (0 ,2 ,0 )).

El rango del sistema ( ( 1 ,0 , 1 ) ,  ( — 1 ,0.  — 1) ,  (0 ,1,0 ) . (0,2,0)) es igual a 2, y como los vec
tores (1 , 0, 1 ) y (0, 1 , 0 ) son linealmente independientes, se tiene:

Im^l = L « l ,  0 , 1 ) ,  (0, 1 ,0) ) .

De esta forma, un vector (Vi, y_', Vi) pertenece al subespacio vectorial lm.4 si y sólo si tiene 
solución el siguiente sistema de tres ecuaciones con dos incógnitas:

y por tanto (cf. proposición 1V.4, p. 276) el sistema tiene solución si y sólo si: y 3 - y ¡ = 0, que 
es, en consecuencia, una ecuación de lm./L

En conclusión: lm./l = {(X 1 .X2.X 3) e  R* | xt - X| = 0¡.

Considerando la matriz ampliada de este sistema, se tiene:
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EJEMPLO 16

Nota Si v ¡ , V’, .... vm son m vectores de OC" de rango igual a n, el subespacio vectorial
de K '1 que generan es el propio K ": L ....... f , „ ) = K ". Una ecuación del subespacio
vectorial L (v  vm), es decir, una ecuación de I K " , sería: Oxi + OX2 +  • • • + 0x„ = 0,
o dicho de otra forma: K" = \{x\,x¿ x „ ) e  iK" I Oxi + 0x¿ + • ■ • + 0 x„ = 0). En la
práctica, el espacio vectorial K " no se representa mediante ecuaciones.

2. Expresión de un vector como com binación linea l de otros vectores  Da

dos m  vectores a i ,  a ¿  a m de K.", y  un vector c del subespacio  vectorial de [<'-

generado por ellos, nuestra intención es encontrar escalares x ¡ , x> x ,„  tales que:

X\ü ] +  x¿a¿  + • • • +  x „ ,a „ ,  -  c.

F.n los ejem plos siguientes vem os la form a de proceder.

Dada la base 8 = ( ( 1 , - 1 , 0 ) , ( 0 , 1 , - 1 ) , ( 0 , 0 , 1 ) )  de R \  determinemos las coordenadas del 
vector ( 1, - 2 ,0 )  en la base 8, esto es, encontremos los tres únicos números reales x i , X2 y x  

tales que:
x , ( 1 , - 1 , 0 )  + x 2(0 , 1 , - 1 )  + x 3(0,0, l )  = ( 1 , - 2 , 0 ) .

Esta igualdad es equivalente a: (x, ,  - x i  + x_>, -x¿ + x¡) = ( 1, -2 ,0 ) , o bien:

X|  =  1
- X |  +  X '2 =  -2

-  X ¿  + X;i = 0,

que escrito en forma matricial es:

(  1 0 0\ (x t\ ( 1\

- 1 1 0 U = - 2
V 0 - 1  \) U ry L 0

Nota bene Nótese que Los vectores columna de la matriz asociada a este sistema son los 
vectores de la base 8. a

Resolvamos el sistema ( I I ). Considerando su matriz ampliada, se tiene:

/  1 0  0 1\ / I 0 0 1N\ c ,  r f l 0 0 l\

- 1 1 0 - 2  -
()

1 t) -  \ + 0 1 () - 1
V o - ]  1 0 / lo - 1 1 0 / V0 0 1 - \ )

De los resultados vistos en el apartado sobre resolución de un sistema de ecuaciones de la 

forma AX = C (cf. sección 2, p. 277) se deduce que la única solución del sistema ( 1 1 )  es:

Í X \ \ ( l\
X i

- r 1
\ X í ) l - i /

En conclusión, las coordenadas del vector ( 1 , —2,0) de IR3 en la base 8 son: 1 , - 1  y  - 1 .  

Efectivamente se comprueba: 1< 1, - 1 , 0 )  -  1 ( 0 , 1 , - 1 )  -  1 (0 ,0 , 1 )  = (1, -2 ,0 ) .
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EJEMPLO 17 Dados los vectores (0, 1),  ( 1 , - 1 )  y  ( 1 ,0)  de R2, expresemos el vector (2,3) de R-’ como 
combinación lineal de ellos, es decir, encontremos números reales .V i ,  x¿ y x 3 tales que:

x , ( 0 , 1) + X;>(1, - 1 )  + x 3( l ,0)  = (2,3).

Procediendo análogamente a como se ha hecho en el ejemplo anterior, debemos resolver 
el sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas:

( 12)

cuya matriz asociada tiene por vectores columna los tres vectores dados: (0, 1 ), (1 , - 1 ) 
y (1 ,0).  P.sta matriz tiene rango igual a 2, y sus dos primeros vectores columna son lineal
mente independientes. Considerando la matriz ampliada, se tiene:

/() 1 1 2\ F, -F, ( i  -1 0 3\ F ,-( 1 + f2 (\  0 1 3)Vi - i  o -V \0  1 1 i o  1 1 2/

Por tanto (cf. segundo apartado de la sección 2), las soluciones del sistema (12) son las matri

ces columna de la forma:

A e

Haciendo, por ejemplo, A = 0, obtenemos una solución particular del sistema (12):

(X l\ ( i ) / !\
2 + A í 1

\ x 3, W \ - l

y en consecuencia el vector (2,3) se puede expresar como combinación lineal de los vec
tores (0, 1 ), ( 1 , - 1 ) y ( 1 , 0 ) de la forma: (2.3) = 3 (0, 1 )  + 2 ( 1 , - 1 ) + 0 ( 1 ,0 ).

Tomando, por ejemplo, A = 3, obtenemos otra expresión de (2,3) como combinación 

lineal de los vectores dados: (2,3) = 8 (0 , 1 ) + 5(1 ,  —1 > — 3(1 ,0).

Escolio En este ejemplo vemos que el vector (2,3) se puede expresar de varias formas 
como combinación lineal de (0, 1),  (1,  - 1 )  y  (1,0). Esto es consecuencia de que el sistema 
formado por ellos: ((0, 1 ), ( 1 , - 1 ) ,  (1 ,0)),  es ligado. a

3. Calculo de una base de un subespacio vectoria l dado por unas ecuaciones 
Considerem os el subespacio vectorial F  de R4 dado por las  ecuaciones:

X |  +  x¿  -  X j  +  X '4  =  0 ,

x¿ + 2 X j — x'4 =  0, (13)

2x i  + 2x t  -  2x j  +  2x 4 =  0 .

y  determ inem os una base de F.
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EJEMPLO 1

Se verifica que ( 13 )  es equivalente al sistem a:

/ I  1 - 1  l \
( x A

( 0 \

0  1 2 - 1
X 2 0

\2  2  - 2  2 )
X 3  

Y  1
\ o )

Denotem os por .4 la m atriz asociada a este sistem a, y  sea 4  la aplicación lineal de Fr 

en canónicam ente asociada a la m atriz 4 .  Entonces (cf. prim er apartado de la 

sección 2) un vector x  =  (X ],x 2,X i ,x A) de K-1 pertenece a F  si y sólo si: 4 ( x )  = O, \ 

en consecuencia: Ker.4 = F.
La m atriz 4  tiene rango 2 y  su s dos prim eros vectores colum na son linealmente 

independientes. Con las transform aciones elem entales F ¡ -  F3 -  2F¡ y  F¡ -  F, -  F_. 
aplicadas sucesivam ente a la m atriz 4 ,  obtenem os la matriz:

/ I  O - 3  2 \
O 1 2 - 1  .

\0 O o 0 /

Por tanto (cf. prim er apartado de la sección 2), una base de Ker.4, es decir, una base 

de F , es el sistem a: ( ( - 3 , 2 ,  - 1 , 0 ) ,  (2, - 1 , 0 ,  - 1 ) ) ,  y  en conclusión:

F  =  £.((—3 ,2 ,  —1 , 0 ) ,  (2, —1 , 0 ,  — 1) ) .

Si el subespacio vectorial considerado, dado por unas ecuaciones, fuera 101, entonces n< 

tendría base.
Consideremos el subespacio vectorial C de dado por las ecuaciones:

X| +  '¿Xn =  0 ,

- X i + 2x 2 = 0, (1-
X>  + X ; i  = 0.

Para determinar una base de G, tenemos que resolver el sistema:

i  1 2 0\ / x A
H

- i 2 0 x A = 0
V  0 1 1 ) \ X - J \ o j

Pero la matriz asociada a este sistema tiene tres columnas y su rango es igual a 3, y por tant 
(cf. primer apartado de la sección 2) tiene por única solución la matriz columna:

X A ( 0 \
X2 = 0
x j w

En consecuencia, el único vector (X1.X 2.X3) de R3 cuyas componentes verifican las ecua 

ciones de (14) es (0,0 ,0), y por consiguiente: G = {(0 ,0, 0)), que no tiene base.
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4. Ejem plo de intersección de subespacios vectoriales  Considerem os estos 

dos subespacios vectoriales del espacio vectorial IR4: F  =  I ( (  1 , - 1 , 0 , 0 ) ,  ( 0 , 0 , 1 ,  - 1 ) )  

y  G = E(( 1 , 0 , 0 , 0 ) ,  ( 1 , 1 , 0 , 0 ) ,  ( 1 , 1 , 1 ,0) ) .  Hallemos una base de su intersección, esto 

es, del subespacio vectorial: F n  G.
En prim er lugar, calculem os unas ecuaciones del subespacio vectorial F. Es

tudiem os, pues, bajo qué condiciones tiene solución el sistem a real:

i i t A (y  1 \
- 1 0 A = V2

0 1 y.i
V 0 - v [ y j

cuya m atriz asociada tiene rango 2. Aplicando sucesivam ente a su m atriz am pliada 

las transform aciones elem entales F> — F_> +  F\, — Fj  y F+ — F4  +  F>, se obtiene:

/ 1 0 Vi ^
0 1 y-L
0 o y  1 + y¿

\o 0 y3 + y-t /
y  por tanto unas ecuaciones de F  son:

jy\+y¿ = 0 ,

1  y-i + y4 = 0 .

En segundo lugar, encontrem os unas ecuaciones de G. A plicando sucesivam ente 

a la matriz:
A 1 1 y 0

0 1 1 y2
0 0 1 y i

l o 0 0 V i)
es F] -F\- [2 y

(l 0 0 y ] - y 2^
0 1 0 y i - y ?
0 0 1 y  3

lo 0 0 >4 /

y  por tanto, una ecuación de G es: y 4 =  0.

Un vector ( V i , V 2, y 3, V4> de R4 pertenece a F  n G precisam ente si sus com po

nentes verifican sim ultáneam ente las tres ecuaciones obtenidas: las dos de F  y la 

de G, es decir:
y ¡ + y¿  = 0 ,

y  i  +  y *  = o, (15)

y  4 = 0.
En consecuencia, las igualdades de ( 15)  son unas ecuaciones de F  n  G.
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' y i )
y ’
y\

W

F in a lm e n te , d e te r m in e m o s , a  p a rtir  d e  ( 1 3 1 ,  u n a  b a s e  d e  F n C .  P ara  eiio , d e b e m n -  

r e s o lv e r  e l s is te m a :

<Ki

L a  m a triz  a s o c ia d a  a  e s t e  s is t e m a  tie n e  ra n g o  3 ,  p e r o  s u s  tre s  p rim e r o s  v e c to re s  

c o lu m n a  n o  s o n  lin e a lm e n te  in d e p e n d ic n ie s ; si lo  s o n , s in  e m b a rg o , el p rim e ro , el 

t e r c e ro  y  el c u a rto . Si c o n s id e r a m o s  la s  n u e v a s  in c ó g n ita s :

2 l  =  V i ,  2 2 = J ' 4 ,  Z ¡ = y i ,  z4 = y<,

el s is te m a  ( 1 6 )  se  e s c r ib e  d e  la fo rm a :

' 2 , '
2 ¿
z-s
.24/

( i ;

y  la  m a triz  a s o c ia d a  a e s te  n u e v o  s is te m a , q u e  s ig u e  te n ie n d o  ra n g o  3 , s í v e rific a  

q u e  s u s  tre s  p rim e r o s  v e c to r e s  c o lu m n a  s o n  lin e a lm e n te  in d e p e n d ie n te s . A p lican d <  

s u c e s iv a m e n te  a  e s t a  m a triz  la s  tr a n s fo r m a c io n e s  e le m e n ta le s  F t -  F4 - F > .  F ¡  — -/■ 

y  F> -  F¿ -  F j .  o b te n e m o s  la m a triz :

/ I  0 0 1 \
l o  1 0 0 .

lo 0 1 0/

P o r ta n to , la s  m a tric e s  c o lu m n a  q u e  so n  s o lu c ió n  d e l s is te m a  ( 1 7 )  s o n  la s  d e  la fo rm a

N / O

0 
0

2 ]

2 2

23
V2 -»/

= ,\

v - 1 /

y  l a s  q u e  so n  s o lu c ió n  d e l s is t e m a  ( 1 6 )  s o n  la s  d e  la  fo rm a :

A e

F.n c o n c lu s ió n , lo s  v e c to r e s  ( y \ ,y z ,y n ,y .i)  d e  F  n  G  s o n  a q u e llo s  d e  la fo rm a :

=  A ( l , - 1 , 0 , 0 ) ,  A €  R, 

e s  d e c ir : F n G  =  I ( ( l ,  - 1 , 0 , 0 1 )  =  R ( l ,  - 1 , 0 , 0 ) ,  y  u n a  b a s e  d e  F n G  e s : ( ( 1 ,  - 1 , í), 0 1

/ v i '' / * l > ( ]\
72 24 =  A - 1
y-i 23 0

W U / l V
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RECAPITULACION IV

Definiciones y  propiedades  Consideram os un sistem a en K. de n ecuaciones 

con las m incógnitas x ¡ , x>, . ■ ■, x m:

ai\X\ + a i2%2 + 

a.2\X\ + a i¿x ¿  +

O I mXm ~ Cl 

a>mXm =  C¡

On\X\ +  a n2X 2 + ■ • • + a nmx m — c„  :

El sistem a se escribe de la form a: AX = C, donde:

X  =

/ x .\

(m atriz de incógnitas),

'c i\

C =
C:>

\ C n J

(m atriz de térm inos independientes),

A =

(a  a  a.\2 ■■■ n i u A
a ¿  | 0-22 ••• 0.2 m

(m atriz asociada al sistema).

\a.)i i a n 2 ■■■ a m,,/
Aplicación lineal asociada al sistem a: la aplicación lineal .d canónicamente 

asociada a .4.

Matriz am pliada del sistem a: la que tiene por m atrices colum na las m atrices 

colum na de A y C.
Se denota: (,4  | C ).
Solución de un sistem a: m atriz colum na X¡ con térm inos en &  de orden ( m , 1)  

tal que: AX\ = C.

Si los vectores colum na de A, X\ y  C son a i ,  a_>, . . . .  a,„,  x ¡  y  c, respectiva

mente: X i es solución del sistem a precisam ente si se verifica cualquiera de las 

siguientes condiciones:

o y i ( X i ) = c, o bien: x i  €  A ~ l f ¡ c i ] ;

o el vector c  es com binación lineal de los vectores a\, a 2 a,„;
o rango (A | C') =  rango A.

Sistem as equivalentes: sistem as que tienen el m ism o conjunto de soluciones. 

Si T es una m atriz cuadrada de orden n y rango n, entonces son equivalentes 

los sistem as AX  = C y  ( T A )X  = TC.
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Resolución de un sistema de ecuaciones lineales  Consideram os un sistema 

en K, AX  =  C, de ti ecuaciones con m incógnitas, que verifica: rango.4 =  r  í  h  

los r  prim eros vectores colum na de A son linealm ente independientes; sea:

( c \\

C' =

i

V J

el resultado de aplicar a C  las m ism as transform aciones elem entales que llevan A a 

una matriz A ’ de la forma:

t i  0 . . .  0 ^ io '+d

0 1 . . .  0 tt'jO’ + l) a 2r.

A ' = 0 0 . . .  1 íJr(r+jj . . .  a rm
0 0 . . .  0 0 . . .  0

VO 0 ... 0 0 0

Los sistem as A X  = C y  A 'X  = C' son equivalentes.

El sistem a A X  =  C tiene solución precisam ente si: n = r ,  o bien n > r  y 

los (ti -  r )  últim os térm inos de C' son nulos.

Cuando el sistem a A X  = C tiene solución:
' i
c?

o si m = r ,  la solución es única: X\ =

V m J
o si m > r, las soluciones son las m atrices colum na de la forma: 

/cl\

0

l o ;

+ A,

- m r

^ l m ' 1

a 2 (r+ l )
r

a r ( r  i li 
-1

■ + - ■ - + A , „ _ r % m

0 -

0
m - r

0

V 0 ) l - l  )

siendo A i A , „ - r elem entos de DC.
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INTRODUCCIÓN

E l con junto de los núm eros rea les  A ntes de presentar las sucesiones de nú

m eros reales, es im portante estudiar algunos aspectos del conjunto de los núm eros 

reales; a ello se dedica esta sección.

Las tres prim eras propiedades que se citan ya han sido utilizadas, al m enos im

plícitam ente. El conjunto de los números reales, dotado de las operaciones adición 
y multiplicación, tiene estructura de cuerpo conmutativo, y  en él está defínida la 
relación de orden total -s, la cual es compatible con estas operaciones. Este aserto 

nos da sintéticam ente m ucha inform ación, relacionada con tareas habituales de ma

nipulación de núm eros reales, expresiones algebraicas, igualdades y  desigualdades. 

Entre otras m uchas cosas, nos dice, por ejem plo, que el orden de los sum andos no 

altera una sum a (propiedad conm utativa de la adición), que el producto de cualquier 

número por el núm ero 1 tiene como resultado el núm ero original (elem ento neutro 

de la multiplicación), que podem os extraer fuera de un paréntesis un factor com ún 

(propiedad distributiva), o que podem os m ultiplicar por un m ismo núm ero positivo 

am bos m iem bros de una desigualdad sin  que cam bie su  sentido (com patibilidad de 

la relación de orden con la  m ultiplicación).1

La cuarta propiedad es la realm ente nueva para el lector. Para verla, se hace nece

sario introducir el concepto de conjunto acotado, superior o inferiorm ente, y  para ver 

este concepto debem os hablar de cota superior y  de co la inferior de un conjunto. Una 

cota superior de un conjunto de núm eros reales es u n  núm ero que es m ayor o igual 

que lodos los elem entos del conjunto. Por ejem plo, el núm ero 0 es co la  superior del 

conjunto de los núm eros reales negativos, o el núm ero 1 lo es del conjunto cuyos 

elem entos son las fracciones de la form a 1 / n  para cada núm ero n natural positivo 

(este conjunto está  form ado por 1 / 1  =  1 , 1 / 2 , 1  / 3 , . . . ) .  Análogam ente, una cota infe
rior de un conjunto de núm eros reales es un núm ero que es menor o igual que todos 

los elem entos del conjunto. Por ejem plo, el núm ero 0 es cota inferior del conjunto 

de los núm eros reales positivos, o del conjunto de las fracciones de la form a 1/ n  

para n e  N *.2 Si un conjunto adm ite alguna cota superior, se  dice que está acotado 
superiormente, si adm ite alguna cota inferior, que está  acotado inferiormente. Y  si 

adm ite cotas de am bos tipos, se  dice sim plem ente que está (o es) acotado. Por ejem 

plo, el conjunto de los núm eros reales negativos está  acotado superiorm ente, pero no 

inferiorm ente (no hay ningún núm ero que sea  menor o igual que todos los núm eros 

negativos sim ultáneam ente); el conjunto de los núm eros positivos está  acotado infe

riorm ente, pero no superiorm ente; y  el conjunto de las fracciones 1 / n  con n e  N*

' lil significado completo de lo que es un cuerpo, o una relación de orden total, puede verse en el 
apéndice A.

-Con N“ se designa el conjunto de los números naturales positivos: N* = j 1,2,3,...].
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está  acotado tanto superior com o inferiorm ente, con lo que es un conjunto acotado 

(el único que está  acotado en los tres ejem plos citados).

Nota bene F.l conjunto vacío: 0, se considera acotado. a

Ya podem os enunciar la cuarta propiedad: si un conjunto no vacío está  acotado 

superiorm ente, es decir, s i adm ite alguna cota superior, entonces existe un número 

con la característica de ser la  menor de todas su s  cotas superiores. 'I'al número 

se denom ina supremo del conjunto; si el conjunto se denota por A, su suprem o se 

designa: sup A. Por ejem plo, el conjunto de los núm eros reales negativos está  acotado 

superiorm ente: ¿cuál e s  su  suprem o? Ya hem os apuntado que el número 0 es una 

cota superior de este  conjunto, y  acontece que cualquier número menor que 0 no es 

cota superior; * en otras palabras: el núm ero 0 es la m enor de su s cotas superiores. 

Si denotam os el conjunto por G, podem os escribir: sup G =  0.

Esta cuarta propiedad tiene una segunda parte: lo análogo con los conjuntos 

acotados inferiorm ente. Si un conjunto no vacío está  acotado inferiorm ente, entonces 

existe un núm ero con la propiedad de ser la m ayor de todas su s cotas inferiores. Tal 

núm ero se denom ina ínfimo del conjunto; si el conjunto se denota por A, su ínfimo 

se designa: ín f4 . Por ejem plo, para el conjunto de los núm eros reales positivos 

—que suele denotarse por R í —, se tiene: ín fR Í  =  0. Y  si A  es el conjunto de las 

fracciones l/n  para n e  N *. se  tiene: ínf.4 =  0  y s u p 4  =  1.

Hablamos también de m áxim o y de mínimo de un conjunto. Se dice que un 

núm ero es máximo de un conjunto si es cota superior del conjunto y  pertenece al 

conjunto; y  la definición de mínimo es análoga. El m áxim o de un conjunto A, si 

existe, es único, y  se denota: m á x 4 ; y lo m ism o el mínimo, que se denota: mín.4 

Por ejem plo, el conjunto .4 de las fracciones l / n ,  n e  N *. adm ite máximo: la frac

ción 1 / 1  =  1 , pues es cota superior de A  y, a la vez, es un elem ento de 4 ;  podemos 

entonces escribir: máx 4  =  1 .  Es de observar que si un conjunto adm ite máximo, éste 

coincide con su suprem o; y , análogam ente, si un conjunto adm ite mínimo, éste coin

cide con su  ínfimo. Por ejem plo, el conjunto A  de fracciones recién citado no admite 

mínimo (si así fuera, el mínimo sería igual a ín f4  =  0, pero 0 tf 4); el conjunto G de 

los núm eros negativos no adm ite m áxim o (pues sup G =  0, y 0 € G) ni mínimo (pues 

no está acotado inferiorm ente); y el conjunto R * tam poco admite m áxim o ni mínimo

Si un conjunto no está  acotado superiorm ente, también se habla de suprem o 

se dice que su suprem o es más infinito. Y si un conjunto no está  acotado inferior- 

mente, se  dice que su ínfimo es menos infinito. Para los conjuntos de los que venimos 

hablando, podem os escribir: ín fG  =  - o s  y s u p R J =  + o o .

'Nótese que, si b es un número menor que 0, no puede ser mayor o igual que todos los numen 
negativos: verbigracia, seria menor que el número negativo bj 2.
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Hay una consecuencia de la cuarta propiedad de los núm eros reales que interesa 

reseñar aqui: la propiedad arquimediana de los núm eros reales. De acuerdo con ella, 

si x  y  y  son dos núm eros reales, positivo el prim ero, y  positivo o nulo el s e g u n d o ,  

entonces existe algún núm ero natural m tal que m x > y .  Piénsese que el primer 

núm ero puede ser escogido m uy pequeño y el segundo m uy grande; la propiedad 

arquim ediana nos asegura que existe algún número natural cuyo producto por el 

prim ero supera el segundo, lina consecuencia útil de esta propiedad es que no im

porta cuán pequeño sea escogido un núm ero positivo x :  será posible encontrar algún 

núm ero natural positivo m de form a que la fracción 1/ m  sea aún menor que x .

Un in len’alo de números reales es un conjunto de núm eros reales que o bien coin

cide con el conjunto vacío, o bien coincide con el propio R, o bien es de uno de 

los ocho tipos escritos en el texto. Los cuatro prim eros de estos ocho tipos: [a, h], 
(a, b ], Tu, b) y (a, b), son conjuntos form ados por todos los núm eros com prendidos 

entre dos dados, y los cuatro se distinguen entre sí según se considere si cada uno 

de esos dos dados pertenece o no al conjunto (nótese que se escribe un corchete: T  

o *]’ , en el prim er caso, y un paréntesis: T  o “)’, en el segundo). Por ejem plo, el 

intervalo ( 1 / 2 , 8J es el conjunto de los núm eros reales com prendidos entre 1 / 2  y 8, 

excluyendo 1/ 2  e incluyendo 8. Los otros cuatro tipos de intervalos: (a, +  °a), [a , +oo), 

{-o o ,b ) y  ( - °o ,b\, están form ados sim plem ente por los núm eros reales m ayores, 

m ayores o iguales, m enores, o m enores o iguales, respectivam ente, que uno dado. 

Por ejem plo, el intervalo ( - 3 ,  + ™) está form ado por los núm eros m ayores que - 3  

(excluyendo éste); el intervalo (-oo.O ], por los m enores o iguales que O (incluyendo 

éste).

Queremos enfatizar que los intervalos del tipo [a, bJ, (a, b], [a, b), (a, b ) y  0 son 

conjuntos acotados. Cada uno de los cuatro prüneros tiene por ínfimo el núm ero a, y 

por suprem o el número b\ y  estos Ínfimo y  suprem o serán mínimo o máximo, respec

tivamente, según pertenezcan o no al intervalo. Los otros cinco tipos de intervalos no 

son conjuntos acotados, pero los intervalos (a, +óo) y  [a, + oo) están acotados infe- 

riorm ente, y su ínfimo es a ; y  los intervalos ( - ° ° ,  b) y  ( -  oo, b] lo están superiorm ente, 

y  su suprem o es b.
El valor absoluto de un núm ero real es el propio núm ero si el núm ero es positivo 

o nulo, y  es su opuesto si el número es negativo. Se designa colocando el número 

entre barras. Por ejem plo: |7| =  7, |0| = O, o | — 3 1 = - ( - 3 )  = 3. F.n el texto se 

incluyen varias propiedades del valor absoluto; se hará am plia aplicación de ellas en 

las dem ostraciones relativas a lím ites de sucesiones.4

Esta sección termina presentando los conjuntos abiertos y los conjuntos cerra

dos. Lo prim ero que observam os es que hablarem os de punto del mismo modo que

4 Y sobre todo serán aplicadas en las siguientes asignaturas de Matemáticas del Grado.
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hablam os de núm ero real. Ello es debido a que los núm eros reales se pueden repre

sen tar en una recta donde se han elegido un origen y una unidad orientada de me

dida.3 El prim er concepto que se estud ia es el de punto interior de un conjunto, lin 

punto .v es punto interior de un conjunto 4  de núm eros reales (o, m ás sim plem ente, 

es interior a A) si podem os encontrar un intervalo clel tipo (a , b) con dos característi

cas: el punto pertenece a este  intervalo: x e  (a ,b ), y  este  intervalo está  contenido en 

el conjunto: (a ,b ) £ A. Una consecuencia inm ediata es que un punto interior de un 

conjunto es un elem ento del conjunto. En el texto se recogen varios ejem plos, y  se 

enuncian algunas propiedades, pero entre unos y otras nos interesa resaltar lo que 

fundam entalm ente m anejarem os en el cu rso  sobre este concepto: cóm o son los pun

tos interiores de los intervalos. Los intervalos [ti,I»], ia .b ], [a ,b )  y  (a ,b )  tienen los 

m ism os puntos interiores: los puntos com prendidos entre a  y  b, excluyendo a y  b: 
los intervalos ( a ,  + 0 0 )  y  [a , +00)  también tienen los m ism os puntos interiores: en este 

caso, los núm eros m ayores que a (excluyendo por tanto el propio a); análogamente, 

los intervalos ( - 00, b) y  (— 00, fc>] tienen por puntos interiores los núm eros menores 

que b (excluyendo, pues, el m ism o b); y, finalm ente, para el intervalo IR, todos sus 

puntos son interiores, y  para el conjunto v acío no hay puntos interiores.

Dado un conjunto, el conjunto form ado por su s puntos interiores se  denomina 

interior del conjunto. Si .4 es el conjunto, su interior se denota de esta forma: 4 . 

Nótese que 4 ^ 4 , pues los puntos interiores de un conjunto son elem entos de( 

conjunto. En el texto se  recoge una tabla con el interior para cada uno de los diez 

tipos de intervalo. Sobre esto  no nos hará falta más.

Que un conjunto de núm eros reales es abierto significa que todos su s puntos 

son interiores. Es decir, un conjunto abierto es el que coincide con su  interior. Los 

intervalos que son conjuntos abiertos son ia ,b ), {a, + <*>) y  ( - 00,b), adem ás de IR v 

el conjunto vacío. Y que un conjunto e s  cerrado significa que su com plem entario es 

abierto. Los intervalos que son conjuntos cerrados son [a, b] ,  [« ,+<»)  y  ( - 00, b], \ 

también R y el conjunto vacío. Nótese que estos dos últim os son conjuntos abierto- 

y  cerrados a la vez; acontece que son los únicos conjuntos de núm eros reales que 

son abiertos y cerrados a  la vez. Sobre conjuntos cerrados direm os algo m ás cuand< 

hablem os de punto adherente, después de estud iar los lím ites de sucesiones.

Hay conjuntos que no son abiertos y que tampoco son cerrados. Entre los
intervalos, los de la forma (<*,b| y |a ,b )  no son abiertos y no son cerrados. a

't!n ejemplo de la estrecha relación entre puntos de una recta y números reales es el siguiente: si . 
y /> son dos números, el valor absoluto de su diferencia: lu f>l, es una forma de hacer referencia .- 
lo que dista entre los puntos que están representando ambos números, sin preocuparse de tener quv 
saber de antemano cuál es mayor. Verbigracia: 11 - 11 - 31 = 1-41 = 4, y 4 es lo que distan los punto- 
que representan los números -1 y 3. Este tipo de representación en una recta debería ser conocido de. 
Bachillerato (o del Curso de Acceso); no obstante, no se exige en este curso.



INTRODUCCION

Sucesiones de num eras reales  Formalmente, una sucesión de números reales es 

una aplicación del conjunto de los núm eros naturales en el conjunto de los núm eros 

reales. Cuando tenem os una sucesión, tenem os entonces una form a de asignar un 

número real al número natural 0 , un número real al núm ero natural 1 , un número real 

al núm ero natural 2 , y así sucesivam ente; es decir, tenem os una forma de construir 

una lista de números reales en la que es relevante el lugar que ocupa cada uno. Por 

ejem plo, a partir de la aplicación de N en IR que a cada número natural n asigna el 

número n2, podem os contruir esta lista de núm eros: 0, 1, 4, 9, 1 6 , ,  pues O2 =  0 es 

la imagen de 0 por la  aplicación, l 2 =  1 es la im agen de 1 ,  2 2 =  4 es la im agen de 2, y 

así sucesivam ente.

Para las sucesiones no se usa la notación habitual de las aplicaciones. Se elige una 

letra, por ejem plo a (o b, o c, etc.), y se le añade como subíndice un  núm ero natural 

para indicar la imagen por la aplicación de ese núm ero natural; de esta forma, con a 0 
se designa la imagen por la aplicación del núm ero natural 0 , con a\ la imagen del 

número natural I, . . . ,  y  en general con a „ la im agen de un número natural n. Así, 

podem os decir que la sucesión es:

flüi U 1 1 &2, ■ ■ ■, Un, • ■ •.

y  cuando nos queram os referir a la sucesión como a un todo, escribirem os:

(a„\ n e  N ) , o m ás sim plem ente: (c i„ ) .

En el ejem plo del párrafo anterior, podem os decir que esa sucesión es (n 2; n e  N), o 

sim plem ente: (n 2); o incluso: ( a „ ) , con a „  = n2 para cada n €  N.

Dada una sucesión (a n), y  dado un número natural fe, se dice que el término de 
orden k de la sucesión es igual a a ¿ ; es decir, el término de orden k de la sucesión es 

la imagen por la aplicación del número natural k. Para la sucesión (n 2), su térm ino 

de orden k es igual a fe2; verbigracia, el término de orden 5 es igual a 5 ’ = 25. Otro 

ejem plo: si (bn) es la  sucesión tal que b„ = (— 1 )" para cada n e N, es decir, la

sucesión 1, - 1 , 1, - 1  podem os decir que su térm ino de orden k es igual a 1 si fe

es par, y a - 1 si fe es impar.
Una cota superior de una sucesión es un núm ero que es m ayor o igual que todos 

y cada uno de sus términos; y, análogam ente, una cota inferior es un núm ero que 

es menor o igual que todos y  cada uno de sus térm inos. Por ejem plo, para la suce

sión { ( - 1 )” ), una cota superior es el número 1 y  una cota inferior es el núm ero -  i ; 

para la sucesión (n 2), una cota inferior es el núm ero 0 , y no adm ite cotas superio

res. Una sucesión está acotada superiormente o interiormente si admite una cota 

superior o inferior, respectivam ente; y está  acotada si lo está tanto superior como 

inferiorm ente. De las dos sucesiones que acabem os de poner como ejem plo, sólo la 

sucesión ( { - 1 )'] ) está acotada.
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El últim o concepto que se  estudia en esta sección es el de subsucesión. Intuitiva

mente, una subsucesión  es una sucesión obtenida a partir de otra: si en una sucesión 

dada, nos deshacem os de algunos térm inos (en cantidad finita o infinita), de forma 

que dejem os una cantidad infinita de térm inos de la sucesión original, lo que queda 

es una sucesión  de la que se dice es subsucesión de la  prim era. En el texto podemos 

leer la definición form al general, pero veam os aquí la s  dos form as de obtener una 

subsucesión  (y denotarla) que m anejarem os en el resto  del capítulo.

Si ( a „ )  es una sucesión: a 0, a\, a>. U3  y  nos deshacem os, pongam os, de sus

tres prim eros términos, nos queda: « 3 , <14 , 0.5 , . . . ,  que resu lta  ser también una suce

sión; se trata de una subsucesión de la  sucesión original (a „ ), y  se  denota: (a „\n  2* 3). 

Por ejem plo, la sucesión (n 2;n  >  5) es una subsucesión de la sucesión (n 2 ); com 

párese la sucesión: O, 1 ,4 ,  9, 16 , 25, 3 6  con la subsucesión: 25 , 36 , 4 9 , . . .

Otra form a de obtener una subsucesión  de una sucesión la sugiere este ejemplo. 

Si (a n) es una sucesión, y  nos fijam os sólo en su s térm inos de orden par: «o, n_.

a 4, 06  lo que acabam os de escribir es otra sucesión, que es subsucesión de la

sucesión original ( a „ ) ;  se  denota: («>«)• Verbigracia, para la sucesión  ( ( - 1 ) " ) ,  su 
subsucesión ( ( - l ) 2'1) es la sucesión constante ( 1 ): 1 , 1 , 1 , . . .  (todos su s  términos 

iguales a 1). De m anera sim ilar podríam os hablar también, por ejem plo, de la sub

sucesión de la sucesión  (a n) form ada por los térm inos de orden impar: (c^n+i).

Para finalizar esta  sección, una cuestión de notación. Dado un núm ero natural k. 
a veces escribirem os: ( a „ ;  n  s  k), sin habernos referido antes a alguna sucesión (a „ 1. 
que es posible que ni siquiera esté definida. Tal notación hace referencia a la suce

sión cuyo térm ino de orden n es a n + k ; es decir: a O k * i ,  « t+ 2. ••• Por ejem plo, 1?, 

sucesión ( 1  /n ;n >  1)  es esta: 1 ,  1 / 2 , 1 / 3 ,  1/ 4 , . . . ;  y  nótese que no podem os hablar 

de la sucesión ( a „ )  con a n = 1  /n, pues no tendría sentido su  térm ino de orden 0 .

Sucesiones convergentes. L im ites in fin itos  Em pecem os con un ejem plo: la 

sucesión de núm eros reales ( 1 /n ; n > 1 ) converge al núm ero real 0 ; o dicho de otra 

form a: el núm ero O es límite de la sucesión (1 /n;n > 1) . ¿Qué significa esto? La 

sucesión es:

1 .  i .  i , . . . ,  i , . . . ,
2 3  n

y  su s térm inos son núm eros que se hacen cada ve z  m ás pequeños; realm ente, según 

avanzam os en el orden de la sucesión, los térm inos correspondientes se acercan al 

núm ero O tanto com o queram os. Por ejem plo, si quisiéram os, siem pre con térmi

nos de la sucesión, acercarnos a O m enos de una milésima, sólo tendríam os que 

seleccionar los térm inos de orden m ayor o igual que 10 0 1 : todos ellos estarían en 

el intervalo (0 -  1 / 10 0 0 , 0 + 1 / 10 0 0 ), lo cual es lo m ismo que decir que distarían 

de 0 menos de una milésima. Y esto  lo podríam os hacer con otra m edida cualquiera. 

Realmente, dado cualquier e positivo, existirá  algún orden k (el cual dependerá, en
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general, de c) de form a que en el intervalo (0 -  e, 0 +  e) podem os encontrar todos los 

térm inos de la sucesión que son de orden m ayor o igual que fe. Esto es justam ente 

lo que querem os decir cuando afirm am os que la sucesión ( l/ n ;n  > 1)  converge al 

núm ero real 0, o que el núm ero 0 es lúnite de la sucesión ( 1 / n ; n  >  1 ) .

Otro ejem plo: la sucesión (n /(n  + 1) )  converge al núm ero 1 .  A  la  vista de sus 

prim eros térm inos: 0, 1 / 2 ,  2/3, 3/4, . . . ,  quizá no se aprecia si los térm inos de la 

sucesión se acercan a algún núm ero concreto, pero si nos fijam os en térm inos de 

orden mayor, digam os, orden m ayor o igual que 10 0 :

100 DEL 102 
1 0 1 ’ 1 0 2 ’ 1 0 3 ..........

sí parece que nos podem os acercar, tanto como queram os, al núm ero 1 .  Puede 

com probarse que esto efectivam ente es así: la sucesión (n /(n  + l ) )  converge al 

núm ero 1.

De una sucesión se dice es convergente si converge a algún núm ero real. De 

las propiedades de las sucesiones convergentes que figuran en el texto, hay dos que 

querem os destacar aquí. La prim era es que el límite es único; es decir, si una sucesión 

es convergente, entonces 110 converge m ás que a un único número. Sí (a n) es la 

sucesión convergente, y  I es su (único) límite, se escribe:

lím a „  =  l, o bien lím ( a n) =  I.
n —  00

De acuerdo con los ejem plos anteriores, podem os escribir:

!ím ( — ; n » l ) = 0  y lím ( — ) = 1 .\ n > v n  + 1  ’
La segunda propiedad que destacam os es que el lúnite de una sucesión convergente 

no depende de sus prim eros térm inos. Form alm ente, esto significa que una suce

sión (a „ ) converge a un numero I si y  sólo si cualquier subsucesión suya de la 

form a (a n;n  >  k) converge también al núm ero l.
El siguiente concepto que vem os en esta  sección es el de límite m ás infinito. In

tuitivamente, una sucesión tiende a más infinito si, según se avanza en el orden de 

la sucesión, los térm inos correspondientes se hacen tan grandes como se quiera. Por 

ejem plo, la sucesión (n 2 ) tiende a m ás infinito. Fijem os un número b cualquiera; 

podem os encontrar algún orden fe tal que todos los térm inos de la sucesión de orden 

m ayor o igual que fe son m ayores que b. En efecto: si b es negativo, se tom a fe =  0, 

y  si b es positivo, b asta  tom ar como fe el prim er núm ero natural que supera vh ; el 

término de orden fe, que es fe2, y  todos ios que le siguen: (fe + 1 )2, (fe + 2 )2, . . . ,  son 

entonces m ayores que b. Si una sucesión (a n ) tiende a m ás infinito, se escribe:

lím a „  = + 00, o bien lim (a M) = + 00.El — 0C

Se tiene entonces: lím n 2 = 4-00.
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Y una sucesión tiende a menos infinito si, según  se avanza en el orden de la suce

sión, los térm inos correspondientes se hacen tan grandes com o se quiera en valor 

absoluto, pero siendo negativos. Por ejem plo, la sucesión ( —« ) tiende a m enos in

finito. Si fijam os un núm ero b arbitrario, podem os encontrar algún orden k tal que 

lodos los términos de orden m ayor o igual que k son m enores que b.  Efectivamente: 

si b es positivo, tom am os k = O, y  si b es negativo, lom am os k igual al prim er número 

natural que supera - b \  conseguim os así que todos los térm inos de orden m ayor o 

igual que k: -k, - {k  + 1) , - (k + 2), . . . .  sean m enores que b. Si una sucesión (a n i 

tiende a m enos inñnito, escribim os:

lím d „  =  -oo, o bien lím (a „ ) =  -oo. 
n  - * »

De acuerdo con lo visto, podem os escribir: lím t - n )  =  —oo.

Los lím ites infinitos también cum plen las dos propiedades que destacábam os para 

las sucesiones convergentes: la unicidad del límite y  el hecho de que el límite no 

depende de los prim eros térm inos de la sucesión.

En lo que al cálculo efectivo de lím ites se refiere, lo prim ero que vem os es el 

cálculo del límite de sucesiones del tipo (P in )) ,  donde P in )  es un polinom io. Son 

sucesiones com o (1 -  n 4), (2n3 + n)  o (1 + 5 n ¿ -  3n).  Sobre polinom ios, conviene 

repasar el apéndice A (cf. p. 4 1 3 ),'6 pero recordam os que el grado de un polinomio 

es el m ayor exponente de n que figura, y que el coeficiente de mayor grado es el 

núm ero que acom paña a esta  n : el grado de 1 -  n 4 es 4 y su coeficiente de mayor 

grado es - 1 ;  el grado de 2n3 + n es 3 y su coeficiente de mayor grado es 2; el grado 

de 1 +  5n2 - 3n es 2 y  el coeficiente de m ayor grado es 5 (el grado del polinom io 5 

—un núm ero real es un caso particular de polinom io— seria O, y  el coeficiente de 

m ayor grado de este  polinom io sería  el m ism o núm ero 5). Con esto  en cuenta, el 

límite de la sucesión (P in ) ) ,  cuando P in )  es un polinom io de grado m ayor o igual 

que 1 , es igual a +<x> o a -oo según sea el coeficiente de m ayor grado positivo o 

negativo, respectivam ente. Así:

lím ( 1  -  n 4) = -oo, lím (2 n 3 +  n ) = +oo y  lím ( 1  +  5 n 2 -  3 n )  =  +oo.

(Si el polinom io tiene grado O, es decir, si se reduce a un núm ero real, la suce

sión (P in ) )  es una sucesión  constante, y  su límite e s  trivial; por ejem plo: lím (5) =  5 .'

El siguiente tipo de lím ites que distinguim os es el de sucesiones del tipo (1 / P in )) ,  
donde P in )  es un polinom io de grado m ayor o igu al que 1 .  En todos estos casos el 
límite es igual a 0 ; por ejem plo:

lím -—í— r = O, lím  7—    =  0 , o lím -  . 1 r  =  0 .
ii-co | -  n -  n-M -f¡ -> +  ¿ n 4 -  n  + 2 n-«> 6 n J +  n n 3

''Fn el apéndice citado, los polinomios se presenlan en la indeterminada .y; por ejemplo: 8.v5 + v"2 x - 1. 
x- + 1, o 3 - x  + .v3. Lo que allí se dice es válido aqui sin más que cambiar .v por n.
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Ñola bene No está definido el cociente 1/ ( 1  -  11-') cuando n = 1 , asi que, propiamente, 
deberíamos escribir: lím ( L/(1 -  n-);n »  2) = 0; sin embargo, en virtud de que el límite 
(sea finito o infinito) es único y no depende de los primeros términos de la sucesión, 
y con el fin de no recargar la notación, escribiremos simplemente lím (1/(1  -  n2)) = 0. 
Análogo comentario podríamos hacer con los otros limites. En general, si (f>„; n ¿ k) es 
una sucesión que admite límite, finito o infinito, no designaremos éste por lím {b„\ n » k), 
sino por lím (/>„), aunque bn no esté definido par algún valor de n menor que k. a

V finalm ente también calculam os el lím ite de sucesiones defin idas por cocientes 

de polinom ios, del tipo: (P (n )/Q (n )) , donde P in )  y  Q (n )  son polinom ios de grado 

m ayor o igual que I . Debem os distinguir tres casos, según sea el grado del polinomio 

del num erador m ayor, igual o menor que el del denominador. En el prim er caso: 

cuando el grado del num erador es mayor, el límite es m ás infinito o m enos infinito, 

según sean  iguales o distintos, respectivam ente, los signos de los coeficientes de 

m ayor grado de am bos polinom ios. Por ejem plo:

2 -  n 4 .. 3 n 2 +  7 n 3 .. - n 2 +  2
lim —-=------=  - 00, lim - — ;— - — — =  + 00, o  lim — ------- - =  + 00.

n - » 5 n ¿ +  n  8 n 4 — G n / S  n - » - 2 n  + 6

(Para el prim ero, verbigracia, el polinom io del num erador es de grado 4 y  su coe

ficiente de m ayor grado es - 1 ,  y el polinom io del denom inador es de grado 2 y  su 

coeficiente de m ayor grado es 5; el grado del num erador es mayor, y am bos coeficien

tes tienen distinto signo, así que el lím ite del cociente es - 00.) En el segundo caso: 

los grados de num erador y  denom inador iguales, el límite es igual al cociente de los 

coeficientes de m ayor grado:

1 -  n 2 .. 5 n 3 + n ¿  5 .. 2 n + 5 2 1
i i ' J i  ri2 + n  -  1 ' n - »  8 n 3 — 2 n  — v 3  8 ’ °  n1-^ » - lO n  +  9 10  5 ‘

V en el tercer caso: el grado del denom inador mayor, el límite es igual a 0:

1 -  n 2 .  .. 5n 3 + n -  .  n J + 5 n  + l
hm —“ i 7 = 0, lim —-s— —  =0, o lim — ------ = 0.

2 n 4 +  n  -  1 ' i - 00 8 n °  — 2 n  » n ' -  2n ~  + i n  + 1

En el m anual Problemas Resueltos, puede encontrar el lector lím ites de m ás tipos 

de sucesiones.

Esta sección termina con el concepto de punto adherente. Un punto adherente de 

un conjunto de núm eros reales no vacío es un punto que es límite de alguna suce

sión de puntos d e l conjunto. Es decir: s i A  es un conjunto y  a es un punto, este 

punto es punto adherente de .4 (o sim plem ente: es adherente a .4) si existe alguna 

sucesión  ix „ )  con limite a y  con todos su s  términos puntos de .4: lím (.v„) =  a, 
y  V n e  N, x „  e  .4, Nótese que u n  punto del propio conjunto es adherente al con

junto : si a  e  .4, la sucesión constante (a)  converge obviam ente al punto a y  sus 

térm inos son puntos de .4. Una propiedad interesante que se  prueba en el texto es
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esla : de un conjunto no vacío acotado superiorm ente, su suprem o es punto adhe- 

rente; y, análogam ente, de un conjunto no vacío acotado inferiorm ente, su  ínfim o es 

punto adherente. De esta form a, dado el intervalo ( 1 ,2 1 ,  por ejem plo, son adherentes 

a él, adem ás de su s  propios puntos, los puntos 1 y  2 (su ínfim o y su  suprem o, respec

tivamente); o dado el conjunto K* —que es en definitiva el intervalo (0 , +oo)— son 

adherentes a él todos su s puntos y  el punto 0 (su ínfimo), fistos ejem plos m uestran 

que hay conjuntos que adm iten puntos adherentes que no pertenecen al conjunto.

Finalmente, se define la adherencia de un conjunto no vacío com o el conjunto 

form ado por su s puntos adherentes. Si .4 designa el conjunto, su adherencia se 

denota así: A. Como todo punto del propio conjunto  es adherente al conjunto, se 

tiene: .4 =  .4. Nos interesa resaltar una propiedad: un conjunto es cerrado si y  sólo 

si coincide con su adherencia: una consecuencia de ello es que el límite de cualquier 

sucesión convergente de puntos de un conjunto cerrado es un punto del propio con

junto . En lo que al aspecto  del cálculo práctico se refiere, notar que, para calcular la 

adherencia de un intervalo, no hay m ás que “añadir” su  suprem o y  su  ínfimo, caso  de 

que alguno de ellos, o los dos, no pertenezca ya al intervalo. A sí, la adherencia de los 

intervalos [a, fi], (a, b], [a, b) y  (a ,b )  es [a, b j; la de (a , +<*>) y [a , +oo) es [a , +°o): 

la de (-o o .fi)  y  (—oo, fij es ( -c o .fi] ; y  la de OS es el m ism o OS. Sobre el conjunto vacío, 

se conviene en que su adherencia es el propio conjunto vacío: 0 =  0.

Sucesiones m onótonas Una sucesión creciente e s  una sucesión que verifica que 

cada térm ino es m enor o igual que el siguiente. Es decir, una sucesión ( a „ )  es cre

ciente si verifica: V n e  bi, a „  < a n+1 - Una sucesión  es decreciente si cada tér

mino es m ayor o igual que el siguiente: V n  e  N, a „  5= a n+i- Y en am bos casos 

se  añade el adverbio estrictamente s i los térm inos consecutivos no son iguales, esto 

es: V n e  N, a „  < a„+\, o V  n €  N, a „  > a n+j .  Finalmente, una sucesión es monó
tona s i es creciente o decreciente.

Para saber si una sucesión ta „ )  es creciente o  decreciente, podem os calcular la 

diferencia entre un térm ino y  su  anterior, d igam os: a „+ 1  -  a „ ,  y ver si es positiva o 

negativa para cada n : el prim er caso corresponde a sucesión  creciente, y el segundo 

a decreciente. Por ejem plo, se  puede com probar a sí que la sucesión ( l / n ;n  ?  i )  es 

decreciente, incluso estrictam ente, pues:

1 1 n - (n  + 1 )  - i& II i 1 6? ¡i — — — — ------------ ,
n + 1 n (n + 1 )  n (n  + 1 )  n

y  — 1  /((rt + l ) n )  es negativo para cada n > 1 (al haberlo obtenido negativo, y no 

sim plem ente m enor o igual que O, podem os concluir que la sucesión es estricta

mente decreciente). Otra cosa que se puede hacer, al m enos cuando la  sucesión 

tiene su s térm inos positivos, es estud iar si el cociente a n+¡/a„  es m ayor que 1 para
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cada n (creciente) o menor que 1 para cada n (decreciente). Por ejem plo, la suce

sión (\/ñ; m >  I ) es estrictam ente creciente, pues:

u „ 4i = <n + 1 = In + 1 
a, 1 v/ñ V n

y com o (n  + 1 )  / n  e s  m ayor que 1 para cada n »  1 , 1 o  m ism o verifica su  raíz cuadrada. 

Otro ejem plo: la sucesión7 ( 2 " / n ! ; n > 2) es estrictam ente decreciente, ya  que:

2*1+1

m + 1)! _  2
a n 2^ ~  n  + 1 ’

n!

y 2 /(n  + 1 ) es m enor que 1 para  cada n > 2.

Un resultado im portante sobre las sucesiones m onótonas es este : dada una suce

sión creciente, si está  acotada superiorm ente, entonces es convergente, y  si no lo 

está , entonces tiende a  m ás infinito. De la m ism a manera, dada una sucesión d e

creciente, si está  acotada interiorm ente, entonces es convergente, y  si no lo está, 

entonces tiende a m enos infinito. Vem os asi que todas las sucesiones m onótonas 

admiten límite, finito o infinito.

En el texto se estudia am pliam ente la llam ada sucesión geométrica de razón g, 
donde g es un núm ero real no nulo. Se trata de la sucesión (g"),  es decir:

I, t?, <T. q 3, •••

Sus propiedades se resum en de esta  manera: si O <  | g | <  I (o lo que es lo mismo: 

s i  - 1  <  q < 1), entonces lím (gn) =  0; si g =  1 , entonces la sucesión es constante: ( 1)  

(y por tanto con lím ite 1) ; si g > 1, entonces lím (gn) = + 00; y si g «  - 1, entonces la 

sucesión no adm ite limite (ni finito ni infinito).

Series de núm eros rea les  Sea ( a „ ) una sucesión  de núm eros reales. La serie 
de núm eros reales asociada a la sucesión  (« „ ) , o com o también se dice: la  serie de 

término general a „ , es esta  sucesión:

Uo, tío +  a 1 , do +  tt1 +  ít2, - • • 1 do + a 1 + •••+ a¡i,

Es decir: la serie asociada a la sucesión (a „ ) ,  o la serie de término general a „ ,  es la
n

sucesión (S„) con S „  = X £í/’ -
p = o

Por ejem plo, la serie asociada a la sucesión (n ), o la serie de térm ino general n, 

es la sucesión (S„ ) donde:

,  , ^  ^  U n  + 1)
S i t =  0 +  l +  2 +  3 +  -- - +  n = -----------

'Sobre la notación 11!, véase la nota al pie en p, 347.



V. SUCESIONES DE NÚMEROS REALE

(esta últim a igualdad es fácil de com probar.) Otro ejem plo: la  serie asociada a la 

sucesión  geom étrica de razón q (recuérdese que q *  0) es la sucesión  (T „ )  donde:

T„ = \+ q + q- + -- - + qn

Esta serie se denom ina serie geométrica de razón q.
Se dice que una serie es convergente, y  de suma el núm ero real S, cuando, como 

sucesión, es convergente y  su  límite es S. Es decir, la serie (Sn ) asociada a la suce

sión (a „ )  es convergente de sum a S  s i lím iS „ )  =  S, esto  es:

lím Y  a „  =  S.n-cc ■ 1
p = 0

Y se dice que una serie es divergente s i no es convergente. Para estudiar el carácter de 

una serie, esto  es, para estud iar si la serie es convergente o divergente, son útiles lo" 

llam ados criterios de convergencia, los cuales no son m ás que condiciones suficientes 

de convergencia o divergencia de una serie a partir de cálculos con la sucesión a la 

que está asociada. En el texto se presentan dos: el de d ’A le m b e rt  y  el de C a u c h y .'

Para una serie de término general a „,  donde cada a „  es no nulo, el criterio de 

d ’A le m b e rt  nos pide que calculem os, si existe, el lím ite de ( |a „ + .i/ a „ | ): la serie 
e s  convergente o divergente según sea este límite menor o mayor que 1 ,  respectiva

mente. Por ejem plo, la serie asociada a la sucesión (2n/n\\n > 2) es convergente, 

porque:
211 ii

a n-tlímM-oo a, =  lím l n =  lím — = 0,n -oo ¿  /í-oo n + 1
n\

y  este  últim o núm ero es m enor que 1 .  Y para una serie de término general a „  (donde 

ya no exigim os que cada a n sea no nulo), el criterio de CAUCHY nos pide que cal

culem os, si existe, el límite de V |a „|: también acontece que la serie es convergente c 

divergente según sea este límite m enor o m ayor que 1 ,  respectivam ente. Por ejem plo 

la serie de térm ino general (n "  H 2 n + 1 ) " )  es convergente, pues:

I- nú  ' I "  l - » (  f l  \lim \ cin | = lim , /— ---- —— = lim , ------ -
H —CC '  l l - C C  \ j  ( 2 ) 1  -i-  l  ) ”  \  \ I n  T  1  /

n \" n 1
=  lim     = -  < 1 .n •<* ¿n  +  1 2

Not£i F.n ambos criterios, si el límite correspondiente existe y es igual a 1, nada podemo- 
deducir de la convergencia o divergencia de la serie. a

8En muchos libros se denominan criterio del cociente y criterio de la raíz, respectivamente. El motiv 
de esta nomenclatura saltará a la vista inmediatamente.
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Para finalizar, com entam os que en el texto se estudia con detalle la serie geom é

trica de razón  q. Su carácter (convergencia o divergencia) depende crucialrnente del 

valor de q. Si la razón q está  com prendida entre - 1  y  1 ,  es decir, s i - 1  <  q < 1 , 

entonces la serie geom étrica es convergente y de sum a 1 / ( 1  -  q); esto se escribe así:

En caso contrario, esto  es, si q «  - 1  o si q s* I, entonces la serie geom étrica es 

divergente.
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V. 1 EL CONJUNTO DF. LOS NÚMEROS REALES

1. Prop iedades de los núm eros rea les  Suponem os que el lector está fam i

liarizado, desde su s estud ios de secundaria, con los núm eros naturales, enteros \ 

racionales, y  en alguna m edida con los reales. De estos últim os, en este apartado 

recogem os su s  propiedades m ás im portantes. A lgunas de ellas ya  han sido citadas 

(o al m enos im plícitam ente m anejadas) en el presente texto, com o las dos prim eras.

Propiedad I (cuerpo conmutativo) El conjunto OS de los núm eros reales, dotado 

de las operaciones adición y  m ultiplicación, tiene estructura de cuerpo conmuta
tivo:9 (OS, + , ■). El número O es el elem ento neutro de la adición; el opuesto de un

núm ero real x  es el núm ero - x ;  el núm ero 1 es el elem ento neutro de la m ultipli

cación; y el inverso de un núm ero real x  no nulo (x  £ 0) es 1 / x .

Propiedad 2 trelación de orden) La relación (que se lee “m enor o igual que") es 

una relación de orden total10 en OS. Es decir, verifica:

a) -s es reflexiva: V  x  e  II, x  x ,

b) es antisim étrica: V ( x , y )  e OS2, (x  «  y  y  j í x )  => ( x  =  y ) ,

c) =s es transitiva: V  (x ,y ,z )  e ÜSJ , (x  y  y  y  «s z) =s> (x  z),

d) y  adem ás: V (x , y ) e  OS2, ( x  «  y  o y  =s x ) .

Nota Si x  y v  son dos números reales, la negación de x  í  y  se escribe: y  < x  (y  es
“menor que” x). También haremos uso de las relaciones (“mayor o igual que”) y V
(“mayor que”). a

Propiedad 3 Icompatibilidad entre la relación de orden y  las operaciones) La re

lación de orden total «  es com patible con la adición y  la m ultiplicación del cuerpo 

conm utativo (US, + , ■). Esto es, para cada terna (x ,y ,  z) de núm eros reales se verifica:

a) x  y  => r  +  z í j  +  z ,

b) ( X  y  y  z » 0) => (XZ €  yz ) .
De esta  propiedad se infieren las siguientes consecuencias:

(C l)  ( x  y  y x '  <  y )  => (x  + x '  < y  + y ’ );

(C2 ) ( x  «  y )  => ( - y  <  - x ) ;

(C3) ( x  y  y x '  <  y ’ ) => ( x  + x '  < y  + y ' ) ;
(C41 ( x  < v  y  z  > 0) => ( x z  < y z ) ;

(C5) ( x  < y )  => ( x  <  < y ) .

EJERCICIO 1 Demostrar las consecuencias anteriores de la propiedad 3 de los números reales. A

‘'Cf. apéndice A, p. 407. 
1 "Cf. apéndice A, p. 390.
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Conjunto acotado 
superiormente

Cota superior

Conjunto acotado 
inferiormente

Cota inferior 

Conjunto acotado

Máximo de un 
conjunto

Mínimo de un 
conjunto

EJEMPLO I

Conjuntos acotados Considerem os un conjunto A de núm eros reales (esto es, un 

subconjunto A del conjunto R: A £ R).

Del conjunto A  direm os está  acotado su periorm ente si existe algún núm ero real b  

que es m ayor o igual que cada uno de sus elem entos; es decir, si se verifica:

V x e  A, x i  b .

En este caso, del número b direm os es una cota su perior del conjunto A, o también 

que el conjunto A está acotado superiorm ente por b.
Del conjunto A direm os está acotado in feriorm ente si existe algún núm ero real a 

que es menor o igual que cada uno de sus elem entos; esto es, si se verifica:

V x e A, a sí x',

Y en este caso de a diremos es una cota in terior del conjunto A, o también que el 

conjunto A está acotado interiorm ente por a.
Finalmente, del conjunto A  direm os está (o es) acotado si está acotado tanto 

superior como inferiorm ente.

Nota bene De la definición se deduce que cualquier número real es, simultáneamente, una 
cota superior y una cola inferior del conjunto vacío: 0; por tanto, el conjunto vacío está 
acorado. ▲

De un núm ero real b direm os es m áxim o del conjunto A (de núm eros reales), y 

escribirem os: b = máx A, si b es una cota superior de A  y  adem ás b e  A. Si un 

conjunto adm ite m áximo, éste es único.

Análogam ente se define el m ínim o de un conjunto, que se escribe: mín A; es decir, 

afirm ar que a =  mín A significa que el núm ero a es una cota inferior de A y  que a € A. 
Tam bién acontece que el mínimo de un conjunto, si existe, es único.

F1 conjunto de los números enteros: 1 ,  no tiene máximo y no tiene mínimo; el conjunto de los 
números enteros negativos: Z - N, tiene máximo: máx(Z - N) = -1, pero no tiene mínimo; 
el conjunto de los números naturales: N, no tiene máximo y sí tiene mínimo: mín £1 = 0; el 
conjunto A = { 1, —1,0} tiene máximo y mínimo: máx A = 1 y mín .4 = -1. Todo conjunto 
finito no vacío de números reales tiene máximo y tiene mínimo.

Propiedad -i (supremo e ínfimo) Para todo conjunto no vacío A de núm eros reales 

que esté acotado superiorm ente, existe un único núm ero real, que se denota: sup A
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Supremo de un (“suprem o de .4"), que verifica:
conjunto , . , ,

sup 4  es una cota superior de 4

Y

su p 4  es menor o igual que cualquier otra cota superior de 4 .

El suprem o de un conjunto es entonces el mínimo de su s cotas superiores, o su cota 

superior mínim a. En sím bolos:

( V x e 4 ,  x  < b) <=? ( s u p 4 « fc ) .

Asim ism o, para todo conjunto no vacío 4  de núm eros reales que esté  acotado in- 

inñmo de un feriorm ente, existe un único núm ero real, que se denota: ínf 4  (“ínfim o de 4 ") , que 

conjunto verifica:

ínf 4  es una cota inferior de 4

y
ínf 4  es m ayor o igual que cualquier otra cota inferior de 4 .

El ínfim o de un conjunto es, pues, el m áxim o de su s cotas inferiores, o su cota inferior 

máxima. En sím bolos:

( V x  e  4 ,  a  <  x )  <=> (a  «; ínf A).

EJEMPLO 2 En el conjunto 6 = ix  e  R I x  < 2 1, el número 4 es una cota superior, pues para cualquier 

elemento x  de II se verifica: x  < 4; sin embargo, este número no es el supremo de II ( p o r  

ejemplo, el número rr también es cota superior del conjunto B y es menor que 4). El suprenn 

de B, esto es, el mínimo de sus cotas superiores, es igual a 2: sup 8 = 2.

Propiedades del supremo y  del Ínfimo Dado un conjunto 4  no vacío de números 

reales, se verifica:
•  5 / 4  está acolado superiormente, entonces

sup 4  es una cota superior de 4

y
todo número real menor que sup 4  no es una cota superior de 4 .

• Si A está acotado inferiormente, entonces:

ínf 4  e s  una cota inferior de 4  

y
todo número real mayor que ínf 4  no es una cola inferior de 4 .
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•  Si A está acotado superiormente, entonces:

V x e  A, (x  < su p A ) => ( 3 y  6  .4, x  < y  «  su p A ) .

En efecto, si x  < supA, entonces x  no es una cola superior de A, y podemos escri
bir: 3 y  e  A, x < y  «  supA.

• Si A está acotado superiormente y  sup A e  A , entonces: sup A =  m áxA .
• Si A está acotado interiormente y  ínf A  e  A , entonces: ínf A =  mín A.

Proposición  V.l Si x  >  0, el conjunto no vacío X  
tado superiormente.

¡ nx  | n e  N] no está aco-

Demostración Haremos la demostración por reducción al absurdo: supongamos que el 

conjunto X está acotado superiormente, con lo cual admite un supremo (propiedad 4); pon
gamos: 5 = sup X.

Como x  > 0, se tiene ques + x  > s, de donde: s > s - x ,  y en consecuencia el número s - x  

no es cota superior de X. Existe, pues, un número natural m tal que s  -  x  < m x, o bien:

s < m x + x .  (1 )

Pero mx + x  = (m + l) x , con lo que el número m x  + x  es un elemento de X, y (1) contradice 
que 5 sea el supremo de X.

En conclusión, X  no está acotado superiormente. c.q.d.

P ropiedad  

a r q u im e d ia n a

C orolario  Si y  > 0 y x  > 0, existe un número natural m tal que: m x > y . 

Y si x  > 0, existe un número natural positivo m tal que: - -  < x .

EJEMPLO 3 El conjunto

es no vacío, y está acotado superiormente (por ejemplo, por el número 2) e inferiormente 
(por ejemplo, por el número 0, pues todos sus elementos son números positivos); por tanto, 
admite supremo y admite ínfimo.

Es claro que el número 1 es supremo del conjunto A; como es un elemento de A, es su 
máximo: sup4  = máxA = 1.

El número 0 es el ínfimo del conjunto A. En efecto: este número es cota inferior de A, y es 

mayor o igual que cualquier otra cota inferior de A. Para ver esto último, notemos que s i .? > 0, 

entonces existe un número natural positivo m tal que s > 1 jm  \ al ser 1 ¡m  un elemento de A, 

esto establece que s no puede ser una cota inferior de A. Se tiene entonces: ínf ,4 = 0. Nótese 

que, como 0 ff A, este número no es el mínimo del conjunto A.
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Supremo más 
infinito

ínfimo más 
infinito

Intervalo de 
números reales

EJEMPLO 4

EJEMPLO 5

Supremos e ínfimos de conjuntos no acotados Si un conjunto de núm eros reales .4 

no está acotado superiorm ente, es decir, s i verifica:

V í i e l ,  b no es una cola superior de 4 ,

o lo que es lo m ism o: V b e  R, 3 x  e  A, x  > b, entonces escribirem os:

sup ,4 = +co,

que leerem os: “el suprem o de A  es m ás infinito". Y si el conjunto .4 no está  acotado 

inferiorm ente, mutatis mutandis, escribirem os:

ínf.4 =  -oo,

que leerem os: “el ínfimo de 4  es m enos infinito” .

2. In te rva lo s de núm eros reales  Dados dos núm eros reales a  y b, con a  «  b. 
se definen los siguientes conjuntos:

(a, b) = ¡ x  e  K  I a < x  < b ], [a, b] = | x  e  K  | a  <  x  «  b\,

(a , b] = \x €  IR I a < x  «  b\, [u, f») =  { x 6 R | a < x <  b},
[a , +oo) =  \ x  e  IR | x  »  a ),  (a , + oo) =  ( x e R | x > a | ,

(-o o ,fi]  =  {x  e  IR | x  «  b), (-oo,b) = \x e  IR ! x  < b}.

De un conjunto de núm eros reales direm os es un in tervalo  de núm eros reales  si 

coincide con ¡R, con el conjunto vacío: 0, o con alguno de los ocho tipos de conjuntos 

anteriores.

Nota bene Si a  =  b, los intervalos ( a ,  b), ( a ,  b], [ a ,  b) se reducen al conjunto vacío. a

El conjunto (6,7) es el de los números reales que son, simultáneamente, mayores que 6 

y menores que 7: (6,7) = ¡x e  G& | 6 < x  < 7 j. La expresión (7,6) no representa ningún 

intervalo de IR.

El conjunto ¡a ) , donde a e  ¡R, es un intervalo de números reales, pues: \ a \  =  [ « ,« ] .

Nota En lo sucesivo en este capítulo, cuando escribamos (a,b) nos estaremos refiriendo 
al intervalo, no al par de números reales, a menos que se especifique otra cosa. Cuando 
queramos referirnos al par (a, b), por ejemplo escribiremos: (a, b) e  H2 (o más en gene
ral: (a, b) e  C donde C será algún subconjunto de IR2). A
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EJERCICIO 2 Demostrar que sup (a, b) = b y que sup (a, b) = b. a

Nota bene Del ejercicio 2 se deduce que sup (-<», b) = sup (-«o, b] = b. A

EJERCICIO 3 Sea A un intervalo no vacio de n limeros reales acotado superiormente. Demostrar que tam
bién es un intervalo el conjunto ,4 u  {sup .41. A

EJEMPLO 6

Intervalos

a c o ta d o s

Eos intervalos que son conjuntos acotados (o i n t e r v a l o s  a c o t a d o s )  son:

[a,b],  (a,b ], |tt,ú), (a,b) y 0.

Por el contrario, los intervalos ( -» ,& )  y sólo están acotados superiormente; ( a ,+ 00) 

y [tt,+oo), sólo interiormente; y R, ni inferior ni superiormente.

3. V a lo r absoluto de un núm ero rea l Dado un número real x ,  se define el

V alor  a b s o lu to v a l o r  a b s o l u t o  de x ,  y se denota; x |, de la forma:

I x, si x  > 0,
\x\ =  ]

1 -X,  si X < ü.

EJEMPLO 7 Se tiene:
1-3 1 = 3, [01 = 0 y 10.1 = 0.1.

Consecuencias de la definición de valor absoluto De la definición de valor absoluto 

se deducen de form a sencilla las siguientes propiedades, verificadas por cualquier 

núm ero real z : 1 1

• | z |  = \ - z \ >  0;

• -  | z |  <  z «  |z |;

.  \z\ =e b <=> —b « z  =í b <=> z  e  [- 1? , b], con b ^ 0;

\z\ < b <=> -b < z < b <=> z  e  (~b,b), con b > 0;

• | z  -  a \  «s e  <=> z  e  [t t -  c, a  +  e ] ,  c on  « e B  y  e  0;

\z -  a \  < c  <=> z  e  ( a  -  e, a + c ) ,  c o n  « e l  y  e > 0;

• \z\ -  a  <=> ( z  = a  o z  = - a ) ,  con a  > 0;

Iz| = 0 ^  z  = 0.

11 Aquí no recogemos una demostración de estas propiedades; puede encontrarse en los Problemas 
Resueltos,
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Más propiedades 
del valor absoluto

P roposición  V.2 Si x  y  y  son dos números reales, se verifica:
a) \xy\ = |x| | y | ;

b) (desigualdad triangular): \ x  + y  | í  |x| +  | y  |;
c) | | x | - | y | | « | x - y | .

Demostración La prueba del primer apartado es inmediata sin más que considerar los 
distintos casos posibles: x »  0, x < 0, y  > 0, y  < 0.

Para el segundo apartado, notemos que podemos escribir (cf. segunda consecuencia de la 
definición de valor absoluto): -  |x| « x s  |x| y -  ¡ y  « ) ' <  \y |, de donde:

-  ixl -  |y  | x  + y  «  |x| + |y  I ,

y en consecuencia (cf. tercera consecuencia de la definición, con b = \x\ + \y\ y z = x  + y):

|x  + y  | «  |x| + \y | .

Para el tercer apartado, y de acuerdo con lo demostrado en el segundo, podemos escri
bir: |x| = \y + (x  -  y )  | «  \y\ + |x  -  y  |, de donde:

Ix| -  \y \ «  |x  - y  ; i.

por otro lado: \y\ = |x  +  (y  - x ) | x  +  |y  - x  |, y  como | y  -  x | = |x  -  y  |:

¡ y  | -  |x| «  |x  -  y  | . <3'

De (2) y (3) se deduce: -  1 x  -  y  | «  |x| -  | y  \ í  |x  -  y  \, de lo que se concluye (cf. tercera 
consecuencia, con b = |x  - y  \ y z = |x| -  \y |) el resultado: i ix| -  | y  11 í  x  - y  |. c.q.d.

Nota Si X|, x< x „  son n números reales, por recurrencia se demuestra:

| X ]  x 2 ■ • • x„ | =  | X !  I \X21 ■ • ■ |x„ I y |x, +  X 2  +  ■ ■ ■ +  X„ | «  | X ]  I +  \x¿ | +  ■ ■ ■ +  |x,¡ .
A

EJERCICIO A Demostrar que si x y y  son dos números reales, entonces:

x + y  \ x - y  I . , . x  + y  I x  -  y  |
m axlA '.y ! = — -—  + -— - — 1 y  m in |x ,y | = —-

2 2 2 2

4. Punto in terior. Conjuntos abiertos. Conjuntos cerrados  Teniendo en 

cuenta la correspondencia biunívoca que existe entre el conjunto de los números 

reales y los puntos de una recta —cuando en ésta se han fijado un origen y una 

Punto unidad orientada—, em plearem os indistintam ente los lérm inos punto y núm ero real.
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Punto interior

EJEMPLO 8

EJEMPLO 9

Interior de un 
conjunto

Dado un  conjunto A de núm eros reales, de un punto x  direm os es 

punto interior del conjunto ,4 (o interior a .4) si existe un intervalo de la form a (a,b) 
tal que:

A' e (a, fe) y  {a ,b )  c  A.

De esta  definición se deducen las siguientes consecuencias:

• Todos los puntos del intervalo (a, b ) son puntos interiores de (a, b).
En efecto, si x £  («, b), entonces: x e  (a,b) y (a, fe) £  (a, fe), lo que establece que x es 
punto interior de (a, b).

• Todo numero real es punto interior del conjunto R.
• Si x  es punto interior de un conjunto ,4, entonces x  £  A. Si x  f  A, entonces x  

110 puede ser punto interior de A.
■ Dado a  £  R, el punto a no es interior del conjunto {a}.

El punto 3 es interior al conjunto (1,5], Para demostrarlo, debemos encontrar un inter
valo (a, fe) tal que: 3 £ (a, fe) y (a, fe) E (1,5]. Podemos tomar como intervalo (a, fe), por 
ejemplo, el intervalo (1,5), pues: 3 e (1,5) y (1,5) £ (1,5],

El punto 1 no es un punto interior del conjunto (1,5], pues 1 é  (1,5].
El punto 5 no es interior a (1,5]. F.n efecto. Si (a, fe) fuera un intervalo tal que 5 e (a, fe), 

entonces existiría s e (a, fe) tal que 5 > 5; pero entonces s no sería un elemento de (1,51, 
y (a,fe) no podría estar contenido en (1,5]. Al no existir ningún (ti,fe) tal que 5 £ (a,fe) 
y (a,b) = i 1,5], el punto 5 no puede ser interior a (1,5].

Análogamente se demostraría que un punto a y un punto fe no son interiores, respectiva
mente, a [a, fe ) y a (a, fe], y que a su vez ninguno de ellos es interior a [a, fe].

Todos los puntos del intervalo ( a ,+ 00) son interiores a él. En efecto: si c es un punto arbi
trario de (a ,+ 0 0 ), y  tomamos fe > c, entonces: c £  (a ,fe) y (a ,fe) e  (a ,+ 0 0 ), y  c es punto 
interior de (a, +0 0 ).

Análogamente se demostraría que lodos los puntos del intervalo ( - 00, fe) son interiores.

Interior de un conjunto Dado un conjunto A  de núm eros reales, del conjunto de 

sus puntos interiores, que representarem os por A, direm os es el interior del con

junto ,4:
A -  {,y e  R | x  es punto interior de A } .

De la  definición de interior de un conjunto se deducen las siguientes consecuen

cias, que se verifican dados dos conjuntos de núm eros reales A  y  íi y dados dos 

núm eros reales a y  fe tales que a < fe:

• El interior del conjunto (a, fe) es (a, fe). En símbolos: (a , fe) = (a , fe).
Pues, como sabemos, todo punto de (a, fe) es interior a (a,fe).
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• .4 Q A.
Ya que todo punto interior de A es a su vez un elemento de A.

• Si A £ ií, entonces A Q B.
En efecto: si x  e  Á, entonces existe un intervalo (a.b) tal que: x e  <a,b) s  A  £  £ . \ 
por tanto x  €  B.

•  ( a ,  +0 0 ) =  ( ¿ J ,  + 0 0 )  y  ( - C O ,  b )  = ( - 0 0 , b ) .

Es una consecuencia inmediata de lo visto en el ejemplo 9 (cf. p. 317).

EJEMPLO 10  En el siguiente cuadro se muestran todas las formas de los intervalos de números reales y sus 
correspondientes interiores.

Intervalo Interior

[a, b ] , a ¿ b (a.b)
[ti, ti] = ¡n i 0

(n, b] (a.b)
[a.b ) (a.b)
(a, b) (a.b)

( - 00, b) (- 0 0 ,b )

(~<x>, b] (- 00.b)
( a ,  + c o ) (a .  + 0 0 )

[ u ,  + 0 0 ) (a .  + c o )

IR R

0 0

C u a d r o  1 :  E l in te r io r  d e  lo s  in te rv a lo s .

De acuerdo con lo dicho hasta hora, sólo resta por demostrar los siguientes casos:

• [a,b] = (a,b ). Como (a,b) c [a,b], entonces (cf. segunda consecuencia de la defini

ción de interior de un conjunto):

(a,b) = (a.b) £  [ti.í>],

y como a  y b no son puntos interiores a [t?, í?] (cf. ejemplo 8, p. 317), se concluye t. 
resultado. De manera similar se probaría para los intervalos (a, b] y [a, b).

• U?, +a>) = (a, +<x>). Como (a, + 00) c  [n, + » )  y  (a, + 0 0 )  = (a, + 0 0 ) ,  entonces:

( t í ,  + 0 0 )  c  [ t j ,  + 0 0 ) ,

y se tiene el resultado dado que a no es interior a [a, +00). Análogamente se de
mostraría para el intervalo ( - 00,/’ ].



Conjuntos abiertos De un conjunto .4 de núm eros reales direm os es ab ierto  si 

Conjunto abierto todos su s puntos son interiores a él, es decir, si 4  s  4 .

De esta  definición se deducen las siguientes propiedades, que se  tienen para un 

conjunto 4  de núm eros reales:

•  El conjunto 4  es abierto.
Podemos escribir:

x  G 4  => existe ia,b) tal que: a -  e  (a,b) y (a,b) s  4 ; 

pero de que (a, b) = A se deduce: (a, b) = (a, b) s  4 , con lo que podemos escribir: 

a" g  4  => existe (<j, b) tal que: x  e  (a, b) y (a, b) s  4,

que es lo mismo que decir que todo punto de 4  es interior a 4 ; en consecuencia, 4  es 
abierto.

• Una condición necesaria y suficiente para que A sea abierto es: 4  = 4 .
En efecto, si 4  es abierto, es decir: A ~ 4 , teniendo en cuenta que 4  s  4 , se deduce 
que 4  = 4 . Y, recíprocamente, si A = A, entonces 4  es abierto (consecuencia anterior).
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EJEMPLO I I Los intervalos que son conjuntos abiertos (o i n t e r v a l o s  a b i e r t o s )  son aquellos que coinciden 
con su interior, es decir (cf. cuadro de la p. 318):

Intervalos
abiertos (a,b),  ( -» ,/ ? ) , (n,+oo), R y 0.

P roposición  V.3 I.a unión arbitraria de conjuntos abiertos tiene como resultado 
un conjunto abierto.

Demostración Si / es un conjunto y, para cada i G /, el conjunto 4 , es abierto, debemos 
probar que es abierto el conjunto 4  definido por:

4  =  U  4 ,  =  { x  e  R  | 3 1 G / ,  x  G 4 ,  j . 
i el

Si x  e 4 , entonces existe i g  / tal que x  e  4 ,, y por ser 4 , abierto: x  g  4 ,; por otro lado, 
como 4 ¡ c  4 , se tiene: 4 , s  4 , y como x  g  4 ,, se infiere: x  g  .4. En consecuencia: 4  s  4 , lo 
que establece que 4  es abierto. c.q.d.

P roposición  V.4 La intersección fínita de conjuntos abiertos es un conjunto 
abierto.

Demostración Si 4 ] , A-¿, . . . .  A„ son n conjuntos abiertos, debemos demostrar que el 
conjunto 4  = A] n  A , n • • - n 4 „  también es abierto.
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EJERCICIO 5

Conjunto cerrado

EJEMPLO 12

Si A = 0, se tiene el resultado, pues el conjunto vacío es abierto. Si A *  tí, sea x  un punto 

de A. Como cada A¡ es abierto, existe un intervalo abierto (a,,b¡) tal que:

x £ ( a , , b ¡ )  y (a¿,l>¡) £  A,-;

definiendo: « = máx [a ¡,a2........a,,} y b = mín \b\,b>........ b„\, podemos escribir:

V i e { 1 , 2 .« ( ,  a¡ «  a < x < b <  b¡,

y así: x  £  (a ,b ) £  A, y por tanto: x  e  A. En consecuencia, A £  A, y A es abierto.

Nota La intersección no finita de conjuntos abiertos de números reales no es necesaria
mente un conjunto abierto. A

Sea A un conjunto de números reales abierto y no vacío. Demostrar que si A está acotad. 
superiormente, entonces sup A £ A. También, demostrar que si A está acotado interiormente 
entonces ínf A é  A. A

Conjuntos cernidos De un conjunto C  de núm eros reales direm os es cerrado  si su

com plem entario: C1' =  R -  C, es un conjunto abierto.
De esta  definición se deducen las siguientes propiedades:

•  Los conjuntos R  y  0 son, ¿i la vez, abiertos y  cerrados.
En efecto: el conjunto R es cerrado, pues: Rc = 0, y  ya sabemos que el conjunto vacio
es abierto. Y éste también es cerrado, pues: 0l = IR, y R es abierto.

• I.a intersección arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
Si I  es un conjunto y, para cada i £  I, el conjunto C, es cerrado, es decir: Cf es abierto, 
entonces es abierto el conjunto:

i K T - ( n c ) ' .
ie l leí

donde hacemos uso de la proposición V.3 (cf. p. 319) y  de las leyes de A. de MORG \n 
(cf. p. 384). En conclusión, es cerrado el conjunto (~| C¡.

iel
•  La unión ñnita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Si C|, C2 C„ son n conjuntos cerrados, es decir: Cf, Cf, C¡¡ son abiertos, en

tonces es abierto el conjunto: Cf n Cf n • • • n C|¡ = (Ci u  C_> u ■ • ■ u  C„)c (proposi

ción V.4 (cf. p. 319) y leyes de A. de Morgan), lo que establece que es cerrada la 

unión Ci u  C> u  • • • u  C'„.

Los intervalos [u.fi], (—°°ib ] y [<*, +<») son conjuntos cerrados, pues sus complementarios 
los cuales, respectivamente, son estos: (-<» ,a) u  (b, +<»), ib, +w) y (-oo.a), son conjuntos 
abiertos (cf. ejemplo 1 1 ,  p. 3 19 , y proposición V.3).

El intervalo (a,b\ no es un conjunto cerrado. En efecto, se tiene:

(u, fi]1 = l -«> ,a j  u  (b, +co),
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y este último conjunto no es abierto, pues a es un punto suyo que no es interior (lo cual se 
justifica de manera similar a como se procedió en el ejemplo 8, cf. p. 317). Análogamente se 
demostraría que el intervalo [a , b) no es un conjunto cerrado.

Los intervalos que son conjuntos cerrados (o intervalos cerrados) son:

[a,b],  ( - 0 0 , b ] ,  [ a , + 0 0 ) ,  f t  y  0 .

Obsérvese que los intervalos («, í>] y [a,b) son conjuntos que no son cerrados ni abiertos.

Sea C un conjunto ele números reales cerrado j no vacio. Demostrar que si C está acolado 
superiormente, entonces sup C e C. También, demostrar que si C está acotado interiormente, 
entonces ínf C e C. A

Demostrar que el conjunto vacío y  R son los únicos conjuntos de números reales que son, 
simultáneamente, abiertos y cerrados. A

SUCESIONES DE NÚMEROS REALES

I. D efin ición  de sucesión  Una su cesió n  de núm eros re a les  es una aplicación 

del conjunto N de los núm eros naturales en el conjunto i  de los núm eros reales.

Nota Todas las sucesiones que veremos en este tema serán de números reales. a

Si a  es una sucesión de núm eros reales, es decir, si a  es una aplicación de N en IR, 

y  a n es la im agen por la aplicación a  del núm ero natural n, en sím bolos:

N —   i

n -----------tí 11,

entonces utilizarem os alguna de las notaciones siguientes para referirnos a la suce

sión a:

a  = ía„-,n e  N ) , o a - (a n) ■

o también:

tío. t í] , a>, • • •. tí„
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EJEMPLO 1 3  Si a es la sucesión

N ------   R

1
n -------

n + r
enton ces la sucesión a se representará de alguna de las siguientes form as:

(¿T — )■ » ( ¿ i) '
o  bien:

1 . I, i  —í—......
2 3 n 4 1

y también: ( a H), si afirm am os que u,, es el núm ero real an =  ^   ̂ p ara cada n e  N.

EJEMPLO 1 4  Si b es la su cesión 1-

n ----------- ( - 1 ) ' 1.

la sucesión b  se denotará de alguna de las m aneras siguientes:

( ( - l ) " ; n e N ) ,  o ( ( - 1 ) " ) .

o bien:

I. - 1 ,  1 . - 1 ........ ( - 1 ) " ,

y  también: (i»,,>, si b„ =  ( - 1 )".

S e a  a = í a „ ) u n a  s u c e s ió n  d e  n ú m e ro s  re a le s , y  s e a  k u n  n ú m e ro  n a tu ra l. L. 

T é rm in o s  de u n a  t é r m in o  d e  o r d e n  k d e  la  s u c e s ió n  ( a „ )  e s  la  im a g e n  d e l n ú m e ro  n a tu ra l k p o r  I,  

s u c e s ió n  a p lic a c ió n  a: a(k)  =  a t .

EJEMPLO I 5 D ada ia sucesión a  =  (¿i„ )  del ejem plo 1 3 ,  esto es:

N ------- — ■ R

1
i t ---------- n + I ’

el term ino de orden 0 de la sucesión (<j„> e s  la im agen del núm ero natural 0  p o r la aplic. 

ción a:

y  el térm ino de orden 10  de la sucesión ( a „ )  es: a (  1 0 ) -  Uio =  y y

' - P o r  c o n v e n i o ,  a-" =  1 p a r a  t o d o  n ú m e r o  r e a l  x  n o  n ulo .
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Para la sucesión b = ib„) del ejemplo 14:

N ---- ----- - K

n ---------------- ( - 1 )",

si k es un número natural impar, entonces el término de orden k de la sucesión (i>„) es: 

bk = ( - 1  )k = - 1 ;  y si k es un número natural par, el término de orden k de la sucesión {b„ ) 

es: bi¡ = ( - 1 ) *  = 1.

Si (a,,) es una sucesión  de núm eros reales, del conjunto

j x  e  R 1 3  k g  N, a k = x]

Conjunto de los direm os es el con ju nto  de los térm inos de la sucesión (an ), y  se denota:
términos de una

sucesión | a „ ;  n e  N }.

EJEMPLO 16 Para la sucesión la „ )  del ejemplo 13 , el conjunto de sus términos es:

¡u „  ; n e  N} = | rc 1  ̂ n e N j .

Para la sucesión (ú„) del ejemplo 14, el conjunto de sus términos es: \bn ; n e  =  { 1 , - 1 1 .

2. Sucesiones acotadas  De una sucesión  de núm eros reales (n„)  direm os está 

Sucesión acotada acotada superiorm ente (o inferiorm ente) si el conjunto de su s térm inos está  aco

tado superiorm ente (o inferiormente). Es decir, la sucesión  ( a „ )  está  acotada supe

riorm ente precisam ente si existe b e l  tal que:

V n e  N, a „  =s b,

y  en este caso de b direm os es una co ta  superior de la sucesión ( « „ ) ; y  está acotada 

inferiorm ente precisam ente si existe a e  II tal que:

V n e  N, a  «  a n,

y  en este caso de a direm os es una cota  inferior de la sucesión ia n).
De la sucesión  (an) direm os está  acotada si está  acotada tanto superior como 

inferiormente.
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EJEMPLO 1 7

S u b s u c e s i ó n

La sucesión («„) del ejemplo 1 3  está acotada, pues se verifica:

V n e N ,  O í  — r « i. 
n + 1

La sucesión (b„l del ejemplo 14  también está acotada, pues el conjunto de sus térmi

nos: { 1 , - 1 | ,  está acotado.

La sucesión (n) está acotada inferiormente: V n e  N, 0 « n, pero no está acotada supe

riormente.

3. Subsucesiones  Sea a = (a „ )  una sucesión ele núm eros reales; es decir, a es 

la aplicación

N  -----  — - R

n -------------- a„.

Si v es una aplicación estrictam ente creciente de N en N, es decir, tal que:

V n  e  N, p(n +  1 )  >  p in ) , 

entonces de la aplicación com puesta a  °  p de N en R, gráficam ente:

N   — - N   — - R
n    p i n ) -------------- a p(ll),

o bien:

N R

II — ¿tp(,]),

direm os es una su b su cesió n  de la sucesión (a „ ) ,  y  la representarem os de alguna de 

las form as siguientes:

(clpon! N E N ) ,  O (tfp(nl) ,

o también:

dp(0)i ítpllli Clp(2)i •••. CtpO?).......

Nota bene Una subsucesión también es una aplicación de N en IR; luego una subsucesión 
es a su vez una sucesión. ▲
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EJEMPLO 1 3 La aplicación
p N

n    2  ti

es estrictamente creciente, pues para cada ti e  N se verifica:

pin  + i)  = 2(n + 1) > 2n = pin).

Si a = ia „)  es la sucesión del ejemplo 13  (cf. p. 322):

a n*

n —  - n +  1 ’
entonces u » p e s  una subsucesión de la sucesión a; gráficamente:

N —     N    IR
n  — 2 n -------   a>„,

donde
1 1

= (2ti) + l 2 ) 1 + 1 '
l.a subsucesión a ° p  puede representarse de alguna de las formas siguientes:

1 í  1- ; n  efü  , o , , ,
,2 ii + l / V 2 n + 1 /

o también:
i , I ,  I  _ L _ ........3 3 2n + i

y el conjunto de sus términos es:

{a>„; n e  M] = j —l~- | n e  N ¡.

Si b = ibn) es la sucesión del ejemplo 14 (cf. p. 322):

N      K

n  ( - 1 ) " ,

entonces b o p es una subsucesión de la sucesión b:
h  o p

N ---- —  R
n --------- b ¿ „ ,

donde b>„ = ( - 1 ) - " .  La subsucesión b °  p puede ser representada por

( ( - l ) z" ; n e N ) ,  o ( ( - l ) 2" ) ,

o bien

1, 1, 1  1 ........

y el conjunto de sus términos es: {b >n ; n e  N ¡ = { 1 1.
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EJEMPLO 1 9

Si (%<„}) es una subsucesión de la sucesión de núm eros reales a  =  (a n), enton

ces el término de orden fe (fe s  N) de la sucesión (cipim) es la imagen de k por la 

aplicación a  = p, es decir, es el núm ero real: ap<k), que coincide con el término de 

orden p(fe) de la sucesión (a „ ) .

Para la sucesión

feVr ) -
que es subsucesión de la sucesión

V n + l

(cf. ejemplo i 8), el término de orden 10 es:

1 1 
2 - 1 0 + 1  ” 2 1 ’

que coincide con el término de orden 2 10= 20 de la sucesión ( ——r ) .
V n + 1 /

Sea (an) una sucesión de núm eros reales, fijem os un número natural fe, y  consi

derem os la aplicación:

N    — - N

n    n + fe,

que es estrictam ente creciente. La subsucesión (a p<n)), es decir, la sucesión (a„+k • 

también se denotará de esta forma:

(a „ ; n  >  fe)

y  el conjunto de sus térm inos tam bién se escribirá así:

{a n \ n > k  J .

Es decir, las notaciones (a n; n >  fe) y  (a n+k) designan la m ism a sucesión, y

{a „ ; n  > fe} = {« „+ * ; n e N ¡ .

Nota bene El término de orden n de la sucesión (a„;n  > fe) —subsucesión de la suce
sión (a „ ) — coincide con el término de orden n + fe de la sucesión (n „). A
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EJEMPLO 20 Dada la sucesión de números reales (d„), donde

dn = r_
\  n¿ + 1 '

las dos notaciones siguientes designan ia misma subsucesión de la sucesión i d n)\

El término de orden 2 de la sucesión (d„; n > 10) es:

2 + 1 0
V (2 + 10)- + 1 \  1 4 5 ’

que coincide con el término de orden 2 + 10  = 12  de la sucesión (ti„ ):

d ] ¿
12  = / 12  

V ( I 2)2 + 1 _ V 145 ‘
EJEMPLO 21 Para la sucesión {(>„) del ejemplo 14 (cf. p. 322): ( (- I ) ' ' ) ,  su subsucesión (b„;n »  10) es 

la sucesión (ÍJn+10)- Como b„ = se tiene: bn, m = ( - i ) " +1°, y por tanto la subsuce

sión (b„;n  > 10) es concretamente la sucesión ( ( - 1 ) " +I°). El término de orden 23 de la suce
sión ((—l ) ” ;n  > 10) es (— 1 )2a+to _  que coincide con el término de orden 23 + 10 = 33 

de la sucesión ( ( - 1  )")■

Sucesión Fijado un núm ero natural k, si /  es una aplicación del conjunto

( f i  j j);  n >  k)
{m e  N [ m  3= k } = {k,k + 1 , k + 2, . . . } 

en IR, entonces la notación:

( / ( n ) ;  n  > k)

designará la  sucesión cuyo término de orden n (n e  N) es el núm ero real f i n  + k).

EJEMPLO 22 Dada la aplicación

16,7,8,...)

n  —
(n — 1) (n — 5) ’ 

la sucesión (f {n ) ;n  »  6), es decir:

es la sucesión cuyo término de orden n (n e F*J) es:

1f in  + 6) =
(()) + 6) - 1) (tu  + 6) - 5) i n  + 5 )(n  + 1 )'
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V.3 SUCESIONES CONVERGENTES. LIMITES INFINITOS

1. Sucesiones convergentes  De una sucesión (a n) de núm eros reales direm os 

Sucesión que que co n verge al núm ero real I si, cualquiera que sea el núm ero real e >  0 que fijem os,
converge a un podem os encontrar un núm ero natural fe, que dependerá (en general) de e, tal que

todos los térm inos de la sucesión ( a „ )  de orden m ayor o igual que k pertenecen al 

intervalo (l - e,l + e). En sím bolos:

número real

V c > 0, d fe e  N, V ti e  N, n >  fe => a „  e ( l - c , l  + e ),  <4>

o bien:

Vc>0,  3feeN, V í i í f e , a „ € ( I - £ , Z  + e). (31
Si la sucesión  ( a n) converge a algún núm ero real í, de la sucesión (a „ ) direm os es 

Límite una sucesión  con vergen te, y del núm ero real / direm os es lím ite de la sucesión (a „  .

Si no existe ningún núm ero real que sea limite de la sucesión ( a n), de ésta  diremos 

es no convergente.

Nota Por abuso de notación, en (4) y en (5) hemos escrito: V c > 0, cuando teníamos que 
haber escrito: V e e  (0, +oo); y en (5) hemos escrito: V n > fe, cuando temamos que haber 
escrito: V n  e  ¡ m e  N | m >  fe | .  a

Definiciones equivalentes de sucesión convergente Sea (a n) una sucesión de n ú 

meros reales y  sea / un núm ero real:

•  La sucesión (a n ) converge al número I precisamente si:

V e  > 0, 3  fe 6  N, V n e N, n >  fe => |í -  u „| <  e. (6•

De acuerdo con la propiedad 4 del valor absoluto (cf. p. 3 1 S), se tiene:

í t „ e ( i - e , l  +  e )  <=*  | / - í j „ | < e ,

y escribir (6) es lo mismo que escribir (4).
•  La sucesión (an) converge a I precisamente si, para cada número real e > 0. al 

intervalo (/ -  e, / +  e) pertenecen todos los términos de la sucesión (a „ ) salvo, 
posiblemente, una cantidad finita.

EJEMPLO 23 Sea ib„) la sucesión que verifica: V n e  N, b„ = 1; es decir, todos sus términos son iguales

a 1. La sucesión (b„ ) converge al número real I.
En efecto. Cualquiera que sea el número real c > 0 que fijemos, como 1  e  (1 -  e, 1  +  e). se

verifica que todos los términos de la sucesión pertenecen al intercalo (1 -  e, 1 + e), y  hemos 

encontrado, pues, un número natural fe —que en nuestro caso es fe = 0— tal que todos los 
términos de la sucesión ib„ I de orden mayor o igual que fe pertenecen a ( 1  -  e, 1  +  e).
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Sucesión
constante

EJEMPLO 24

El límite de una 
sucesión 

convergente es 
único

Si c es un número real, análogamente se demostraría que la sucesión (c„) que veri

fica: V n e  N, c„ = c, cuyos términos son todos iguales a c (sucesión constante), converge 

a c. F.sta sucesión constante se representa simplemente por (c).

La sucesión (a„), donde

converge al número real 0.
F.n efecto. Fijemos un número real e > 0 arbitrario. Entonces (cf. corolario de la proposi

ción V. 1, p. 3 1 3)  existe m £  N” tal que (1 /m) < £, y por tanto:

n  » m — 1 =» n  + 1  »  m => — —̂7- < —  < e => a„  e  (0 -  e.O + e ) ,n + I m

y hemos encontrado un número natural k, precisamente k = m - 1 , tal que todos los términos 

de la sucesión (a„) de orden mayor o igual que k pertenecen a (0 -  e, 0 + e). Esto establece 

que la sucesión <«„) converge a 0.

P roposición  V.5 El lím ite de una sucesión convergente de números reales es 
único.

Demostración Haremos esta demostración por reducción al absurdo; es decir, supon
dremos que una sucesión («„) converge a dos números reales distintos íj y l>.

Pongamos que f t < l>, y sea e = (l> -  í, )/2, que es positivo. Entonces:

/1 - e < l¡ + e = I2 - e < l¿ + e,

y por tanto:
(íi -  e, íi +e) n U> - e, f> + c) = 0. (7)

Pero del hecho de que la sucesión (tt„) converja a /1 se deduce que existe k 1 £  N tal que:

V n e  N, n » k\ => a „  e  (7i -  e, l\ +  e ) ,

y  del hecho de que la sucesión (a„) converja a h  se deduce que existe k¿ e  N tal que:

V n £  bl, n & k> => a„ e  (í2 -  e. h  + i 

en consecuencia, si n > m áxjfci.ta}, se tiene:

a„ e {/1 -e ,li + e) n (l> - e, h + O .

y por tanto: (/? -  e, h  + c) *  0. en contradicción con (7).
En conclusión, si una sucesión es convergente, admite un límite único.
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EJERCICIO 8

EJEMPLO 25

EJEMPLO 26

Noiación Si la sucesión («„) converge al número real /, escribiremos:

lím a„ = /, o también: lím lu„)  = I,n—oo

y  ambas notaciones se leen: “el límite de la sucesión (n„), cuando n tiende a infinito, 
es y ambas significan: V e > 0, 3  fe e  N, V n e  N, n » k => |í -  I < e.

Probar que Toda sucesión convergente de números reales está acotada. a

P roposición  V.6 Toda subsucesión de una sucesión convergente de números 
reales es una sucesión convergente que tiene el mismo limite.

Demostración Sea a = (ti„) una sucesión convergente con límite igual al número I, esto 
es: lím (a„) = /, y sea a °  p = (apin>) una subsucesión de (n„), es decir, p es una aplicación 

estrictamente creciente de N en N. Gráficamente:

N
"    "  -----------  K o bien:
n -------------p ( n ) ------------  a P(„), n ------------------ «„(„).

Queremos comprobar que la sucesión («„,„>) converge a I. Para ello, fijemos e > 0 arbitrario. 
Por ser I el limite de la sucesión (a „ ), existe fe €  N tal que para todo número natural n se 
verifica:

n > k => a „  e  (í — e, f + e ) ; (8*

pero si n » fe, entonces:13 p(n) > fe, y  de (8) deducimos que para cada n e  N se verifica:

n z k => a)>{n) e  (I - c. I + c ) .

Hemos probado entonces que, fijado e > 0 íirbitrario, podemos encontrar un número natu
ral fe tal que los términos de la sucesión (aP(„i) de orden mayor o igual que fe pertenecen 
a (/ -  c,l + e). Es decir: lím («„(«]} = /. c.o.ü.

En el ejemplo 24 vimos que l im(l /(u + I)) = 0, y en el ejemplo 18  (cf. p. 325) vimos 
que ( l / ( 2 n +  1 1) es una subsucesión de la sucesión ( l /(n + 11).  De acuerdo con la pro
posición V.6, podemos escribir:

|fm ( — í—- )  = o .V ¿n  + 1 1

La sucesión (a„), donde:
1 , si n e  ¡0 ,2 ,4 ,. ..] ,

—, si n e  { 1 ,3 ,5 , . . . ) ,  n

l:iDada una aplicación p de NcnN estrictamente creciente, por recurrencia es fácil demostrar que 
verifica: V n e  N, p(n) » n, y en consecuencia para rada fe s  M se tiene: n > k =» p ( i i )  »  fe.
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es decir:

—  ......
no es convergente.

Fn efecto, su subsucesión ) es esta sucesión constante:

1, I, 1 ........ 1 ...........

cuyo límite es 1 (cf. ejemplo 23, p. 328):

l ím  (a _ .it)  =  1 :

y su subsucesión ) es la sucesión (1 /(2 n + II),  esto es:

I I  i  i  ..., — -—
3 3 7 2n + 1

cuyo límite es U (cf. ejemplo 25):

lím ( zTtVt ) = °'
Deducimos que la sucesión («„) no es convergente: si lo fuera, todas sus subsucesiones con

vergerían al mismo límite (cf. proposición V.6), pero sus dos subsucesiones escritas, aunque 

convergen, lo hacen a límites distintos.

Una sucesión ( a „ ) de núm eros reales que adm ite una subsucesión  convergente no 

es, a su vez, necesariam ente convergente, com o m uestra el ejem plo 26. Sin embargo, 

si la subsucesión que e s  convergente es de la form a (a „ ;  n > n o) para algún número 

natural no, entonces la sucesión (n „) sí es convergente, y  su límite e s  el mismo.

En efecto. Sea I el límite de la subsucesión  (a n;n  s* no). Fijem os un núm ero 

real c > 0. Entonces existe k e  N tal que todos los térm inos de orden m ayor o igual 

que k de la sucesión  ( a „ ;  n  »  no) pertenecen a (/ -  e, / + e); ahora bien, el término de 

orden n de la sucesión ( a „ ;  n »  no) es el término de orden n +  no de la sucesión (a „ ) .  
Es decir, habiendo fijado e >  0, hem os encontrado un núm ero natural k' —precisa

mente k' =  k + no— tal que todos los térm inos de la sucesión  ( a n) de orden m ayor 

o igual que k' pertenecen a (I - e,l + e). En conclusión, la sucesión  ( a „ )  también 

converge a i  Podem os escribir:

l í m ( a „ ;  n  »  n o )  =  l í m (a n+nil) =  lím  (a n ) •

Tenem os dem ostrada, pues, la siguiente

P roposición  V.7 Si la subsucesión ía „ ;n  > k) de la sucesión (« „ )  de números 
reales es convergente, entonces la sucesión ( a „ )  también es convergente y los 
lím ites de ambas son iguales:

l í m ( a „ )  =  l í m (a „ ;n  > k ) .
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El límite no 
depende de los 

primeros 
términos

La propiedad de convergencia de una sucesión de números reales a 
un límite es independiente de ¡os k primeros términos de ¡a sucesión (cualquiera 
que sea k e  NA

Proposición  V.8 Dada una sucesión (a „ )  de números reales, se verifica:

l ím (a „ )= 0  <=* l ím ( | a „ | )= 0 .

Demostración Que la sucesión (a„)  converge a 0 significa:

V e > 0, 3 k eN,  V n  > k, an e (—e .e ) , 

y que la sucesión (|a n I ) converge a 0 significa:

V e > 0, 3 fe e N, V i t í i ,  |a„ I e  (-e , e ) .

Ambos enunciados son equivalentes, pues: a„  e  (-e ,e )  <=> |anl £  (-e ,e ) .

Dada una sucesión (a n) de números reales, se verifica: 

lím (a n ) = í «=> lím (a n - l) = 0 .

Demostración Que la sucesión (a„) converge a / significa:

V e > 0, 3 k e N, V n  ;» k, a „  e  (/ -  e,  l  + e) , 

y que la sucesión la „ -  l) converge a 0 significa:

V e > 0, 3 k €  N, V n > k, a „ - l 6 (—c, c ) , 

y ambos enunciados son equivalentes, pues: a „ e (l - e,l + e) «=> u„ - l e (-£,£). 

C orolario  Dada una sucesión ia „ ) de números reales, se veriñca: 

l ím(rt„)  = / <=> lím (a ,, - /) = 0 <=* lím ( |a rt -  ¿ I ) = 0.

P roposición  V. 10  Sean ( a „ )  y  (b „) dos sucesiones de números reales para las 
cuales existe no £  N tal que:

V n »  n0, |a „| «  \b„\. (9)

Enlonces, si la sucesión (b„ ) converge a 0, también la sucesión (a „ )  converge a 0



V.3. SUCESIONES CONVERGENTES. LIMITES INFINITOS 333

Demostración Si la sucesión l b „ ) converge a 0, entonces también converge a 0 su subsu
cesión (b„+ n„) (cf. proposición V.6), lo que significa:

V e  > 0, 3 k e N ,  V n »  k, \b„~„0 | < e, (10)

y como de (9) se deduce que para cada n e  N se tiene: | a n, „u | | b„+„h |, con (10) se
concluye: V e  > 0, 3 k e  N, V n s  k, \ £)„+„„ | < e, es decir: la sucesión (aM+„(1) converge a 0. 
En consecuencia (cf. proposición V.7), la sucesión (a „ ) converge a 0.

Limite y valor 
absoluto

Demostración Si la sucesión (a„) converge a f, entonces (cf. proposición V.9) la suce
sión (a „ - l) converge a 0, y como (cf. proposición V.2, p. 316): | |a„| -  |/| | Lt„ -  /| para 
cada n e N, con la proposición V.10 concluimos que la sucesión (|a „| -  |/|) converge a 0, es 
decir (cf. proposición V.9), la sucesión ( |a „ | ) converge a |/|: lím ( |a „ | ) = |/|.

Operaciones entre sucesiones convergentes En el anexo (cf. p. 359) se dem uestra 

la siguiente

Límite 
de una suma, 

de un producto, 
y de un cociente

Nota bene En el último apartado de esta proposición, sobre el límite de un cociente, la 
sucesión (b„) puede tener algún término nulo entre los de orden menor que no: propia
mente, entonces, deberíamos escribir: lím (a „ lbn\n »  «o) = o Ib. Pero para no recargar la 
notación, y considerando que el limite de una sucesión convergente es independiente de 
sus primeros términos, escribimos simplemente: lím (a„/b„ ) = a/b. Análogo comentario 
podríamos hacer de cualquier limite de la forma: lím (B „) donde B„ es una expresión tal 
que está definida la sucesión (Bn; n  ̂k) para algún k e M .  A

Proposición  V.l 1 Sean ( a n) y (b,,) dos sucesiones convergentes de números 
reales, con lím (a „ )  =  a y  lím (bn ) =  b. Se verifica:

(1 ) (Linealidad) si o¡ y  p son dos números reales, la sucesión (c*an + fib,,) es 
convergente, y

lím ( « a „  + pbn) =  « l í m (a n ) + ^l ím (bn ) =  « a  + pb.

(2) (Producto) la sucesión (a nbn ) es convergente, y

lím (a nb„ ) = lím (u„)  • l ím(frn) = ab.

(3) (Cociente) si b *  0, entonces exite na €  N tal que V i i í  )?o, b„ *  0, y

.. (t^n \ _ lím (a „ )  _ a 
im V b n )  lím (b „ ) b '

C orolario  Si la sucesión (a „ ) de números reales converge al número real l, en
tonces la sucesión (\a„ \ ) converge a |f|; es decir:

lím ( a „ )  =  l => lím (\a„ | ) =  |Z|.
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Limites y polinomios Si P (x ) es un polinom io con coeficientes reales de grado p
(p »  1 ):

P ( x )  =  ao + í i iX  + • • • + a px v, ( 1 1 )

para cada núm ero real « , P (a )  es el núm ero: P(oc) = «0 + ^1 <* + • • ■ + o,,<xp. Si la suce
sión (b„)  de núm eros reales converge al número real b, entonces la sucesión (P (b „ )) 

converge al número P(b).
En efecto. Para p  =  1 ,  se tiene el resultado por la linealidad de los lím ites (cf. pro

posición V .l l ( l) ) .  Si suponem os verdadera la propiedad para todo polinom io de 

grado p -  1 , y  P (x )  es el polinom io de grado p de ( 1 1 ) ,  entonces podem os escribir:

P (x )  = a  o + xQ (x ) ,  con Q (x )  = tii + a¿x  + • • • +  a px p~l .

Pero Q ( x )  es un polinom io de grado p -  1 ,  para el cual, por hipótesis, se tiene 

que lím (Q (bn )) =  Q (b), luego:

lím (P (b „ ) )  = lím (ti0 + b „Q (b n))
= lím (tío) + [lím (bn) J [lím (Q (b „))]  =  ao + bQ(b) = P(b),

teniendo en cuenta que son convergentes las sucesiones (b„ ) y (Q (b „)). Es decir,

la sucesión {P (b ,, )) es convergente, y  de límite P(b).  Piemos dem ostrado, pues, por 

recurrencia sobre p, esta implicación:

lím (b„) = b => lím (P (bn )) = P(b).

EJERCICIO 9 Sean ía „ ) y ib „ ) dos sucesiones convergentes de números reales. Si

u„ = máx{un,bnl ) vn = (T\\n{an,bn\, con n e N ,

demostrar que las sucesiones (u„ ) y  (v„ > son convergentes, y calcular su limite. A

2 . Lím ites in fin itos  De una sucesión ( a n) de núm eros reales direm os que tiende 

Limite más a m ás infin ito  (+oo) si, para cualquier núm ero real b que fijem os, existe un número

infinito natural k tal que todos los térm inos de la sucesión (a,¡) de orden mayor o igual que k
son m ayores que b. En sím bolos:

V b €  R, 3fc 6  N, V n  e N, n > k => a „  > b, ( 1 2 '

o bien: V b e  R, 3 Jfc e  N, V n >  k, a „  > b.
Si la sucesión (a „ )  tiende a más infinito, escribirem os

lím (ti„) =  +oo, o también: lím a „  =  +oo,

y am bas notaciones se leen: “limite de a „  es m ás infinito”.
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EJEMPLO 27

EJEMPLO 28

EJERCICIO 10

CNS
de límite más 

infinito

Consecuencia de la definición de límite más infinito Una prim era consecuencia de 

esta  deñnición es la siguiente:

•  Si una sucesión de números reales tiende a más infínilo, entonces es no com er- 
gente.
En efecto. De la definición se deduce que una sucesión que tiende a más infinito no esta 
acotada superiormente, y en consecuencia (cf. ejercicio 8, p. 330) es no convergente.

La sucesión (ti) tiende a más infinito: lím (n) = +«>.

En efecto. Fijemos un número real b. Si b < 0, entonces todos los términos de la suce

sión (ti) son mayores que b\ y  si b ¡> 0, entonces existe k e  N tal que k > b (cf. propiedad 

arquimediana de los números reales, p. 3 13), y en consecuencia lodos los términos de la suce

sión (ti) de orden mayor o igual que k son mayores que b. Ello establece que la sucesión < n • 
tiende a más infinito.

La sucesión (( - 1 ) " « )  no tiende a más infinito.

Si fijamos el número real b = 0, no podemos encontrar ningún número natural k tal 

que todos los términos de la sucesión de orden mayor o igual que k sean mayores que 0; 

concretamente: = ( — 1 )2fc+l(2fc +  1) = - ( 2 k+ 1) < 0  para todo k e M.

Demostrar que toda sucesión de números reales que tiende a mas infínito está acotada inte
riormente. A

Una caracterización de las sucesiones que tienden a m ás infinito, y  que será uti

lizada m ás tarde, se ve en la siguiente:

P roposición  V . 1 2  Una condición necesaria y  suficiente para que una suce
sión (a n) de números reales tienda a más infínito es que se verifiquen simultá
neamente los dos siguiente asertos:

a i todos los términos de la sucesión, salvo quizá una cantidad finita, son posi
tivos: 3  k e  N, V n >  k, a „  > 0.

b) lím ( — )  =  0.\ a „ )

Demostración I.a condición es necesaria. Aplicando la definición de limite más infinito 
para b = 0, se nos asegura que todos los términos de la sucesión ( a „ ) son positivos a partir de 
cierto orden. Por otro lado, si fijamos e > 0, haciendo uso de la definición para el número 1 /e, 
podemos afirmar existe k¡ e N tal que:

V n í L ,  a„ > o bien V n > k\, —  I < e, e I a„  I

y así: lím (1 /1?„) = 0.
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El límite más 
infinito 

no depende 
de los primeros 

términos

Límite de una 
suma 

cuando uno de 
los sumandos 
tiende a más 

infinito

La condición es suficiente. Fijemos fc e  R. Si b  «  0 , de acuerdo con el primer aserto 
deducimos existe fe e  M tal que M n »  k,  a „  > b;  si b  >  0 , de ambos asertos deducimos 
existe fe e N tal que:

V n  » fe, a „  > 0 y —  e  - ) , a„  V b b)
y por tanto:

¥ II í  fe, ()< —  < —,
n,, b

luego: V n  >  fe, a „  >  b,  y en definitiva: lím ( a „ )  =  +°o. c .q .d .

C orolario  Si la subsucesión (a n;n > fe) de una sucesión (a n ) de números reales 
tiende a más infinito, entonces ¡a sucesión ( a „ ) tiende a más infínito.

Otra caracterización de las sucesiones que tienden a más infinito, y que el lector 

puede com probar por sí m ism o, es la siguiente:

P roposición  V.l 3 Una condición necesaria y suficiente para que una sucesión de 
números reales tienda a más infínito es que toda subsucesión suya no esté acotada 
superiormente.

P roposición  V . l 4 Sean (a „ )  y (b„) dos sucesiones de números reales. Si la 
sucesión (a n ) tiende a más infínito y la sucesión (bn) está acolada interiormente, 
entonces la sucesión (a „ + b „) tiende a más infínito.

Demostración Sea «  una cota inferior de la sucesión ( b n ). Fijemos r £ R, Como la 
sucesión U ?„) tiende a más infinito, para el número real r  -  tx existe un número natural fe ta l 

que: V n  »  fe, a n >  r  -  o í, y  en consecuencia:

V n s* fe, a „ + b„ > r - ex + b„ > r  - ex + <x = r, 

y la sucesión (a n + b „ ) tiende a más infinito. c.Q.n.

C orolario  Sea U t„) una sucesión de números reales que tiende a más infinito. 
Entonces:

1) Si la sucesión (b „ ) es convergente, la sucesión (a n + bn) tiende a más in
fínito.

2) Si ¡a sucesión (b „ ) tiende a im\s infinito, la sucesión (a n + b„ ) tiende a mas 
infínito.

Demostración Es consecuencia de que toda sucesión que sea convergente o tienda a m a s  

infinito está acotada inferiormente (cf. ejercicio 8, p. 330, y ejercicio 10, p. 335).
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Limite de un 
producto 

cuando uno de 
los factores 

tiende a más 
infinito

EJEMPLO 29

P roposición  V . 1 5  Sean (a „ ) y  (b „ ) clns sucesiones de números reales. Si la 
sucesión (a „ )  tiende a más infinito y  la sucesión 1 bn) verifica:

3 a > 0, 3  fe €  N, V n > fe, b„ > a,

entonces la sucesión (a „b „ )  tiende a más infinito.

Demostración De acuerdo con la hipótesis, existen un número real a > 0 y  un número 

natural feq tales que:
V n » k\, b„ > a > 0. (13)

Para ver que lím (a„b„ ) = + <», fijemos r  e  IK, y sea b = m á x jr/a , I J . Como lím (a„) = +<x>, 
para el número real b existe un número natural k> tal que: V  n > k>, a „ > b. Si tomamos 

como k el número k = máxjfci.fc:»), y teniendo en cuenta que a  y b son números positivos,
con (13) podemos afirmar que, para todo n & k natural, se verifica:

a„b„ > ba = ( máx j l l ) • a » -  ■ a  = r.
'  1 ti >' a

F.s decir: lím (a„b„  l = + oo.

5ea  ( a „ )  una sucesión de números reales que tiende a más infínito.
Entonces:

1) Si ¡a sucesión (bn ) converge a un número positivo, la sucesión (cinb „ ) tiende 
a más infinito.

2) Si la sucesión (bn) tiende a más infínito, la sucesión (a nb „ ) tiende a más 
 infinito.______________________________________________________________________

Demostración Si lím (b„) = I, con I > 0, tomando e = I I2, todos los términos de la suce
sión (b„) de orden mayor o igual que algún k G N pertenecen al intervalo (/ -  l l2,1 + 1/2), y 

por tanto:

bn > 1 - |  |  >  0,

para cada n » k. Esto es, la sucesión (b „) verifica la propiedad del enunciado de la proposi

ción V.15.
Si lím (bn) = -t-00, fijado b = 1, todos los términos de la sucesión (b„) de orden mayor 

o igual que algún fe €  N son mayores que 1 , y por tanto también en este caso se verifica la 

propiedad citada.
Con la proposición V .15, en ambos casos se concluye: lím (a „b „ ) = +<*>.

Si p s  N * , la sucesión (np) tiende a más infinito.
En efecto. Si p = 1 , entonces (cf. ejemplo 27, p. 335): lím (ni = +eo. Si suponemos que se 

verifica: lím (np 1 ) = +ot>, entonces (cf. corolario de la proposición V.15):

lím (np) = lím (n p _ ln ) = + » .

Y así se demuestra, por recurrencia sobre p, el resultado: V p  e  N*, lím (np) = +oo.
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Una consecuencia de lo recién demostrado y de la proposición V.12 es esta:

V p e N ’ , lím (~ jr )  =0.

Si (a n) y  (b,, ) son dos sucesiones de núm eros reales tales que l í m( a„ )  = +x 
y lím (b„) = 0, entonces no podem os asegurar nada acerca del limite (si existe o no 

y en caso afirm ativo si es finito o infinito) de la sucesión (a „b „ ), como se m uestra en 

el siguiente ejem plo.

EJEMPLO 30 Se verifica:

lím(tt) = +°o, lím = 0 y lím ín  • — J  = lím ( 1 ) = 1 .

También:

lím ( i r )  = +oo, lím f — 1=0 y lím (n2 ■ —) = lím (n ) = +<». 
V n I n

Finalmente (cf. proposición V.8, p. 332):

lím (n) = +oo, y lím  ̂ * ) = O,

pero la sucesión (n ■ ((- 1 )" /n)\n »  1 ), esto es:

- 1 ,  1, - 1 ,  1  - 1 ,  1 .........

no es convergente, ni tiende a más infinito.

Sucesiones que tienden a menos infinito De una sucesión (a „ ) de núm eros reale<

direm os tiende a m enos infinito (-<») si, para cualquier número real b que fijem os

infinito existe un núm ero natural k tal que todos los términos de la sucesión ( a „ )  de order. 

may or o igual que k son m enores que b. En sím bolos:

V b e  IR, 3 k e  N, V n e  N, n > k => a n < b,

o bien: V b e  R, 3 k e  N, V n > k, a „  < b.
Si la sucesión (a n) tiende a m enos infinito, escribirem os

lím (a n ) =  - o o ,  o también: lím a n -  - o o ,
M — (X-

y am bas notaciones se leen: “límite de a n es menos infinito” .
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CNS
de limite menos 

infinito

El limite menos 
infinito 

no depende 
de los primeros 

términos

Unicidad del 
limite, 

finito o infinito

Consecuencias de la definición de limite menos infinito Se verifica:

• Una sucesión (a n) de números reales tiende a menos infinito precisamente si 
la sucesión (~ a n) tiende a más infinito.

• Una sucesión de números reales que tiende a menos inñnito no es convergente. 
De una form a análoga a como probam os la proposición V.l 2 (cf. p. 335), la propo

sición V .14  (cf. p. 336) y la proposición V .l 5 (cf. p. 337), probaríam os las siguientes:

Proposición V.l 6 Una condición necesaria y  suñciente para que una suce
sión (a n) de números reales tienda a menos inñnito es que se veríñquen si
multáneamente los dos siguiente asertos:

a) todos los términos de la sucesión, salvo quizá una cantidad finita, son nega
tivos: 3 fe e  N, V n > k, a „  < 0.

b) lím (  —  ) =  0.
Van /

Corolario Si la subsucesión (a n;n > fe) de una sucesión ( a „ )  tiende a menos 
infinito, entonces la sucesión (a „ ) tiende a menos infinito.14

Dejam os como ejercicio al lector com probar la siguiente caracterización de las 

sucesiones que tienden a m enos infinito:

Proposición V.l 7 Una condición necesaria y suficiente para que una sucesión 
de números reales tienda a menos infinito es que toda subsucesión sip a no esté 
acotada inferiormente.____________________________________________________________ __

Nota bene De acuerdo con los resultados vistos, podemos afirmar:
• si la sucesión (ti,,) tiende a más infinito, entonces no tiende a menos infinito y no es 

convergente;
• si la sucesión Ur„) tiende a menos infinito, entonces no tiende a más infinito y no es 

convergente;
• finalmente, si la sucesión (u „) es convergente, entonces está acolada, y por tanto no 

tiene limites infinitos.
Recordando la proposición V.5 (cf. p. 329), podemos, pues, afirmar: el límite de una suce
sión, si existe, es único, tanto si es finito como infinito. ▲

Proposición V. 18  Sean (a n) y (b „ ) dos sucesiones de números reales. Si ¡a suce
sión (a „) tiende a m enus infinito y  ¡a sucesión \ b„ ) esta acotada superiormente, 
entonces la sucesión (n„ + bn) tiende a menos infinito.

,4A p a r t ir  de a h o ra , a p lic a r e m o s  el c o m e n ta r io  d e  la nota bene d e  la p. 333 t a m b ié n  a  lo s  l ím ite s  in fin i

to s . D e e s ta  fo r m a , s i B „  e s  u n a  e x p r e s ió n  ta l que e s tá  d e fin id a  la  s u c e s ió n  (f¡„; n > fe) para a lg ú n  k 6 N, 
y  e s ta  s u c e s ió n  a d m ite  l ím ite  — fin ito  o  in fin ito — , en  v e z  d e  d e n o t a r  e s te  lim ite  p o r  lím(0n; »t >  fe), lo  

d e n o t a r e m o s  s im p le m e n te  p o r  lím (B „ ).
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Límite de una 
suma 

cuando uno de 
los sumandos 

tiende a menos 
infinito

EJEMPLO 3 I

Límite de un 
producto 

cuando uno de 
los factores 

tiende a menos 
infinito

C oro lario  Sea (a n) una sucesión de números reales que tiende a menos inñnito.
Entonces:

1) Si la sucesión (b „ ) es convergente, ¡a sucesión (a „  + b „) tiende a menos 
inñnito.

2) Si la sucesión (b „ ) tiende a m enos inñnito, la sucesión (a „  + b „) tiende a 
_______ menos inñnito._______________________________________________________________

Si ( a „ )  y (b „)  son dos sucesiones de núm eros reales tales que l í m( a„ )  =  +c< 

y  lím (b„ ) =  -oo, entonces no podem os asegurar nada acerca del límite (si existe o 

no, o si es finito o infinito) de la sucesión (a n + b„ ), como podem os ver en el siguiente 

ejemplo.

Se verifica:

lím (n) = +oo, l ím(-M) = -o o  y lím (n + ( - « ) )  = lím (0) = O,

y también:

lím(2M) = +<», lím ( -n)  = - oo  y lím (2n + (— n )) = lím (n) = +oo.

Por otro lado, si ( a „ ) es la sucesión definida por

-n, si n es par,
u ,, — j

I I -  n, si n es impar,

entonces: lím (n) =  +oo y lím (a „ ) =  -o o ,  pero la sucesión (n + a „ )  es:

O, 1, O, 1  O, 1 .........

que no tiene límite, ni finito ni infinito (es decir, no es convergente y no tiende a más infinite 

ni a menos infinito).

Proposición  V. 19  Sean (a „ ) y (bn) dos sucesiones de números reales. Si la 
sucesión (c i„ ) tiende a menos inñnito y la sucesión (bn) veriñea:

3 a > O, 3 k e  N, V n >  k, b„  > a,

entonces la sucesión (a „b „ ) tiende a menos inñnito.

C orolario  Sea ( a „ ) una sucesión de números reales que tiende a menos inñnito. 
Entonces:

1) Si la sucesión (bn ) converge a un número positivo, la sucesión (a nb„ ) tiende 
a menos inñnito.

2) Si la sucesión (b „) tiende a más inñnito, la sucesión {anbn ) tiende a menos 
inñnito.
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EJERCICIO I I

EJERCICIO 12

Cuadro-resumen 
de propiedades 

para cálculo 
de limites

EJEMPLO 32

Sean (íj„) y (c„) tres sucesiones de números reales (ales que:

lím (a,,) = +CS, lím(b„) = -oo y  lím (< :„)- l, donde I < 0.

P ro b a r  q u e  lím ( a „ c „ )  =  -o o  y  lím i b n c „ ) =  +oo . a

Sean (a „) y  (b„ i dos sucesiones de números reales tales que lím (a„) = -oo > lím fb„ i = -oo. 
Probar que lím (a»b„) =  + co . a

En el siguiente cuadro resum im os lo visto  sobre limites, finitos o infinitos, de 

sucesiones de núm eros reales. Cuando la  sucesión ( a „ ) es convergente, denotam os 

con a  su límite, y  análogam ente, si la sucesión  (bn) es convergente, denotam os con b 
su  lím ite. Un signo de interrogación (*?’) significa que no podem os asegurar nada de 

la sucesión correspondiente.

l í m  ( a , , ) l í m  (b„) l í m  (a „  + b„ ) l í m  (a nb n )

a b a + b ah

a + CO +  O0
+ oo, si a >  ü 
-  oo, si a  < 0 

?, si a  =  0

a — co — oo

— oo, si a >  0 
+  oo, si u <  0 

?, si a = 0

+  CO +  co + 00 +  00

+  CO — co ? — co

— co — co — oo 4-CO

Sea P(x ) un polinomio con coeficientes reales de grado p > 1:

P(x ) = ttn + U]X + • - • + arx l\ co n  a r *  0.

Entonces:

lím (P {n )) =

En efecto. Para cada n »  1  se verifica:

P i n )  = a¡)  + a ¡ n  + ■ ■ ■ + a r n r  = ( ^ ^  + 

y como (cf. ejemplo 29, p. 337):

+  oo, s i a ¡ ,  >  O, 

- c e ,  si a ¡ ,  <  0.

tío
n ' ’ - i K ’

,n»’ «r 

de ( i  3) d ed u cim o s (1 4 ).

lím ( —  + + • • • f  = a¡, y lím(nr ) =t ní> Jir-l n 1 / ' '

(14)

(15)
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Cuadro-resumen 
de límites y 
polinomios

Si Q es otro polinomio, con coeficientes reales de grado q s* 1:

O Jx) = bu + bi,y + • • • + fi,,*1', con b,, *  0, 

entonces, para cada n > 1 tal que Q(n) =e 0, se verifica:

fl p i
Pi ni 
Q(n)

fl ;i + fl i ¡ -t- Cl i
= nf batí 1

u‘i n‘i 1
y como:

flp ai

lím yn—no £?„  ̂ £j|

fl - i 
+ ------ + Clrin   _ rtr

n‘i u‘i-i
se tiene:

• si p > q, entonces lím (n = +oo, y

.. Pin) lim

bq-i , fi,,+ - a— -  bu 1171 1

, Cl p+ oo, si > O,

-00, s i ^ < 0 ;  
b.,

"-«> Q(ít)

si p = q, entonces lím (nF~11) = lím (1) = 1, y

P
n-w Q (n) fi,,
,, P(n) fln 
l i m -------------L -

si p < q, entonces lím (nC *•) = O, y

r nlim —— - = 0.
» ~ Q(n)

Resumimos en el siguiente cuadro lo obtenido:

r y q lím (n '’-4) .. P{«) lim t: rn-M Q(rt)

p > q + CO
+ 00, si -fl- > 0 

-oo, si ír*- < 0b«

P = q lím (1 > = 1 Clp
bti

P < q 0 0

Por ejemplo:

n1 - 2n + l  n3- 2 n + llim (1 - 77") - —oo, lim   —  = +oo, hm

lím

n-eo | + n-
n4 -  1 1

7  = -, lím —n •« 3n4 - n2 3’ n-*3n4- n 2

1 -  n2

=  0.
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3. Punto adherente  Dado un conjunto no vacío A de núm eros reales, de un

Punto adherente punto x  direm os es punto adh erente de A  (o adherente a A) si existe una suce

sión (a n ) de puntos de A que converge a x ,  es decir, la sucesión (a n ) verifica:

V n e N ,  e  A

y

lím (« „)  =  x .

EJEMPLO 33 El punto x  = 1 es adherente al conjunto A = ( 1,2 ] , pues la sucesión

es de puntos de A y obviamente: lím

EJEMPLO 34 El punió x  = 0 es un punto adherente de este conjunto:

B = I - ^  t| € N? , 
1 n + 1  1 i

pues la sucesión (1 Un  + 1 ) )  tiene sus términos en B, y lím ( l/(n  + 1 ) )  =  0.

C on .vaw m  ici.s- de la definición de punta adherenic Sea A  un conjunto no vacío de 

núm eros reales. Se verifica:
•  Todo punto de A es adherente a A.

En efecto, si a e  A, entonces la sucesión constante u?) tiene sus términos en el con
junto A y lím (a ) = a (cf. convergencia de una sucesión constante, p. 32!)).

• Un punto que no sea de A  pued e ser adherente a A.
Como muestran el ejemplo 33 y el ejemplo 34.

P r o p o s ic ió n  V .2 0  Si A es un conjunto no vacío de números reales y x  un número 
real, entonces:

x  es adherente a A  <=> [V (a , b) , x  e  (a , h) => (a , b) n A  *  0 ] .

Demostración Si .y es adherente a A, entonces existe una sucesión (a„) de puntos de A 
que converge a x . Pero si lim (u„) -  x , y (a,b) es un intervalo abierto tal que x  e  (a,b ),
entonces: (x -  e ,x  + e) E (a,b), con c = m ínjx -  a,b - x ¡ ,  y por tanto (cf. definición de
sucesión convergente, p. 328) al intervalo fu, b) pertenecen términos de la sucesión (a„), y 

en consecuencia: (u, b) n A 4= 0.
Recíprocamente, si se verifica: V (u .fi) , x  e  (a, b) => (a,b ) n A 4= fl, en particular se 

tiene:
V n e N ' ,  (x  — — ,x  + —) n A  ¿  0,

' n n '
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El supremo de un 
conjunto acotado 
superiormente es 

adherente al 
conjunto (y 

análogamente 
con ínfimo)

Adherencia

y  podemos formar una sucesión («„; n 1 ) tal que:

V n e  N*, a, ,  e  ( x  -  — ,x  + —) o  A,v n n '

sucesión que es de puntos de A. Pero también esta sucesión converge a x. En efecto:
si fijamos c > 0, entonces (cf. corolario de la proposición V.l,  p. 3 13)  existe fe e  N* tal

que (1 /fe) < e, y por tanto:

V 11 3= fe, — < £,
11

y en consecuencia: V n >  fe, a „  e  (x  - e,x + e), y  así l ímla, ,) = x . En conclusión: x  es un 
punto adherente de A. c.cu  <.

C oro lario  Si A es un conjunto no vacío acotado superiormente (inferíormente). 
entonces el supremo (ínñmo) de A es adherente a A.

Demostración Supongamos que A está acotado superiormente, y sea 5 = sup.4. Si (a,b  
es un intervalo abierto tal que s £  (a,b) , entonces en el intervalo ( a ,5] hay puntos del 
conjunto A (cf. propiedades de supremo y de ínfimo, p. 3 12), y por tanto (a ,s ]  n A *  0, \ 
como (a,b ) n A 2  (a , x] n A, se deduce que (a ,b ) n  A *  0. Así, habiendo fijado un inter
valo (ii.íi) al que s pertenece, hemos probado que (a,h) n  A *  0; es decir, s es adherente 
a A.

Análogamente probaríamos que si A está acotado interiormente, entonces ínf.4 es un 
punto adherente de A. c.<i.u.

C oro lario  Si A es un conjunto de números reales y x un número real, entonces:

x  e  (a.bl
x no es adherente a A <=» 3  i a . h ) , y

(a ,b )  n  4  =  0.

A dh eren cia  de un conjunto  Dado un conjunto no vacío A  de núm eros reales, del 

conjunto de su s punios adherentes, que denotarem os por 4 ,  direm os es la adheren

cia de 4 :

4  =  { x  e  K | x  es punto adherente de 4 j .

Consecuencias de  la definición de adh eren cia  Sea 4  un conjunto no vacío de nú

m eros reales. Se verifica:

• 4  s  4.
Pues todo punto de 4  es adherente a 4.

•  Si x  e  il, entonces:

(x  G 4  ) <=> | V (a , b ) , x  6  (a ,b ) => (a , b) n 4  4= 0 ]
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y
x  €  (a.b)  

U í A )  s => 3  ( a. b) ,  ■ y (16)

E l l im ite  d e  u n a  

s. c o n v e rg e n te  de 

p u n to s  d e  un 

c e r r a d o  es  un 

p u n to  d e l c e r ra d o

(a ,b )  n A  = 0.

C o m o  consecuencia de la proposición V .2 0  y  de su  segun d o corolario.

•  V  ( a . b ) , [ ( n , b )  n  A  =  0 J  => [  (a.b)  n i  =  0 ] ,

En efecto. Sea (t i,b) un  intervalo abierto tal que la ,b) n A  - 0. Si ( u ,b) n .4  fuera  

nu vacío, y  x  fuera un elem ento su yo, existiría una sucesión (it„)  de puntos de A  que 

convergería a x\ p ero  entonces, com o x  e  (a.bl, habría térm inos de la sucesión ( a „ ) 
en (a , b), en contra de la hipótesis.

•  ¿ 7  conjunto A  es cerrado.
De las consecuencias anteriores se deduce:

y  p or tanto cada pun to  de (A  )c es interior a ( A ) '.  En consecuencia, el co n ju n to  ( 4  )l 

e s  abierto, y  A  es cerrado.

• Una condición nccesaría y  sufícientepara que A  sea c e r r a d o  e s : A  =  A.
En efecto. Si A  es cerrado (es decir, A r es abierlol y x e  A'-, entonces existe un intervalo  

abierto (a , b) tal que x  e  ( u ,b), y  (a.b) £ ,4‘ , o bien: (a.b) n  A -  0, esto es:

y  por tanto x  é  .4 (cf. equivalencia (16)). En consecuencia: Ac £  (.4 ) \  o  lo  q u e es  

lo m ism o: .4 s  A,  y  teniendo en cu enta que A  s  .4 (cf. prim era consecuencia de la 

definición de adherencia), concluim os que .4 = .4.

Reciprocam ente, si A  =  A , entonces A  es un conjunto cerrado, p ues lo es .4.

•  Si A  c  B. entonces A s  B.
Es inm ediato a  partir de la definición, p ues toda sucesión de pun to s de A  es también  

sucesión de puntos de B.

P r o p o s ic ió n  V . 2 1  5 j  ( an) es una sucesión convergente de puntos de un conjunto 

cerrado A  s  ffi, e n to n c e s  lím  ( an) e  A .

D em o stra ció n  El punto lím i a „ ) pertenece a la adherencia de A , p ues es el límite de una  

sucesión de puntos de A; com o A  es cerrado: A  =  A , y  entonces lím ( i ¡„  I €  A . i < ■ i *

-y e  (a.b) 

(.y i  Á ) = •  3  (a.b).  )

(a.b) n A = id 

x  s  (u .h ) .y e  (a,b) 

=»  3  (a,b),  y

<a,b) £  (A

= •  3  (a.b) , y

(a.b)  n Á  -  0

x  € (a.b)

3  (a.b).  y

(a.b)  n  A  =  t).
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EJERCICIO 1 3

Consecuencias de. la proposición V.2.1 Sean ( a n) y (bn) dos sucesiones conver

gentes de núm eros reales. Se verifica:

I I  Si existe un numero natural k tal que

V n > k, a n > ix. con tx e  IR,

entonces: lím ( a n) > tx.
En efecto: el intervalo [a, + 00) es un conjunto cerrado, y los términos de la suce
sión (<j„; n > k) son puntos de [tx, + 00), luego podemos escribir (cf. proposición V.21. 
p. 345): lím (a„; n » k) = lím (a „)  e  [« , +00), y lim (a„) » tx.

2) Si existe un número natural k tal que:

V n > k, a.» ix, con tx e  IR,

entonces lím (a „ )  «  tx.

31 Si existe un número natural k tal que:

V n > k, a „  «  b„ ,

entonces lím ( a „ )  <  lím < bn).
Es una consecuencia de aplicar el primer apartado a la sucesión (bn - a „ ) y al número 

real íx = 0.

Nota Obsérvese que si todos los términos de una sucesión convergente son puntos de 

un conjunto abierto, entonces no se deduce necesariamente que el límite de la sucesión 
pertenezca al conjunto abierto. Por ejemplo, para la sucesión ( l / ( n +  l ) ; n »  i),  su> 
términos son puntos del conjunto abierto (0, 1),  pero su límite, que es el número 0, no 
pertenece a este conjunto abierto.

Una consecuencia de esto es que si (a„) es una sucesión convergente que verifica

3 t e M ,  V n > k, « „  > ex, con tx €  IR,

entonces no se puede inferir que lím (a„) sea mayor que tx, aunque sí que es mayor o 
igual. A

Nota Si en la definición de punto adherente de un conjunto permitiéramos que éste fuera 
el conjunto vacío, entonces ningún punto x  sería adherente a 0. Convendremos en que la 

adherencia del conjunto vacío es el conjunto vacío:

0  = 0 ,

y con esta definición siguen siendo válidas las propiedades enunciadas de la adherencia 

de un conjunto. a

Sea ti un conjunto de números reales. Si x  es un número real, demostrar que o bien x es 
un punto interior de 11: x  e  B, o bien x es un punto adherente de iic; x  €  11', pero no  

ambas simultáneamente. A partir de este resultado, concluir: B: ~c = 11, donde II' r designa 
el conjunto (B " )'. A
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V.4

S u c e s ió n

creciente

S u c e s ió n

e s tr ic ta m e n te

tienem e

S u c e s ió n

d e c re c ie n te

S u ce s ió n

e s tr ic ta m e n te

d e c re c ie n te

S. m o n ó to n a

E JE M P L O  3 5

E JE M P L O  36

SUCESIONES MONÓTONAS

De la sucesión  de núm eros reales ( a „ )  direm os es creciente si cada término es m enor 

o igual que el siguiente:

V n e  N, a n «  a n+i •

De la sucesión fu„ ) direm os es estrictam en te creciente si cada térm ino es m enor 

que el siguienle:

V n e N ,  u „ < a n-i-

De la sucesión  { « „ )  direm os es decrecien te si cada térm ino es m ayor o igual que el 

siguiente:

V n G N, a n > ttn + i .

De la  sucesión  (a n) direm os es estrictam en te decrecien te si cada término es m ayor 

que el siguiente:

V n s  N, « „  >  a nt i-

De la  sucesión (« „)  direm os es m onótona si es creciente o decreciente.

La sucesión (tí„;n  > J ), donde1 ‘

, 1 1 1
a » = 1 , r r -  + ?

es estrictamente creciente.
Tenemos que probar que cada término de la sucesión (u„; n > 1) es menor que el si

guiente, o bien, que para cada n í l s e  verifica: a „ . i -  a„ > 0. Se tiene:

1 > 0.
(n + U!

La sucesión (h*: n > 1) , donde:

,  1 1  1 2
b " =  1  +  T i  +  2!  +  " ' +  Ü T ^ ñ !  +  ñ i '

es decreciente.
En efecto:

_  2 1_ 2 _ 2 {n  + 1)  _ n -*■ 1 2 _  = n -  1 >
^  -  n !  n !  "  ( n  +  1 ) !  ”  ( n - l l !  ( n  +  l l !  Í n  +  1 H  ( n  +  1 ) !  "  '

■ 'Para cada n s N s e  define el factorial de n, que se denota por n!, de la forma:

0! = i, n! = 1 • 2 • • -n s it ie N " .
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Sucesión
geométrica

Dado un núm ero real q no nulo, de la  sucesión {q " )  direm os es la su cesió n  geo

m étrica de razó n  q.

Propiedades de la sucesión geométrica Se verifica:

1) Si q > 1 ,  la sucesión (qn) es estrictamente creciente y no está acotada supe
riormente.
Por ser q  > 0, para cada n e N  se tiene que q" > 0, y como q -  1 > 0:

(q -  l)q "  > 0, o bien q ” ~‘ > q";

es decir, la sucesión (q") es estrictamente creciente.

Por otro lado, si la sucesión (q") estuviese acotada superiormente, existiría e!
supremo del conjunto ¡t^"; n e  N ¡; denotándolo por 5, tendríamos que 5 > 0, de
donde (considerando que q > 1): (síq) < s, lo que establecería que s/q no es una cota 
superior de \q" ; n e  N¡, es decir, existiría m e N tal que

^  < q"', o bien s< q " '+[,

lo que estaría en contra de que 5 fuera el supremo de \q" ; n e  NJ |.

21 Si q = 1 ,  la sucesión (qn) es constante:

l ,  i ,  1 .........  1 ..........

3) Si 0  <  q < 1 ,  la sucesión (q1’) es estrictamente decreciente y podemos es
cribir-: í n f \q" ; n e  N }  =  0 .

Por ser q > 0, para cada n e N  se tiene que q" > 0, y como I -  q > 0:

(1 -  q)q” > 0, o bien c?" > t?" ' 1;

es decir, la sucesión ( q " )  es estrictamente decreciente.
Por otro lado, la sucesión (q") está acotada interiormente por 0, luego existe el 

ínfimo del conjunto de sus términos: I = ínf \q" ; n €  N|, y se verifica que / í- (). Ahora 
bien, si fuera I > 0, como 0 < q < 1 , se tendría que {llql > I, y en consecuencia I q 
no sería una cota inferior del conjunto \q" ; n s  N ¡, es decir, existiría m e  N tal que:

qm< - ,  o bien < ( " " ' < / ,q
lo que contradiría que I es el ínfimo citado. Se verifica, pues, que ínf {q“ ; n s H\ = 0. 

41 Si q < 0, la sucesión (q '1) no es monótona.
En efecto, para cada ti e  N* se verifica:

q2n 1 <q-" y q2n >q2"+\ 

y  por tanto la sucesión ( q n ) no es creciente y no es decreciente.
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U n a  su ce s ió n  

c r e c ie n te  es 

c o n v e rg e n te  si 

e s ta  a c o ta d a  

s u p e r io rm e n te , y  

t ie n e  lim ite  m as 

in f in ito  si no  lo

U n a

s. d e c re c ie n te  es 

co n v e rg e n te  si 

e s ta  a c o t a d ' 

m fe r io rm e n te , y  

t ie n e  lím ite  

m e n o s  in f in ito  ■>> 

n o  lo  e s tá

P r o p o s ic ió n  V . 2 2  Dada una s u c e s ió n  de números reales creciente, si está acota
da superiormente, entonces es convergente y  su límite es el supremo del conjunto 
de sus términos; si no está a c o ra d a  superíomente, entonces tiende a más infinito.

D em o stra ció n  Sea (it„)  u n a su cesión  creciente que está acotada su p c i.. rn .in te, es decir, 

el conjunto ¡t i„  ; n s N ¡  está acotado superiorm ente, y  p o r tanto adm ite u n  suprem o, >, 
fije m o s t >  0 . Entonces i  -  f  no es cota su perior del conjunto \a„ ; n e  N ), y  por tanto  

existe l ' E N  tal que s -  e <  tu- <  s, y  com o la sucesión es creciente podem os escribir:

V  í l  >  k , S  -  €  <  Oí. <  t l „  <  S.

En consecuencia, para e > 0  fijado, hem os encontrado un núm ero natural k tai que:

u „ E l i -  e,s  +  e ) ,

y  por tanto: s =  lim ( a „  i.

Si la sucesión ( « „ )  no está acotada superíom ente, entonces, si fijam os r  e  I  exisle  un 

núm ero natural k lal que >  r, y  com o la sucesión (<jn ) es creciente, podem os escribir:

V  n »  k. a„ > dk > r,

y  en consecuencia: lím ( ii„  ) = + < » .

Mutatis mutandis s e  d e m o s tr a r ía  la  s ig u ie n te

P r o p o s ic ió n  V . 2 3  Dada una sucesión de números reales decreciente, si está aco
tada mferiormente, e n to n c e s  e s  convergente y  su límite e s  el ínfimo del conjunto de 
sus términos; si no está acotada mferiormente, entonces tiende a menos infinito.

Mus ivopk’thhíi", d e  lo \uce.\ion qeometrUti C o m o  c o n s e c u e n c ia  d e  la s  p r o p o s i

c io n e s  a n te r io r e s , s e  t ie n e n  e s t a s  p r o p ie d a d e s  d e  la  s u c e s ió n  g e o m é tr ic a  (<ín):

I) Si q >  1 ,  entonces lim  (tjn ) =  + < » .

2 1  Si q =  1 ,  entonces lim  ( t } " )  =  1 .

3) Si 0  <  \q | <  1 , e n to n c e s  lím  (4 " )  =  0.

De 0 <  1q | <  l se deduce que lím ( | q | " )  =  0, o bien: lím ( 14 "  | ) =  0, y por tanto 

(cf. proposición V.8 , p. 3 3 2 1 :  lim (q ” ) = 0.

4) S iq  =  - l ,  entonces la sucesión (qn) no es convergente.
Pues su s subsucesiones (<?-” ) y  respectivam ente, son:

1 , i ,  1 ........... 1 ..........  y  -  I .  - 1 , - 1 .........  - 1 ..........

las cuales, aunque convergen, lo  hacen a n úm eros diferentes (cf. proposición V.ü, 

p. 330 ).
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5) S iq  < - 1 ,  entonces la sucesión (q” ) no es convergente.
En este caso, \q\ > 1, y lím ( | q |" ) = +<», y por tanto la sucesión (q") no es conver
gente, ya que si lo fuera, lo mismo acontecería con la sucesión ( | q ' ) (cf. corolario cic
la proposición V.10,  p. 332).

Podem os resum ir lo visto sobre la sucesión geom étrica (q " )  de razón q en el 

siguiente cuadro:

Sobre la sucesión 
geométrica (q")

q * -  1 no es convergente

0 < | q | <  1 converge a 0

q = 1 constante

q > 1 tiende a +co

V.5 SERIES DE NUMEROS REALES

1. D efin ición  de serie  Dada una sucesión  (a n ) de núm eros reales, se denom ina

Serie de números serie  de térm ino gen eral a „  a la sucesión  ( 5 „ ), donde:
reales n

=  y  ct„ — ¿tp +  n i +  • • ■ +  a „ .
p-  o

De la sucesión (S „ )  también direm os es la serie aso c iad a  a la sucesión  (a n ).

EJEMPLO 37 La serie de término general:

n + 1 ’

c o lo que es lo mismo: la serie asociada a la sucesión ( — — que se denomina serie ar-Serie armónica 1 \n + \ l
mónica, es la sucesión (5„) donde:

Sn =  1 + k  + ■ ■ ■ 12 n + I
EJEMPLO 38 De la serie asociada a la sucesión geométrica (q“ ), o bien: de la serie de término general q 

Serie geométrica (con q *  0), diremos es la serie geométrica de razón i¡; es decir, la serie geométrica de 
razón q es la sucesión (5„) donde:

Sn = 1 + q + q~ + ■ ■ ■ + q".

La serie geométrica de razón 1 es la serie (5„) asociada a esta sucesión constante:

1, 1 .........  I........

es decir: 5„ =  n + 1 para cada n. La serie geométrica de razón - 1  es la serie (5„) asociada a 
esta sucesión:

I, - 1 ,  1, - 1 ..........( - 1 ) " ..........

esto es: S_>„ = 1 y 2>2h+ i  = O para cada n.
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Serie 
convergente; 
suma de una 

serie

Serie divergente

EJEMPLO 39

2. Series convergentes  Sea ( a „ )  una sucesión de núm eros reales, y sea (S „)  su 

serie asociada. Si la sucesión (S„) converge a un número real S, es decir:

lím (S„) = S, o bien lím I V  a p ] =  i ’,
V p=o 1

de la serie {•>,,) direm os es convergente, y de sum a ,3', y escribirem os:

^ £í„ = 5 .
11=0

Si la sucesión ( 5 „ ) es no convergente, de la serie (Sn) direm os es d ivergente.

Estudiemos la convergencia o divergencia de la serie geométrica de razón q (cf. ejemplo 38) 
según los distintos valores de q:

■ Si = 1, la serie geométrica se reduce, como vimos en el citado ejemplo 38, a la 
sucesión Di + 1), que es no convergente. La serie geométrica de razón 1 es, pues, 
divergente.

• Si ij = -1, de lo visto en el ejemplo 38 sabemos que la serie geométrica admite una 
subsucesión que converge a 1 y otra que converge a 0; en consecuencia (cf. proposi
ción V.6, p. 330) es no convergente. En conclusión, la serie geométrica de razón -1 es 
divergente.

• Supongamos que 0 < |t¡ | < 1. Entonces q * 1, y la serie geométrica (S,,) (cf. anexo de 
este capítulo, p. 361) verifica:

1 -  1 S„ = — , n e  N.1 - q

Ahora bien, la sucesión (q ,i+l) converge a 0, pues es una subsucesión de la sucesión 
geométrica (t;'1) y estamos en el caso 0 < \q | <1 (cf. p. 349). En consecuencia (cf. pro
posición V .ll,  p. 333):

,r  t i- 1 -  d" + 1 1lim(5„) = lim — --------  =   .n-« 1 - q 1 - tí

De esta forma, concluimos: si 0 < |q| < 1, la serie de geométrica de razón q es 
convergente, y de suma 1/(1 - q ):

i
S / ' - r b -f! = {) 1

• Si | tí f > 1, demostraremos (cf. anexo, p. 361) que la sucesión (|S„| ) tiende a más 
infinito, y por tanto la sucesión (S „) es no convergente. Es decir: si |q| > 1. la serie 
geométrica de razón q es divergente.

Nota Se puede demostrar que la serie armónica (cf. ejemplo 37) es divergente. A
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EJERCICIO 14

EJERCICIO I 5

Sea (.4,,) la serie asociada a una sucesión (« „  i de números reales. Probar que una condición 
necesaria, pero no suficiente, para que la serie (A„) sea convergente es: lím Ui„) = 0 .

Admitimos sin demostración la siguiente

Proposición V.24 Sea ( a „ )  una sucesión de  núm eros reales. Si la serie de tér
mino general |t?„ | es convergente, entonces la serie de  término general tt„ también 
es convergente.

Dado un número natural k, demostrar que la serie asociada a una sucesión (u „ )  de número- 
reales es convergente si y sólo si la serie asociada a la sucesión (u „ . i)  es convergente. a

Proposición V.25 Si ( « „ )  y  l b n ) son dos sucesiones de núm eros reales tales 
que:

V n  e  N, 0 < ti„ =s b n,

entonces:
a) si la serie de término general b „ es convergente, la serie de término gene

ral a „  también es convergente;
b) si la serie de término general a „  es divergente, la serie de término general b„ 

también es divergente.

Demostración Sean (A „ ) y  !/ J„) las series cuyos términos generales son a» y b„, rcspec 
tivamente; es decir, para cada n e  N se tiene:

n n
A„ = X  ar v - X  V

P -o p-o

De la hipótesis se deduce:
V n 6  N, A„ «  B„, (IT

y  también que (A„ ) y (tí„ ) son sucesiones crecientes.
al Si la serie de término general b„ es convergente, es decir, la sucesión (II„) es conv er

gente, sea tí = lím (B „). Entonces (cf. proposición V.22, p. 349): tí = sup |B „ ; n e  V 
y de acuerdo con (17):

V n e  N , .4,, «  B„ « tí,

luego la sucesión (A „ ) está acotada superiormente; como además es creciente, es con
vergente (cf. proposición V.22, p. 349). Es decir, la serie (A „), de término general a 
es convergente.

b) Sí la serie de término general u „ es divergente, entonces la sucesión (A „) no esta 
acotada superiormente (pues en caso contrario, como es monótona creciente, seria 
convergente). Pero si la sucesión (.4,,) no está acotada superiormente, de (17) deduci
mos que la sucesión (B„ I tampoco lo está, y por tanto es no convergente. Esto es, la 
serie de término general b„ es divergente.
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Como consecuencia de esta proposición y del ejercicio 15 , se tiene el siguiente

Comparación de C oro lario  Si k es un número natural y las sucesiones de números reales (ctn)
series y  (bn ) vcriñcan: V n e  N, 0 a „ , < bn+k, o lo que es lo mismo:

\f n > k, 0 ^ a „  «  bn,

entonces:
a) si la serie de término general b,¡ es convergente, la serie de término gene

ral a „ también es convergente;
b) si ¡a serie de término general a „  es divergente, la serie de término general bn 

ttmibién es divergente.

3. O d íe n o s  de convergencia  A continuación, estudiam os dos criterios de con

vergencia de series muy utilizados.

Criterio de Proposición  V.26 Sea (ct„) ma sucesión de números reales distintos de 0 tal
d’Alembert que:

lím Cí II i 1 = 1, con l »  0.11 -  co a n
Entonces se veriñea:

• si 1 < 1 ,  la serie de término general |u,,| es convergente, y por tanto también
la serie de término general a n es convergente;

•  si 1 > 1 ,  la serie de termino general a „  es divergente.

Demostración En el caso / < ), sea I < q < 1. Entonces, para e - q - l, existe un número 
natural k tal que:

Uií + IV n > k, < I + c = q.

Sea C = ku l'í *■ Entonces:

\ak+[\ a q\ak\ Cqk+l, í  q |ufc+11 « Cqk 2,

y por recurrencia se prueba: V n » k, |a„| ■; Cq’1. Como la serie de término general Cq“ es 
convergente (cf. ejemplo 39, p. 351 ,  y proposición V.l 1, p. 333), se deduce (cf. corolario de 
la proposición V.25) que también la serie de término general |a„| es convergente, y por tanto 
(cf. proposición V.24) que lo es la de termino general a„.

Si / > 1, análogamente probaríamos la existencia de un número natural k tal que:

On-t i > 1  o bien V n » k, |u„ + i| > \a„ \ ,

luego no puede converger a 0 la sucesión (|an|), y por tanto tampoco la sucesión (u,,), y en 
consecuencia (cf. ejercicio 14) su serie asociada es divergente. c.o.ii.
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EJEMPLO 40

Criterio de 
Cauchy

Según los valores del número real «  *  0, estudiemos la convergencia de la serie asociada a la 
sucesión (« „), donde:

Se tiene:

y por tanto:

! t i  n  -  ] « ' ,e| n! la
U,¡ ( n  + 1 ) !  ot" n  +  1 '

|im I a *lL  = |¡m |«
=  0 <  1.a n l n-« n + 1

De acuerdo con el criterio de d ’Alem ber t , la serie asociada a la sucesión (a "/ (n !)) es enton
ces convergente para cualquier valor del número real «.

Nota Si al aplicar el criterio de convergencia de d’Alem bert a la serie de término gene
ral a„ obtenemos:

lím a „ , i = I,

entonces no podemos concluir que la serie sea convergente o que sea divergente.

Proposición V.27 Sea (a„ )  una sucesión de núm eros rea/es ral que:. ni

lím V\a„\ =  I, c o n l >  0 .
n -co  >

Entonces se  verifica:
•  s i l  < 1 , la serie de término general la,, | es convergente, y  p or tanto también 

la serie de  término general a n es convergente;
• s i l  > 1 , la serie de término g e n e ra la ,, es divergente.

Demostración F.n el caso l <  1, sea / <  c¡ <  1. Si fijamos e =  q  - l,  entonces existe un 
número natural k no nulo tal que:

V n »  k ,  l j \ a „ \  < 1  + c = q ,

y por tanto: V n  » k,  |u„ | < q " ;  como la serie de término general q "  es convergente (cf. ejem
plo 39, p. 351), se deduce (cf. corolario de la proposición V.25) que la serie de término gene
ral |«„| es convergente, y por tanto también la de término general a„.

Sea ahora I > 1. Si fijamos e = l -  1, existe tal que:

V n  » k ,  V \ a „  | > / - e = 1,

o bien: V n  ?  k ,  |a„| >  1, y por tanto la sucesión (a „ ) no puede converger a 0, y en conse
cuencia (cf. ejercicio 14) la serie de término general a„ es divergente.

" ’Si n e  N*, admitiremos que para cada x > 0 existe un único número real b » 0 tal que b" = x. Se 
denota: b = ‘{'"x.
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EJEMPLO 41 Estudiemos, según los valores del número real «, la convergencia de la serie asociada a la 
sucesión (an\ n >  1), donde:

ot"

Se tiene:
 a "  I |(X|
I Lln I — n"  l n

y  lím (I« i / » )  = 0 < 1 .  De acuerdo con el criterio  d e  C a u c h y , la serle  asociad a a la  su ce

sión {ctnln ” \n > 1 )  e s  convergente cualquiera que se a  el nú m ero  real « .

Nota A nálogam ente a com o sucedía con el criterio  d e  d 'Al e m b e r t , si al aplicar el criterio 

d e  C a u c h y  se  verifica:

entonces no podem os deducir s i la  serie asociad a a la  sucesión  (an) es convergente o 

d ivergente. k

V.6 SOLUCION DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio l Donde corresponde, hacem os referencia a las propiedades (a) y  (b) escritas en el 

(p. 310)  iexto:

<Cl) ( r c y y r ' c y i  => (x  + x ' < y  + y ') :
Se tiene:

. (a) ,
{x «  y )  = >  {x + x  «  y  +  x  )

y
( x ‘ «  y ’ ) ( x ’ +  y  ^ y '  +  y)

(x  +  x ’ «  y  + y ' !

(C2I (x  «  y )  => ( - y  «  - x ) :

Hacemos z =  —x  -  y  en (a):

(x  «  y )  = *  ( x  +  i - x  - y )  y  +  ( - x - y ) )  = >  ( - y  «  - x ) .

(C31 ( K j y  x '  < y ')  => ( x  +  x '  <  y  + y ’ i:
I.a implicación que querem os probar es equivalente a esta:

( y  + y '  «  x  + x ')

y  < x  
o

y '  <  x ' .
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Ejercicio 2 
(p. 31 5)

Ejercicio 3 
(p. 315)

Supongamos se verifica que y  +  y '  «  x  + x ' .  Si no ocurre que y  <  x ,  enton

ces x  i ' ,  de donde: - y  «  - x ,  y en consecuencia:

{—y  < - x  y y  +  y '  «  x  +  x ')  ^  ( y '  «  x ') ;

en otras palabras, si no ocurre que y  <  x ,  acontece entonces que y '  «  x ' .  La 

implicación es, pues, verdadera, y tam bién la del enunciado.

(C4) (x  < y  y z  > 0) => ( x z  < yz):
Con (b) deducimos que x z  <  y z .  Pero no puede ocurrir que x z  sea igual 

a y z ,  ya que en este caso se tendría que ( x  -  y ) z  sería nulo, lo cual no es 

posible, pues x  -  y  *  0  y z  *  0 .
/ X  + V

tC5) (x  <  y )  => ( x  <  — —  <  y
Como x  «  x  y y  y ,  con <C3) deducimos: 

( x  <  y )  =

x  +  x  <  y  +  x  

y = >  ( 2x  <  x  +  y  < 2 y ) ,

x  + y  < y  +  y

y con (C4) (haciendo z  =  1 /2 )  obtenem os la implicación que querem os probar.

Si 4  designa el conjunto (a,b), se tiene: A =  j x  €  OS | a < x  < b\, luego b  es una cota 
superior de .4. Además no hay otro número m enor que siga siendo cota  superior de 4 . 
En efecto, si y  es un número menor que b: y  < b, entonces: o bien y  «s a, con lo 

que y  ya no es cota superior de 4 ,  o bien y  e  4 ,  pero entonces podemos escribir:

v  +  b ,  y  +  b .
— €  4  y y  <  — —  <  h,

y tampoco en este  caso y  es cota superior de 4 .  Si b  es una cota superior del con
ju n to  4  y es la menor de sus cotas superiores, se tiene que b es el suprem o del 

conjunto 4 .
Análogamente se dem ostraría que sup (a , b J =  b.

Todo intervalo no vacío 4  que esté  acotado superiorm ente es de una de las seis 

siguientes formas:

[ a ,b ] ,  (a ,b ] ,  (—oo, f?], [ a ,b ) ,  (a ,b ),  o (-00  ,b ) .

donde a *  b. De acuerdo con el ejercicio  2, en todos los casos se tiene: b = su p 4. 
Si 4  es de una de las tres primeras form as, entonces: 4  u  ¡sup 41  =  4 ;  y si es de 
alguna de las otras tres, al unirle \b\ se obtiene alguna de las tres primeras (en 
concreto: [a ,b)  u  jb ¡  =  [a ,b ],  (a ,b ) u  {/?} =  (a ,b J y (-<x>,b)u \b\ =  ( —oo,¿»]). En 

cualquiera de los casos, el con junto 4  u  ¡sup 4 }  es un intervalo.
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E je r c ic io  4 

(P- 3 1  ()!

E je rc ic io  5 

(p . 320 )

E je rc ic io  6 

(p. 321 i

E je rc ic io  7

(p . 321

El n ú m e ro  m á x | x , y  ¡ e s  ig u a l a  u n o  d e  lo s  n ú m e ro s  x  o y ,  y m í n í x . y )  e s  ig u a l al 

o tro . P or tan to:

m á x l x . y }  +  m í n j x . y }  =  x  +  y .  ( 1 8 )

P o r o tro  lad o :

m á x l x . y }  -  m í n j x . y l  =  y  -  x  =  \ y  -  x  | , s i . y  «  y ,

m á x { x , y |  -  m í n | x , y |  =  x -  y = | x - y | ,  sí y  «  x ,

y  p o r  ta n to : m á x l x . y )  -  m í n l x . y )  =  j  x  -  y  | . S u m a n d o  m ie m b ro  a  m ie m b ro  

c o n  ( 1 8 ) ,  o b te n e m o s:

2 m á x | x , y )  =  ( x  +  y )  +  | x  -  y  | , o b ie n  m á x l x . y }  =  *  *  ^  ^  ;

y  r e s ta n d o  m ie m b ro  a  m ie m b ro :

x  +  v  I x  “  y  I 2 m í n í x t y |  -  [x  + y )  -  \x  -  y  \ t o  b ie n  m í n í x . j y ]  -  — ^

S u p o n g a m o s  q u e  e l c o n ju n to  a b ie rto  y  n o  v a c ío  A e s t á  a c o ta d o  su p e rio rm e n te . D e 

n o te m o s  p o r  s  s u  s u p re m o . S i o c u r r ie ra  q u e  s e s  u n  p u n to  d e  A ,  co m o  A e s  a b ie rto , 

e x is tir ía  u n  in te r v a lo  a b ie r to  ( a ,  fe) tal q u e : s e  (ti, fe) y  (ti, fe) Q A  P ero  si s e  (ti, fe),

p o d r ía m o s  d e d u c ir  la e x is te n c ia  d e  a lg ú n  s '  e  (ti, fe) (y  p o r  ta n to  s ’ e  A) d e  m o d o

q u e  a <  s < s ’ <  fe, lo  c u a l c o n tra d iría  q u e  s e s  el s u p r e m o  d e  A.
El c a s o  en  q u e  el c o n ju n to  A e s t á  a c o ta d o  in te rio rm e n te  e s  a n á lo g o .

S u p o n g a m o s  q u e  e l c o n ju n to  c e r r a d o  y  n o  v a c ío  C  e s t á  a c o ta d o  s u p e rio rm e n te . P o n 

g a m o s  s -  s u p C .  E n  p a rtic u la r : (s, +&>) e cc. Si s n o  p e r te n e c ie r a  a  C , e s  d e c ir , si 5 

fu e r a  u n  e le m e n to  de C c, c o m o  C '; e s  a b ie rto , e x is tir ía  u n  in te r v a lo  a b ie rto  (ti, fe) de  

m o d o  q u e : a < s <  fe y  (ti, fe) Q C c , y  e n  c o n s e c u e n c ia : (a , +<») =  (ti, fe)u(5, +<»> £  Cí , 
lo  q u e  e s ta b le c e r ía  q u e  ti e s  u n a  c o ta  s u p e rio r  d e  C , e n  c o n tra d ic c ió n  c o n  q u e  s  e s  la  

m ín im a  d e  s u s  c o ta s  s u p e rio re s.

El c a s o  en  q u e  el c o n ju n to  C  e s t á  a c o ta d o  in fe rio rm e n te  e s  a n á lo g o .

S e a  A u n  c o n ju n to  d e  n ú m e ro s  re a le s  q u e  e s , s im u ltá n e a m e n te , a b ie r to  y  c e r r a d o  (y, 

p o r  ta n to , ta m b ié n  .4 ' e s ,  s im u ltá n e a m e n te , a b ie r to  y  c e rra d o ). S u p o n g a m o s  q u e  A 

e s  n o  v a cío . P ro b e m o s q u e  e n to n c e s  d e b e  c o in cid ir  A c o n  R.

S e a  ti e  A. E n to n c e s  se  v e r ific a  q u e  e s  v a c io  e s te  c o n ju n to :

B =  A c o  ( - o o , a )  =  A c o  ( - o o . a ] .

En  e fe c to : s i  B  n o  fu e r a  v a c ío , c o m o  e s t á  a c o ta d o  s u p e rio rm e n te  p o r  ti, a d m itiría  

s u p r e m o : s u p B ;  a h o ra  bien , c o m o  B =  4 e n  ( - c o , u )  e s  a b ie rto  (p u e s  e s  la  in te rse c c ió n
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Ejercicio 8 
(p. 330)

Ejercicio 9 
(p. 334)

Ejercicio 1 0 
(p. 335)

Ejercicio 1 1

(p. 3 4 1 )

de dos conjuntos abiertos), se tendría (cf. ejercicio 5): supfi £ B; pero B =  Ach (-o o ,u ]  
es cerrado (por ser intersección de conjuntos cerrados), luego también se tendría 
(cf. ejercicio 6 ): sup 6 e  B, lo que lleva a absurdo. Debemos suponer, pues, que B es 

vacío.
Análogamente se demostraría que tam bién es vacío este conjunto:

D =  Ac n (a, +oo) =  Ac n [a , +o o ).

Finalmente, como: B u D =  (Ac n ( -o o ,a ) )  u (Ac n [a , + ° ° ) )  =  A1, concluimos

c|ue Ac es vacío, es decir: A  — R.

Sea (an ) una sucesión convergente, con lím (an) =  I. Si fijamos c =  1, de la definición 
de convergencia se deduce la existencia de tm núm ero natural k tal que:

V n > k, a „  e (f -  1, í +  1) .

Si k =  O, esta condición afirma directam ente que la sucesión (a„ ) está acotada; pero 

si k >  1 , definimos:

M = máx {/ +  l , a o , f l i , - - - , a t - i }  y m =  mín {l -  1, a 0, a ¡ .........a t - i } ,

y podemos escribir: V n e  N, m <  a n «  M, lo cual nos señala que la sucesión (n„ 
también en este caso está acotada.

Sabemos (cf. ejercicio 4, p. 316) que

< 1 ti +  bn , d  n — b n \ Q-n +  b n \Un — bn \
Un — ---2---+ ---- 2  ! = ----2--------  2--'

La sucesión (a n +  b„) es convergente, y su límite es a + b (cf. proposición V. 11, 
p. 333); la sucesión (\a„ -  b„\) tam bién es convergente, y su límite es \a -  b\ (cf. co
rolario de la proposición V.10, p. 332). F.n consecuencia, de (19) se deduce que las 
sucesiones ( u „) y (n„) son ambas convergentes, y

,, . . a + b \ a - b \  . , , ,
hm (u M) =  —- —  + — -—  = max|a, bj,

. . .  , a + b \ a - b \  , .
Iim (vn) = —    —  =  min {a ,b }.

i- ¿.

Si ( a n ) una sucesión que tiende a más infinito, y b  es un número real, entonces todos 
los términos de la sucesión (a,}) de orden mayor o igual que algún k 3» 1 son mayores 
que b\ el número mín ib, ao,a  i , . . . ,  f l t - i } es cota inferior de la sucesión (a n ).

La sucesión (- c „ ) converge a - /  (cf. proposición V .l 1, p. 333), y - l  > O, luego (cf. co
rolario de la proposición V .l5, p. 337) la sucesión ( a „ ( - c „ )) tiende a más infinito, \ 
por tanto: lím (ancn) = -oo.

La sucesión ( - b n) tiende a más infinito; teniendo en cuenta lo demostrado en el 
párrafo anterior: lím ( ( - b „  )c fí) =  -oo, y en consecuencia: lím (bncn ) =  + « .
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Ejercicio 1 2 
(p. 341)

Ejercicio 1 3 
(p. 346)

Ejercicio 1 4 
(p. 352)

Ejercicio 1 5 
(p. 352)

Como l ím  (a „ )  =  -<» y  l ím  (b „) - -<x>, se tiene: l ím  ( - a , ¡ )  =  + ™  y  l lm  (~bn) = + <», y 

por tanto (cf. corolario de la proposición V . l 5, p. 337):

lím (a nbn) =  lím ( ( - a „ ) ( - f i f,) )  = +oo.

Dado un número real x, podem os escribir:

a' e  (a ,b ) 

x  es interior a B 3 ia ,b ),  y

(a ,b ) £  B

x  no es adherente a Bc,
x  e  (ti, b)

<=> 3 (a ,b ) , y

(u, b) n B c = 0

es decir: x  es interior a B precisam ente si x  no es adherente a Bc. En consecuencia, 

el com plem entario del conjunto Bc es precisam ente el conjunto 6, esto es:

Bc~ c = ( r  ) ‘ = B.

Si la sucesión (A „)  es convergente, entonces la sucesión (/3„+i) también es conver

gente y tiene el mismo límite (cf. proposición V.7, p. 3 3 1) , y  por tanto:

lím U „ _ i  -  A „ )  =  0;

pero: .4„ + ) -  A „ = a „ +1 , luego: lím (a n . t ) =  lím (u„)  = 0.

La condición no es, efectivam ente, suficiente. Por ejem plo, la sucesión (1 / (n + 1))  

converge a 0, y  sin em bargo la serie asociada a ella: la serie armónica, es divergente 

(cf. nota de la p. 3 5 1) .

Para evitar trivialidades supondrem os que k > 1 .  Se tiene:

■Su =  U n  +  M i +  • • • +  U n  y  S n = iik  +  t r i  + i +  - ■ - +

y por tanto: S„+k = .Sk-\ + S'n. De esta forma, la sucesión (S „+0  es convergente 

precisam ente si lo es la sucesión (5,',) (obsérvese que 9* . 1 es constante: no depende 

de n). Como la sucesión (Sn) es convergente cuando y  solo cuando lo es la suce

sión (9fIlt) (cf. corolario de la proposición V.7, p. 3 3 1) , se concluye que la suce

sión (.9,,) es convergente si y sólo lo es la sucesión (9,',).

ANEXO

1 . O p era cion es con su cesiones co n verg en tes  Dem ostram os aquí la propo

sición V . l l  (cf. p. 333). Sean ( a„ )  y (b „)  dos sucesiones convergentes, de limites 

respectivos a y b.
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I) Si <x y  ¡} son clos núm eros reales, entonces ¡a sucesión ( <xan + p b n ) es conver
gente, y  lím (« a ,, + p b n I = « a  + pb.
Si los números reales «  y p son simultáneamente nulos, entonces (íxíí„ + p b „ ) es la 
sucesión con todos los términos iguales a 0 , y esta sucesión converge a 0 .

Por el contrario, supongamos que ix y p no son simultáneamente nulos, y  fije
mos e > 0 arbitrario. Entonces |«| - l/>l *  0, y considerando el número real posi
tivo e/(|tx| + \p\), como la sucesión (a „ ) converge a a, existe k¡ e N tal que:

V n > fc|, |a - a „| < l«| + \P\'

y como la sucesión lb„) converge a b, existe f e e N  tal que:

Vn>fc2’ l b - h" '  < \¿ÍTW \-

Por tanto, si n > máx{k|,fc;>), se verifica:

Ul - lh' l < M T W \  y |b - f c J< Ñ T W  (2Ch

Ahora bien, para cada n e  N se tiene (cf. propiedades del valor absoluto, p. 315):

<xa +  pb -  ( a a „  +  p b „ ) | =  |<x(a  -  a „ )  +  p ( b  -  b „ )  |

«  |tx(a - a „)| - lp(b -  b,,)|
= |tx| ¡6t - a „| + \p\ |b -  b „|,

y si n » máx{ki ,k2 Í, de (2 0 ) se deduce:

ixa + pb - (<X6t„ + pb„ ) | < |ot| i—, £ , + \p\ « I + |0 | '

En conclusión: habiendo fijado e > 0, existe k e N —nos sirve k = máx{fc|,fc2l — 
tal que: V n ? k, \aa + pb - (ixa„ + pb„) \ < e. Es decir, la sucesión (aa„ + pb„ • 
converge a «a  + pb.

2) La sucesión (a „ b n ) es convergente, y  lím (anb„  ) = ab .
En efecto. Como la sucesión (a „ )  es convergente, también lo es la sucesión (|a „| • 
(cf. corolario de la proposición V.10, p. 333), y por tanto está acotada superiormen
te por algún número real C > 0 (cf. ejercicio 8 , p. 330): V n e N, |n„l «  C, y para 
cada n e  N se verifica (cf. propiedades del valor absoluto, p. 3 15):

\ab -  a „b „ \ = ¡ab -  a „b  + a „b  -  a„ b„  | = \b{a -  a„)  + a„ ( b  -  b„)\

s |fila - a „)| + |« „(fi - b„ )| = |b\ a -  a„  | + |a„ | b -  1>„| 
í  |fc| |a -  a„\ + C \b -  b„ I ,

es decir:
V  n e  N, lab -  a „ b „ I < \b\ fi7 - a „| + C \b -  b„\ . (2 1 )



V.7. ANEXO

De acuerdo con la propiedad anterior (linealidad), vemos que converge a 0 la suce
sión (|fo| \a -  a„ | + C ¡b - b„ | ), pues las sucesiones (|ti -  a n I ) y (Ib - b„ \) conver
gen a 0. De (21) se infiere que la sucesión (\ab - a„b» \ ) también converge a 0, o lo 
que es lo mismo: la sucesión (a„b „) converge a ab: lím (a„b , ¡) = ab.
-i i ti \ ^3) Si b =t= u, entonces lím  ̂—  J  = —.

La sucesión converge al número positivo |b|, y por tanto, considerando el
número positivo |fo| /2, existe ti» e  Fú tal que para cada ti s= n« se tiene:

Ifinl e  (|f i|  -  - y - ,  \b\ + , obien - y  <  |b„| <

de donde:

3 |fc|

V ti > ti», Ifiiil > -^y > 0; (22)

en consecuencia: V o > n», b„ ¿  0, y la sucesión ( : n > ti,, ] está bien definida. De
V /

acuerdo con (22), para cada ti » ti,, se verifica:

| ti <i„ I \dbn - a nb\ \abn -a„b\ 2 , ,
r  "  i-  = — ii ni i—  < ii i / ii i ít\' = 7v>I b b„\ IM IfiJ |f>|(|fj|/2) b-

Pero la sucesión (\ab„ -  a nb \; n > n») es subsucesión de la sucesión (|ttíi„ -  a „ b | ), 
la cual converge a ab - ab  = 0 (por linealidad). Por tanto: lím (\ab„ -  a „b  |) = 0, y 
de (23) se infiere:

l i m ( l f - £ l ) = 0 ’
y en conclusión la sucesión {anlbn\ ti » ti») converge a a/b: lím ( y 1 ) = y

2. Sobre la serie geom étrica  Si q es un número real distinto de 1, y iS») es la 

serie geom étrica de razón q, se verifica:

„  l - q "  + 1 
S" -  1 - q  •

En efecto, se tiene: Sn = 1 + q + q2 + - - ■ + q'\  y podem os escribir:

S m — qSn = ( i + q t q~ + - * • -i- q n) — q( I + q -t- q~ + • ■ ■ + q n)

= (1 + q + q2 + ■ ■ ■ + q n) -  (q -  q¿ + tj3 + - ■ ■ + q n" 1 ) = 1 -  £t" + l ,

de donde (considerando que q *  1): S „  = (1 -  t/'! 11 ) /( l  -  q).

Con las m ism as notaciones, si |q| > 1, entonces: lím<|S„| ) = +oo. En efecto.

Si (T „)  es la serie asociada a la sucesión geom étrica de razón q~l :

T„ =  l + -  +¿1 i j ' C]



362 V. SUCESIONES DE NÚMEROS REALES

se verifica: S „ = q " T„ ,  de donde: |5„| = |íj|"|T„|. Dado que | q \ >  1 , resulta 
(cf. p. 349): lím ( \q | " )  = +oo; y dado que [ q ~ ] \ < 1, resulta (cf. ejem plo 39, p. 351):

lím ( i r „ i ) =
1 - q - 1

cjue es un número positivo. Con el corolario de la proposición V.15 (cf. p. 337), se 
concluye: lím (!S „ | ) =  +co.



RECAPITULACION 1/

RECAPITULACION V

/ 7  co n ju n to  d e  tos n ú m eros reules  R e c u é r d e s e  q u e  K  d e s ig n a  el c o n ju n t o  d e

lo s  n ú m e r o s  r e a le s :

•  E x iste  u n a  c o r r e s p o n d e n c ia  b iy e c t iv a  e n tre  lo s  n ú m e ro s  r e a le s  y  lo s  p u n to s  de  

u n a  r e c ta  c u a n d o  en  é s t a  s e  A ja n  u n  o rig e n  y  u n a  u n id a d  o rie n ta d a .

•  El c o n ju n to  d e  lo s  n ú m e ro s  re a le s , d o ta d o  d e  la s  o p e ra c io n e s  a d ic ió n  y  m u lti

p lic a c ió n , tie n e  e s t r u c t u r a  d e  c u e r p o  c o n m u t a t iv o .

E le m e n to  n e u tr o  d e  la  s u m a : 0. O p u e s to  d e l n ú m e ro  re a l x :  - x .

E le m e n to  n e u tr o  d e  la  m u ltip lic a c ió n : 1 . In v e r s o  d el n ú m e ro  r e a l x  n o  n u lo  

( x  4  0 ): 1  / x .

•  L a  r e la c ió n  «  e s  u n a  r e la c ió n  d e  o r d e n  to ta l e n  R .

L a  n o ta c ió n  x  <  y  s e  lee : “x  e s  m e n o r  o  ig u a l q u e  v ” . L a  n e g a c ió n  d e  x  s  v  se  

d e n o ta : y  < x ,  q u e  s e  lee : " y  e s  m e n o r  q u e  x " .

L a  r e la c ió n  x  <  y  e s  c o m p a t ib le  c o n  la  s u m a : x  y  => x  + z  <  y  +  z, y  c o n  la  

m u ltip lic a c ió n : ( x  s y  y  z ? 0 ) => ( x z  y z ) .
C o n s e c u e n c ia s :

•  Se  c o n s id e r a  un  c o n ju n to  4  d e  n ú m e r o s  re a le s  (e sto  e s : A  s  R):

o  El c o n ju n to  A  e s t á  a c o l a d o  s u p e r io r m e n t e  si: e x is te  l i e R  q u e  e s  m a y o r  

o ig u al q u e  c a d a  u n o  d e  lo s  e le m e n to s  d e  A.

D e b se  d ice: b e s  u n a  c o t a  s u p e r io r  d el c o n ju n to  A.  

o  El c o n ju n to  A  e s t á  a c o t a d o  in f e r io r m e n t e  si: e x is te  b e l  q u e  e s  m e n o r  

o  ig u a l q u e  c a d a  u n o  d e  lo s  e le m e n to s  d e  .4.

D e  b se  d ic e : b e s  u n a  c o t a  in fe r io r  d e l c o n ju n to  4 .  

o  El c o n ju n to  4  e s t á  a c o t a d o  si: 4  e s t á  a c o ta d o  s u p e r io r  e In fe rio rm e n te . 

o  El n ú m e ro  re a l b e s  m á x im o  d el c o n ju n to  4  si: b e s  u n a  c o ta  s u p e rio r  

de A y  b e  A.
Se  e s c rib e : b =  m á x .4 .

o  El n ú m e ro  real b e s  m ín im o  d el c o n ju n to  4  si: b e s  u n a  c o ta  in fe r io r  d e  4  

y b e A .
Se  e s c rib e : b  =  m i n 4 .

o  ( x  «  y  y  x '  «s y j (x  +  x '  «  y  +  y j \

M x « y ) = í  { - y  <  - x ) ;  

o  ( x í y y x ' < / )  = >  ( x + x '  < y  + y j\  
o  ( x  < y  y z > 0) =>  ( x z  <  yz)\



V. S U C E S IO N E S  D E  N Ú M E R O S  REA

o Si ,4 está acotado superiorm ente y 4  no es vacío: existe el suprem o de .4: 
cota superior mínima de A.
F.1 suprem o de A  se denota: sup A. En símbolos:
( V x  e  A,  x  <  b) <=> (sup.4 «  b). 

o  Si 4  está acotado interiorm ente y .4 no es vacío: existe el ínfim o de .4: 
co ta  inferior máxima de ,4.
El ínfimo de A se denota: ínf .4. En símbolos:
( V r  £  A, a  <  x) <=> (ti «  ín f4 ) .

Propiedades (4  es no vacío):

o  si A  está  acotado superiorm ente:
(x  <  sup.4) => ( 3 y  e  4 ,  x  <  y  í  su p 4 ); 

o si 4  está  acotado superiorm ente y sup 4  e  4 :  sup 4  =  m á x 4 ; 
o  si 4  está  acotado inferiorm ente y ínf 4  E 4 :  ínf 4  =  mín 4 .  
o  Propiedad arquim ediana de los núm eros reales: si y  >  0  y x  >  0, exis

te m  e  N tal que mx > y .
Si x  >  0, existe m e  N* tal que (1 ¡ m )  < x.  

o  Si 4  no está  acotado superiorm ente, se escribe: sup 4  =  +co.
Condición necesaria y suficiente: V l t e K ,  3 x  €  4 ,  x  >  b. 

o  Si 4  no está  acotado inferiorm ente, se escribe: ín f4  =  -oo.
• Intervalo de núm eros reales: cualquiera de los siguientes conjuntos (donde a 

y b son núm eros reales tales que a «  b)\
o ( a , b) = ( x e K i a < X <  b}\
o

*

{ X € IR 1 a X <  b}\
o (a, b]  = { x  e K 1 a < X «  b}\
o [a , b ) = ¡x e IR 1 u í X

■oV

o lu , +oo) =  { * E IR X a\\
o (a , +oo) =  íx £ IR X > a} ;
o (-oo, b] =  {x £ IR |X b};
o (-oo ,b) = {x € IR | X < b};
o  IR; 
o  0.

Si a  =  b, entonces los intervalos (a ,b ), (a ,b J y [a , b) representan el conjunto 
vacío: 0 .
Se tiene: [a, a J =  ¡a}.
Intervalos acotados: los que son con juntos acotados: [u .f i j,  (a, b], [a,b>. 
{a,b)y<ñ.
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V a lo r  a b s o lu t o  d e  u n  n ú m e ro  re a l x : | x | =
x ,  si x »  0 , 

- x ,  si  x  <  0 .

Propiedades:

o  | x y  | =  |x| | y  | ;

o  ( d e s ig u a ld a d  tr ia n g u la r )  | x  + y  \ < Ix  I +  | v  | ;

 ̂ 11x l - I y 11 Ix -  y I •
•  Consideram os un conjunio A  de núm eros reales:

o  P u n t o  in te r io r  de A  (o interior a A): punto (o núm ero real) x  para el que 

existe un intervalo (n, b), con a < b, tal que: x  €  (a , b) y (a , b) s  A. 
o In te r io r  de A: conjunto de su s puntos interiores.

Se denota: A.
Propiedades:

A  c  A;
si A q B ’. Á q B.

o Conjunto a b ie r to : A es abierto significa: todos sus puntos son interiores: 

A  s  A.

Un conjunto A  es abierto precisam ente si: A  =  A.

La unión arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

La intersección finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 

I n t e r v a l o s  a b ie r t o s : los que son conjuntos abiertos:

(a ,b ),  (— 00, í?) ,  ( a , + 00),  R y  0.

o Conjunto c e r r a d o : un conjunto C  de m ineros reales es cerrado si: su 

com plem entario: R -  C =  C ,  es abierto.

La intersección arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. 

La unión finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

I n t e r v a lo s  c e r r a d o s :  los que son conjuntos cerrados:

[ a , b ] ,  (— 00, ¿ i] , [ íi.+ o o ), IR y  0.

Su cesion es d e  n ú m eros reules
• S u c e s ió n  d e  n ú m e r o s  r e a le s :  aplicación de N en R.

Se denota: i a n; n  €  N), o también: ( a „ ) (donde a „  es la im agen del número 

natural 11).

T é r m in o  d e  o r d e n  k de la sucesión (a „ ) : im agen del núm ero natural k:
• La sucesión ( a „ ) está  a c o t a d a  s u p e r io r m e n t e  si: existe b e  R tal que:

V  ji e  N, a„ « b.
La sucesión (n„)  está  a c o t a d a  in fe r io r m e n t e  si: existe a  e  R tal que:

V  n e  N, a  ^  a n.

La sucesión ( n „ )  está  a c o t a d a  si: está  acotada superior e inferiorm ente.
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• Subsucesión de una sucesión (a „ ) : una sucesión (a p¡„>), donde p es una apli
cación de N en N estrictam ente creciente (es decir, verifica:
V n  €  N, p in ) <  p(n  +  1)).

El término de orden k de la sucesión (a p¡n;) es: a pn-i (coincide con el término 
de orden p(k) de la sucesión (« „ )).

La sucesión (a„+k) tam bién se denota: (a „ ;n  > k).
• La notación: ( f ( n ) ; n  »  k), donde k e  N y  /  es una aplicación del con jun

to 1 k ,k  +  1, k +  2 , . . . }  en OS, designa la sucesión siguiente: [ f ( n  + k)).
• La sucesión Ut„) es constante si: todos sus térm inos son iguales a un mismo 

número c e  OS: V n  e  N, a „  =  c. También diremos que (a„) es constante si 
existe no e  N tal que a n = c para todo n > no-

Sucesiones convergentes. Lim ites infinitos Consideramos una sucesión de 

núm eros reales ( a M):
• Que la sucesión (ci„ ) converge ¿ti número real /, o que I es lím ite  de la suce

sión (a,i), significa:

V e >  0, 3 k e  N, V n >  k, a „  e  (i -  e, l + e)

(para cada e > 0  todos los térm inos de la sucesión, salvo posiblem ente una 
cantidad finita, están en (/ -  c, I. + e)).
Se denota: lím (a „ ) =  /, o tam bién: lím a „  = i, que se lee: “el límite de lan — <x>
sucesión (a„)  cuando n tiende a infinito es l".
Sucesión convergente: la que converge a algún núm ero real.
Sucesión no convergente: la que no converge a ningún núm ero real.

• Propiedades de las sucesiones convergentes:
o el lím ite de una sucesión convergente es único; 

o toda subsucesión de una sucesión convergente es  una sucesión conver
gente que tiene el mismo límite; 

o  toda sucesión convergente está acotada; 
o  toda sucesión acotada admite una subsucesión convergente; 

o la propiedad de convergencia a un lím ite es independiente de los k pri
m eros térm inos de la sucesión: si la subsucesión (a,,;n  k) es con
vergente, tam bién lo es la sucesión (an) y el lím ite es el mismo; esto 
es: lím (a n) = lím (a „ ;n  »  k); 

o  lím (a„) = I <=* lím (an -  l) = 0  <=> lím (\a„ -  i I ) =  0 ; 
o  si las sucesiones (« ,,)  y  (bn) verifican: V n no, |a„| «  \b„I (para al

gún no €  N), entonces: lím ib „)  = 0  => lím (a „ ) =  0; 
o si las sucesiones (an) y (b„)  convergen a t i y a  b, respectivam ente: 

lím (|«„| ) =  |a|, lím (a a n + f$bn) = « a  +  fb ,
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lím  {a nb „ ) =  ab,  lím { an /bn) =  a i b  (si b *  0), 

lím  ( P{ a„ ) }  =  P { u l  (d o n d e  P  e s  u n  p o lin o m io );

•  Q u e  la s u c e s ió n  ( a „ )  tie n d e  a  m á s  in fin ito  (+ « > ) s ig n ifica : p a r a  c a d a  b e l ,  

e x is te  k e  N tal q u e  to d o s  lo s  té rm in o s  d e  la  s u c e s ió n  d e  o r d e n  m a y o r  o  

igu al q u e  k s o n  m a y o r e s  q u e  b.

En s ím b o lo s : V  £> e  R , 3 k e H ,  V n e N ,  =» a n >  b.

Se  d e n o ta : lím  ( a „ )  =  + 00, o  ta m b ié n : lím  a n =  + 03-n  *<o
•  Q u e  la s u c e s ió n  ( a N) t ie n d e  a  m e n o s  in fin it o  ( - c o )  s ig n ific a : p a r a  c a d a  b €  IR. 

e x is t e  k €  N  ta l q u e  to d o s  lo s  té rm in o s  d e  la  s u c e s ió n  ( a „ ) d e  o rd e n  m a y o r  o  

ig u a l q u e  k so n  m e n o re s  q u e  b.

En  s ím b o lo s : V  b e  ¡R, 3  k e  N , V  n e  N , n  >  k => t í„  <  b.
Se  d e n o ia : l í m ( a „ )  =  - e o , o  ta m b ié n : lím a n =  - c e .

•  P ro p ie d a d e s  d e  lo s  lím ite s  in fin ito s :

o  si lim ( u „  > =  + co  o  lím ( t i „ )  =  - c o :  la  s u c e s ió n  ( t í „ ) n o  e s  c o n v e r g e n te :  

o  e l lím ite  d e  u n a  s u c e s ió n  e s  ú n ic o , ta n to  s i  e s  fin ito  c o m o  in fin ito ; 

o  c o n d ic ió n  n e c e s a r ia  y  s u fic ie n te  d e  lim ite  m á s  in fin ito : lím  ( a „ ) =  +00 si 

y  s ó lo  si to d o s  lo s  té rm in o s d e  (a„),  s a lv o  q u iz á  u n a  c a n tid a d  fin ita , so n  

p o s itiv o s  y  lím  ( l / t í „ )  =  0: 

o  c o n d ic ió n  n e c e s a r ia  y  s u fic ie n te  d e  lím ite  m e n o s  in fin ito : l í m ( a „ )  =  -00 

si y  s ó lo  si to d o s  lo s  té rm in o s d e  ( a n ), s a lv o  q u iz á  u n a  c a n tid a d  fin ita, 

s o n  n e g a tiv o s  y  lím ( I / « „ )  =  0.

•  C u a d r o -r e s u m e n  d e  p r o p ie d a d e s  p a ra  el c á lc u lo  d e  lím ite s  (c u a n d o  la  s u c e 

sió n  ( u „ )  e s  c o n v e r g e n te , ti d e n o ta  s u  lím ite : c u a n d o  lo  e s  la  s u c e s ió n  ( fr „ ) .  

b d e n o ia  s u  lím ite ; '? ’ s ig n ific a  q u e  n o  s e  p u e d e  a s e g u r a r  n a d a  d e  la  s u c e s ió n  

c o rr e s p o n d ie n te ):

l í m  ( « „ ) l í m  ( f i „ ) l í m  ( a „  +  b „ ) l i m  ( t i , , ! » , , )

a b a +  b a b

a * 00 + 0 0

+  oo, s i  a >  0  

-  oo ,  s i  a  <  0  

? ,  s i  t !  =  0

a - 0 0 — CO

-  w ,  s i  t i  >  0  

+  c o ,  s i  t í  <  0

? ,  s i  t í  =  0

+  CO +  08 +  CO +  C0

+  03 — co ? -  00

— 00 -  co — 00 +  co
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Límites y polinomios: si P  es un polinomio de grado p  >  1 y a v es su coeficiente 
de grado p  (es decir, el coeficiente de n p):

lím Pin) =II -co
+  od, si a p >  0 ,

- ( » ,  si a p < 0 ;

y si Q es un polinomio de grado q > 1  y bq es su coeficiente de grado q:

P y q lím .. Pin)
lim 7TTT o-» (¿ in )

p >  q +  CXI

+  co, si > 0 
‘Si

-o o , s i ^ < 0

p  = q lím ( 1 ) = 1
a p

b ‘i
p < q 0 0

• Consideramos un conjunto .4 no vacío de núm eros reales y un número real a. El 

punto a es punto adherente de A significa: existe una sucesión cuyos términos 
son puntos de A y que converge a a.
Adherencia de A: el conjunto de los puntos adherentes de A.

Se denota: A.
Convenio: 0  =  0.
Propiedades:

o  a e  A precisam ente si: cada intervalo no vacío, abierto y acotado, al que a 
pertenece contiene puntos de .4; 

o  dado un con junto  no vacío acotado superiorm ente: su suprem o pertenece 
a su adherencia;
dado un con junto no vacío acotado inferiorm ente: su ínfimo pertenece a 

su adherencia; 
o  A c  A (todo punto de A es adherente a A); 

o  A es cerrado;
o  una condición necesaria y  suficiente para que ,4 sea cerrado es: A =  A; 
o  si A c  B: A c  B\
o  si los térm inos de una sucesión convergente son puntos de un conjunto 

cerrado, su límite pertenece al con junto cerrado.

Sucesiones m onótonas  Consideramos una sucesión (a „ i  de núm eros reales:

• La sucesión (u „) es creciente si: V n e  N, a „  «  a n+i.
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La sucesión (t?n ) es decreciente si: V n e  N, a n > a n*\ ■
La sucesión  ( a n ) es estrictam en te creciente si: V n s  N, a n < a n , j.

La sucesión  ( a „ )  es estrictam en te decreciente si: V n e  N, a n > a n . i.
La sucesión  (a n) es m onótona si: es creciente o es decreciente.

♦ Si (a „ )  es creciente y está  aco lad a superiorm ente, entonces es una sucesión 

convergente; si es creciente y no está  acotada superiorm ente: lím (a „  ) =  +oo.

Si (í?it ) es decreciente y  está  acotada inferiorm ente, entonces es una sucesión 

convergente; si es decreciente y  no está  acotada inferiorm ente: lím ( a „ )  =  -<».

• Sucesión geom étrica  de razón q {q é  0): ia sucesión 

Propiedades:

o  si > 1 : lím (q ” ) = +  cc;

o  si tj =  1 :  lím (tj")  =  1 ;

o si 0 <  |<¡ | < 1 :  lím (qn) = ü;

o  si q - 1 :  la sucesión ( íí" )  no es convergente.

Series de números reales  Consideram os una sucesión (a „ ) de núm eros reales:

•  Serie aso c iad a  a la sucesión (n ,¡), o serie  de térm ino gen eral a „ :  la suce

sión (.Su) donde =  ao +  tii + • • • +  a n.
•  Que la serie de térm ino general a n es con vergen te, y de sum a S, significa: ia 

sucesión (9,,) es convergente y de límite 9 ; es decir: lím í £  ) =  S.

Se denota: £  a n = S.
n-0

Serie d ivergen te : la que no es convergente.

Si la serie asociada a una sucesión (a n; n > k) es convergente y de sum a .9,
CO

tam bién se escribe: £  a n = S.
n - k

•  Propiedades:
o si la serie de térm ino general |u„ I es convergente, tam bién lo es la de 

térm ino general a n\ 
o  una condición necesaria, pero no suficicnle, para que la serie de término 

general a n sea convergente es: lím (u„ )  = 0 ;  

o  (com paración de series) suponem os que las sucesiones ( a „ )  y  (bn ) son

tales que: V «  e  {k,k+  1 ___), 0 «  a n < bn (para algún k e  N):

si la serie de térm ino general bn es convergente, tam bién lo es la  de tér

mino general a n:
si la serie de térm ino general a n es divergente, también lo es la de término 

general bn;
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o  (criterio de convergencia de d’Alembert) suponemos:

límn — oo a,
= l, con l u 0;

si / < 1 : la serie de término general |n„ | es convergente; si / > 1 : la serie 
de término general a n es divergente; 

o  (criterio de convergencia de Cauchy) suponemos:

lím y |n j  = /, con / > 0;

si / < 1 : la serie de término general |a„ | es convergente; si / > 1 : la serie 
de término general a „ es divergente; 

o  la serie asociada a la sucesión (l/n-; n > 1 ) es convergente.
Serie armónica: la asociada a la sucesión (i/ (n  + 1)); es divergente.
Serie geométrica de razón q (q 4=- 0): la asociada a la sucesión geométrica de 
razón q.
Propiedades:

o  si |t}| > 1 : la serie geométrica de razón q es divergente;
00 1 

o si 0 < | íj | < 1 : X  4 " = y —  -
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A .l CONJUNTOS

1.  P rim era s nocion es so b re  con ju n tos  E l c o n c e p to  d e  c o n ju n to  e s  fu n d a m e n 

tal e n  to d a s  la s  r a m a s  d e  la s  M a te m á tic a s.

D e fin im o s  in tu itiv a m e n te  u n  c o n ju n to  co m o  u n a  c o le c c ió n  bien definida d e  ob- 

Conjunto y je t o s  p e r fe c ta m e n te  d ife r e n c ia d o s  e n tre  sí, q u e  d e n o m in a r e m o s  e le m e n t o s  d e l con- 

elem entos ju n to .

P or “b ie n  d e fin id a " e n te n d e m o s : d a d o s  u n  c o n ju n to  y  u n  o b je to  c u a le sq u ie ra , 

p o d e m o s  s a b e r  d e  fo r m a  in e q u ív o c a  s i  e l o b je to  e s  o n o  e s  e le m e n to  d e l c o n ju n to .

El té rm in o  conjunto fu e  in tr o d u c id o  p o r  C a n t o r . 1

EJEMPLO 1 Consideremos el conjunto cuyos elementos son las cifras de la numeración decimal:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

De la letra griega a podemos decir, sin lugar a dudas, que no es un elemento de este conjunto; 
en cambio, 3 sí es un elemento del conjunto.

EJEMPLO 2 Consideremos el conjunto cuyos elementos son las letras del alfabeto griego. En este caso, la 
letra «  es un elemento de este conjunto; en cambio, 3 no lo es.

EJEMPLO 3 Pensemos ahora en las personas que figurarán en las listas del paro en el año 2020. ¿Podemos 
afirmar existe el conjunto cuyos elementos son estas personas1’

No, pues en la actualidad no es posible saber si una persona determinada figurará o no 
en las listas del paro en el año 2020. Esta pequeña duda nos hace desechar que se trate de un 
conjunto.

\niui ion ijcnaoi lOiiiiun.i-, F.s u s u a l  d e s ig n a r  lo s  c o n ju n to s  co n  le t r a s  m a 

y ú s c u la s ,  y  lo s  e le m e n to s  c o n  le t r a s  m in ú s c u la s .

Pertenencia

Si A  e s  u n  c o n ju n to  y  a  e s  u n  e le m e n to  d e l c o n ju n to  A ,  s e  e s c rib e :

a  €  A ,  o  A  3  a,

y  se  d ic e  (en  a m b o s  c a s o s ): “a  p e r t e n e c e  a  A ” . S i a no e s  u n  e le m e n to  d el 

c o n ju n to  A ,  se  e sc rib e :

a $  A ,  o  A i  a, 

y  se  d ic e  (en  a m b o s  c a s o s ): “ a  n o  p e r t e n e c e  a  A ” .

1 Georg Canto r  ( 1 845-1Ü 18), matemático alemán.
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Conjuntos
numéricos

Definición de un 
conjunto por 

extensión

EJEMPLO 4

EJEMPLO 5

Conjuntos numéricos l.os con juntos que más utilizam os en este texto son:

• El con junto N de los núm eros naturales:

0, 1 , 2 ,3 ,4 ,5 ,6 , 7 ,8 ,9 ,1 0 ,1 1 ,1 2 , . . .

Denotaremos por N* el conjunto de los núm eros naturales no nulos.

• El conjunto Z de los núm eros enteros: 0, I , - 1 ,  2, - 2 , . . .
• El conjunto Q  de los núm eros racionales: las fracciones p /q , donde p  y q son 

núm eros enteros y q *  0 .
• El con junto 1  de los núm eros reales: los núm eros racionales no perm iten medir 

cualquier cantidad o cualquier longitud relativa (por ejem plo, si d  denota la lon
gitud de la diagonal de un cuadrado, y l denota la longitud de su lado, la razón 
entre d  y l no puede representarse com o un cociente de núm eros enteros); con 
el con junto R de los números reales se “com pletan" los núm eros racionales, de 

forma que con los núm eros reales ya se puede representar cualquier medida.
D enotarem os por R *  el con junto  de los núm eros reales no nulos; por R . , 

el de los núm eros reales positivos o nulos; y por R * , el de los núm eros reales 

positivos.

Definición de un conjunto por extensión Si podemos escribir todos y cada uno 
de los elem entos de un conjunto, se suelen escribir éstos entre llaves ( T  y ‘ 1 ’) \ 
separados por comas. Por ejem plo, si designamos con la letra A el con junto  de las 
cifras de la num eración decimal, escribim os:

.4 =  1 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 1 .

Esta form a de definir —o representar— un conjunto, escribiendo explícitam ente to

dos y cada uno de sus elem entos, se denomina definición por extensión.

Si B es el conjunto de las vocales del alfabeto español, entonces podemos escribir:

B = la, e, i, o, u),

que es una definición (o representación) por extensión del conjunto II.

El símbolo {{a .f i j  j representa por extensión el conjunto formado por el elemento lfl.fi], el 
cual a su vez es otro conjunto (definido por extensión y  formado por los elementos a y fi). Se 
verifica:

a  f f jif l . f i! )  y {fl.fi! e { lf l, f i! ) .

El símbolo ja , {fi.ci} representa por extensión un conjunto con dos elementos: a y |fi,c!.

Nota bene No debe confundirse el elemento a con el conjunto (n| (formado por el único
elemento fl). *
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Nota Ateniéndonos a la  definición intuitiva de conjunto, que decía: " . .. objetos perfecta
mente diferenciados entre s i ”, no consideraremos como la representación de un conjunto 
un símbolo en el que figuren entre llaves elementos repetidos (por ejemplo: \a,a,b,c,d\y, 
de un simbolo tal deberá suponerse es un error de imprenta. a

Conjuntos finitos. Cardinal Dam os a continuación una definición provisional de 

conjunto finito, que m ás adelante sustituirem os por una rigurosa (cf. p. 398).

Conjunto finito

Conjunto infinito

De los conjuntos que pueden ser representados por extensión direm os son fini

tos. Es decir, un conjunto finito es un conjunto que verifica que todos y cada uno 

de su s elem entos pueden ser escritos explícitam ente.

De los conjuntos que no son finitos direm os son infinitos.

EJEMPLO 6 El conjunto A de las cifras de la numeración decimal es finito, así como el conjunto B de las 
vocales del alfabeto español (cf. ejemplo 4, p. 374).

Puede probarse que los conjuntos N, I ,  Q  y R, de los números naturales, enteros, racio

nales y reales, respectivamente, son infinitos.

Cardinal de un Si E  es un conjunto finito, es posible contar su s elem entos. A  la  cantidad de

conjunto elem entos de un conjunto finito E  se le denom ina card in al de E, y  se  deno

ta: Card(E).

EJEMPLO 7 Para el conjunto finito A de las cifras de la numeración decimal se tiene: CardM) = 10.

Para el conjunto finto B de las vocales del alfabeto español (cf. ejemplo 4, p. 374), se tiene: 

Card(B) = 5.

Definición de un conjunto por comprensión Tam bién se puede definir —o repre

sen tar— un conjunto dando una propiedad que caracterice su s elem entos, es decir. 

Definición de un una propiedad que sea verificada por su s elem entos y  sólo por ellos. En tal caso 

conjunto por direm os que el conjunto está  definido —o representado— por com prensión, 

comprensión tn  la práctica, definirem os —o representarem os— un conjunto H  por com pren

sió n  de la siguiente forma:

H  =  { x  e  £  | x  verifica la propiedad . . .  1

—que se lee "H  es el conjunto de lo s elem entos x  pertenecientes a E  tales que x  

verifica la propiedad . . . ,  donde £  es un conjunto y a  definido anteriorm ente.
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EJEMPLO 8

EJEMPLO 9

EJEMPLO 10

Notación de un 
conjunto con 

puntos 
suspensivos

Si C es el conjunto de los números naturales múltiplos de 3, entonces los elementos de C 
están caracterizados por la propiedad: “ser número natural múltiplo de 3", es decir, esta pro
piedad es verificada por los elementos de C y sólo por ellos. Una definición por comprensión 
de C es:

C = {.y e  N I .v es múltiplo de 3 ].

Nota bene La letra x  de la definición del conjunto anterior por comprensión es una va
riable terminológica, es decir, no es más que un “soporte” para la representación del con
junto. Por ejemplo, se define por comprensión el mismo conjunto de las dos siguientes 
formas:

| x e N  | x  es múltiplo de 3 j y  (n e N | « e s  múltiplo de 3 j .

Si D es el conjunto de los ríos que nacen en la Península Ibérica, entonces los elementos 
de D están caracterizados por la propiedad: “ser río que nace en la Península Ibérica". Si 
denotamos por M el conjunto de los ríos del mundo, una definición por comprensión del 
conjunto U es:

D = [x  e  M | x  nace en la Península Ibérica].

Si F  es el conjunto de los números naturales de tres cifras significativas,2 entonces los ele
mentos de F  están caracterizados por la propiedad: “ser número natural de tres cifras signi
ficativas". Una definición por comprensión de F  es:

F = ¡x  e  N | x  es de tres cifras significativas] .

Nótese que otra forma de definir el conjunto F  por comprensión es:

F =  ¡x  e  Ni I 100 «  x  « 999 ].

Utilizaremos otra forma de definir un con junto por com prensión: usando puntos 
suspensivos. El conjunto F  del ejem plo 10 (cf. p. 376) se puede definir por com pren
sión de la forma:

F  =  ¡1 0 0 ,1 0 1 .........9 9 9 ].

Los puntos suspensivos se escriben cuando se sobreentiende inequívocam ente lo que 
hay en su lugar; en otras palabras, cuando no hay lugar a dudas sobre qué sustituyen. 
En nuestro caso, sustituyen claram ente los núm eros 102, 103, etc.

Nota bene La representación de un conjunto utilizando puntos suspensivos no es una 
representación por extensión, pues no figuran explícitamente todos y cada uno de los 
elementos del conjunto. a

-'Por número natural de tres cifras significativas entendemos: número natural que se escribe uti
lizando exactamente tres dígitos, y la cifra de las centenas no es 0 .
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Conjunto vacio

EJEMPLO 1 1

Igualdad de 
conjuntos

Conjunto vuelo A ceptarem os el siguiente postulado:

Existe un conjunto, denom inado conjunto  vacío , que no tiene elem entos. Se 

denota: 0.

Tam bién aceplarem os como postulado que el conjunto vacío es finito y de cardi

nal igual a 0:

Card(0) = 0.

Si X es el conjunto:
X  = ¡x  € IR I x 2 + 1 = 0),

entonces X  no tiene ningún elemento, pues (como se comprueba fácilmente) no hay ningún 
número real x que satisfaga la igualdad: x- + 1 = 0. El conjunto X  es, pues, vacío. F.n 
particular, X  es finito, y se verifica: C a rd (X ) =  0.

hjuahiüil de conjuntos Si A  (delta m ayúscula) y  f  (gamma m ayúscula) son dos 

conjuntos, se dice que son igu a les  si tienen los m ism os elem entos; es decir, si todo 

elem ento de ¿i pertenece a f  y  todo elem ento de f  pertenece a A; en otras palabras:

s i x e ú ,  entonces x  e  T, y si x  e r ,  entonces x  €  A.

Es útil utilizar el signo 1 —  ’ com o abreviatura de “s i . . . .  en ton ces.. .  por ejem 

plo, escribirem os la frase:

“ si x  es m últiplo de 4, entonces x  es m últiplo de 2 ”

de la forma:
(x  es m últiplo de 4) —  (x  es m últiplo de 2),

o también:

(x  es m últiplo de 2) ■—  (x  es m últiplo de 4).

Tam bién, utilizarem os el signo ‘ -— ■ ’ com o abreviatura de ..  precisam ente s i . . . o 

com o abreviatura de “ . . .  si y  sólo s i . ..  por ejem plo, escribirem os la frase:

“x  es m últiplo de 2 y x  es m últiplo de 3  si y  sólo si x  es m últiplo de 6"

de la forma:

(x  es m últiplo de 2 y  x  es m últiplo de 3) —  (x  es m últiplo de 6).

N ota bene El lector debo percatarse de que el significado del signo 1 ■—  ' es la conjunción 
del significado de los signos ' — ' y ' —  ’• *
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Con esta notación recién introducida, la igualdad de dos conjuntos A y /  puede 
expresarse de la forma:

x  e  A •— • x  e  r ,

que se lee: “x  pertenece a A precisam ente si x  pertenece a f ”, o también: “x  perte
nece a A si y sólo si x  pertenece a f

Notación para 
conjuntos iguales 
y para conjuntos 

distintos

EJERCICIO I Considérense los siguientes conjuntos:

A =  11 ,2 ,3 ,4 }, B =  {4 ,2 ,1 ,31 ,

C =  {1 ,2 ,131,4} y D -  {1 ,12 ,31 ,4 }.

Estudiar cuáles de los anteriores conjuntos son iguales entre si. Calcular el cardinal de todos 
ellos. A

2. Subconjuntos  Cuando cada uno de los elem entos de un conjunto A también 
es elem ento de otro conjunto B, se dice que A es un subconjunto de 8 , o que B es un 
superconjunto de A.

Si el conjunto A es un subconjunto del conjunto B, se escribe:

.4 c  B,

y se dice: “A está contenido en B", o: “A está incluido en B"\ también se puede 
expresar este hecho escribiendo: B 2  A, y se dice: “B contiene A".

Usando el signo ‘ —* ’:

A e  B es lo mismo que: x  e  A —• x  € B\ (1)

y
B ^ A es lo mismo que: x  €  B —  x  e  A.

Nótese que también podemos afirmar:

A s  B es lo mismo que x  f  B —• x  $ A. (2)

Si el conjunto A no es un subconjunto del conjunto B, es decir, si hay al menos 
un elem ento de A que no es elem ento de B, entonces se escribe:

A i  B, o B i  A.

Si dos conjuntos A y  E son iguales, se escribe: A =  r.

Si dos conjuntos A y  T no son iguales, se escribe: A *  í .

En lo sucesivo, indistintam ente escribirem os: A = r, o bien:

x  £  a  *— * x  ^  r .
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EJEMPLO 1 2

EJERCICIO 2

Inclusión estr ic ta

S e  v e r i f i c a :

• ¡ 1 , 2,  {3} ,4l  t  í 1 ,2,  3,4), ya que:

{3) e  ¡ 1 , 2 ,  (31 , 4} ,  pero ¡3 1 í  ¡ 1 , 2 , 3 , 41 ;

•  N  e  Z  £  Q  e  1 ,  como consecuencia de su definición;
• el conjunto de los días laborables de la semana no debe estar contenido en el conjunto

de los días festivos de la semana;
• si .4 es el conjunto de las soluciones reales de la ecuación: x - 4 = 0, y tí es el conjunto

de soluciones reales de la ecuación: x 2 - 1 6  = 0, entonces: 4  £  tí.

Propiedades de la inclusión de conjuntos Enunciamos a continuación tres propie

dades de la inclusión de conjuntos. Las dos prim eras son obvias; la tercera requiere 

recordar la definición de igualdad de conjuntos:

Si .4 y  B son dos conjuntos, entonces se verifica:

• A  £  A,
Í A q B

• - y  —  A  s  C,

[ B C c
ÍA  £  B 

.  - y  -— - A =  B.
B Q A

Considérense ios siguientes conjuntos:

4 = ¡1,2,3,4,5,61, B = ¡4,5,6,7,8,91,

C = ¡2,4,8, 91 ,  O = {4,5},  E = ( 2 , 4 |  y F = |2¡.

Determinar cuáles de ios conjuntos A, B, C, D, E o F  pueden ser iguales al conjunto X en cada 
uno de ¡os cuatro casos siguientes:

(a) X £ 4 y X E tí, (b) X £ tí y X E C,

(c) X i  A y X i  C, fd) X e 11 y X £ C .

Subconjunto propio Direm os que un conjunto 4  está incluido estrictam en te en

un conjunto B, o que el conjunto A es un subcon junto  propio del conjunto B, si se

verifica:

A £  B y B £ A.

Si A es un subconjunto propio de B, escribirem os: 4  c  B, o B d A.
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EJERCICIO 3 Comprobar se verifíca:
4  £ B

4  c  B — y
A é  B. A

Conjunto de los Conjunlo de los subcon juntos de un conjunto Si £  es un conjunto fínito, se puede
subconjuntos de definir el conjunto cuyos elem entos son los subconjuntos de £. Se denota: 'P(E).

un conjunto

EJEMPLO 1 3 Si £  = ll.o t, A|, entonces el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de E es el
siguiente:

i ’ (E) = ¡0, [ 1 1 , la ) ,  {A | ,) l , a ¡ 11,A l, |a, A|, { ! ,« ,  A ) j .

Sobre el cardinal del conjunlo 'P(E) se tiene el siguiente teorema, que no de
mostrarem os aquí:

Si E es un conjunto fínito rC ard (E ) =  n, entonces:

Card( 'P(E)) -  2".

Nótese que para el conjunto £  del ejem plo 13 se tiene:

C ard(£) =  3 y Card( '£ (£ ) )  =  23 =  8 .

Si £  es un conjunto cualquiera (no necesariam ente finito), adm itirem os como 
postulado que los subconjuntos de E constituyen un conjunto, el cual se denota 
por PIE).  Afirmar que A' es un elem ento de P(E),  es decir: X  e  T(E) ,  es lo mismo 
que afirmar que A' es un subconjunto de £ , esto es: A Q E.

3. Complementario de un conjunto. D iferencia de conjuntos Considere
mos para lodo este apartado un con junto £.

Complementario de un conjunto Si .4 es un subconjunto de £ , los elem entos de £ 

Complementario que no son elem entos de 4  constituyen un conjunto que se denomina complementa- 
de un conjunto rio de 4  en £ , y  se denota: Cf 4 .  Es decir:

C f 4  =  [ x  e  E | x  t? 4 ] .

Obsérvese que de esta  definición se deduce que el conjunto Ce 4  tam bién es, como 
el con junto 4 ,  un subconjunto de £ , y que si .v e  £ , entonces x  e  A o x  e  Ce 4 ,  pero 
no am bas a la vez.
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Diferencia de 
conjuntos

EJERCICIO 4

Propiedades del complementario Si .4 y B son dos subconjuntos del conjunto £ , 

entonces se verifica:

• Si x  e  F. y  .v £ 4 , entonces x  e  C f  4 ;  y reciprocamente: si x  e  C f  4 , enton
ces x  e  E  i ’x  £ 4 .
Esta propiedad es una consecuencia inmediata de la definición de complementario.

• C E( C f 4 )  = 4 .
En efecto, de la definición de complementario se deduce:

Cf ( C f 4) = {.v e  E  | x £ C f 4} = {x e  E \ x e  4 } = 4 ,

donde la id tima igualdad se puede escribir teniendo en cuenta que 4  es un subconjunto 
de E,

• Si A ^ B, entonces CE B c  Q  4 .
En efecto, podemos escribir:

x  e  Cf fl —  (x e  E y x £ fl) —  <x e  E 4) —  x  e  C f 4,

donde el segundo paso se justifica teniendo en cuenta (2) (cf. p. 378): 4  £  B es lo mismo 
que x  £ B —• x f  4 . En consecuencia: Ct B £  Cf 4.

Recopilando:

Si A  y  B son dos subconjuntos del conjunto £ , entonces: 

f x  e  E
• ■ y  •— • x  s  C f  4 ,

x  £ 4

•  C £ ( C £ A )  =  4 ,

•  A B  —• C f  B c  C f 4 .

Diferencia de conjuntos Si 4  y B son dos subconjuntos del conjunto £, los elem en

tos de E que pertenecen a A pero no pertenecen a B  constituyen un conjunto que se

denom ina d iferen cia  de 4  y B, y se denota: A - B. Es decir:

4  -  B = { x  e  E  | x  e  4  y x  £ f i [ .

De esta definición y de la de com plem entario de un conjunto se deduce inm ediata

mente: C f 4  = E - A.

üados los conjuntos:

4=1.1,2,3,4,51, B = 12,4. ti. 8,101 }' C = [3,4, 3,6},

detinir por extensión los siguientes: (a) 4 - fl, (b) C - 4, (c) B -  C, (d) B -  4, fe) B - B. a
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Intersección de 
conjuntos

Propiedades de la 
intersección

4. In tersecc ió n  y  u nión  d e  co n ju n to s  Consideremos para todo este apartado 
un conjunto E.

Intersección de conjuntos Si A y  B son dos subconjuntos del conjunto E, los ele
mentos de E que pertenecen a la vez a -4 y  a B constituyen un conjunto que se 
denomina in tersección  de A y  B, y se denota: A n B. En símbolos:

A n  B -  [x e  E \ x  € A y x  £  B ¡ .

Obsérvese que podemos escribir:

x  e  A n B

x e A
y

.V £ B,
x  <t A n B

x í  A 

o
x  $ B.

Son consecuencias inm ediatas de esta definición las siguientes propiedades:

Si A y B son dos subconjuntos del conjunto E, entonces:

• A n B  = B n A ,
• A n A =  A,
• A n B  Q A y A n B ^ B .

Ampliamos nuestro postulado sobre el conjunto vacío aceptando que para cual
quier conjunto X  se verifica: X n 0 =  0.

Puede ocurrir que los conjuntos A y B no tengan elem entos comunes. En este
caso, diremos que A y B son disjuntos, y escribirem os: A n B -  0.

Cuando escribam os: A n B n C , entenderem os: (AnB)nC,  que es lo mismo —como 
se com prueba fácilm ente— que A n  (B n C).

EJERCICIO 5 Sean A y B  dos subconjuntos disjuntos de un conjunto E. Comprobar podemos escribir:

x e  A —  x f  í ,  y x  e  B —• x  (  A, 

y deducir de ello que A £ Q  B. A

EJERCICIO 6  Si A, B y C son tres subconjuntos de un conjunto E, comprobar que si A £ B, entonces se
tiene: A n C £ B n C. A

EJERCICIO 7 Si A y B son dos subconjuntos de un conjunto E, probar que podemos escribir:

A £ E —  A n  B = A.
A

EJERCICIO 8 Si A y B son dos subconjuntos de un conjunto E, demostrar se verifíca:

A -  B = A n C f  B, 

y deducir de ello que (C E B) - ( C t A) = A - B. A
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U n ió n  de 

co n ju n to s

P ro p ie d a d e s  d e  la 

u n ió n

/ 'ilion de conjuntos Si A y B so n  d o s  s u b c o n ju n t o s  d e l c o n ju n to  E, lo s  e le m e n to s  

d e  E  q u e  p e r te n e c e n  a A o a B, o  a  a m b o s , c o n s t it u y e n  u n  c o n ju n to  q u e  s e  d e n o m in a  

u n ió n  d e  A y B, y  se  d e n o ta : A u  B. E n  sím b o lo s:

A u  B = {x  G £ \ x  € A  a x  € B\ .

O b s é r v e s e  q u e  p o d e m o s  e sc rib ir :

x e A u ü

x e , 4

o

x  € R,
x  $ A u  B

x $ A

y

x  £ fi

l a s  s ig u ie n te s  p ro p ie d a d e s  s o n  c o n s e c u e n c ia s  in m e d ia ta s  d e  e s t a  d e fin ició n :

S i A  y  B  s o n  d o s  s u b c o n ju n t o s  d e l c o n ju n to  E , e n to n c e s :

•  A u  B = B u  A,
• A U A  =  A ,

•  A u S 2 A  y A u  B ^ B.

C o n c lu im o s  n u e s tr o  p o s t u la d o  s o b r e  el c o n ju n to  v a c ío  a c e p ta n d o  q u e  p a r a  c u a l

q u ie r  c o n ju n to  X  se  v e rific a : X  u  0  =  X.
C u a n d o  e s c r ib a m o s : 4 u f ? u C ,  e n te n d e r e m o s : !.4  u B ) u  C , q u e  e s  lo  m is m o  — co m o  

s e  c o m p r u e b a  fá c ilm e n te —  q u e  A  u  {B  u  C).

EJERCICIO 9 Si A, B y C son tres subconjuntos de un conjunto E, comprobar que si A s  B, entonces se 
tiene: A u C e Í u C .  a

EJERCICIO 1 0 Si A yB  son dos subconjuntos de un conjunto E, demostrar que si (C f A) u B = E, entonces 
se tiene: C¿ A 2  CL B. a

EJERCICIO II Si A y B son dos subconjuntos de un conjunto E, probar que podemos escribir io siguien
te: A q B ■—■ A u B  = B. á

Relaciones entre unión c intersección Si A ,  B  y C  s o n  tre s  s u b c o n ju n t o s  d e  £ ,  e n 

t o n c e s  se  v e rifica :

• A n ( £ u C }  = ( A n 8 ) u ( A n O .
En efecto:

x e A f i ( B u C )

x s . 4

y —
x e í u C

x E í i y x e B

o

x e A y x s C

x  g  B o x  e  C

x e A n ü  

o —  x s ( A n i l u ( A n  C).

x e A n C
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• A u í f í n  C)  = ( A u B )  n  (A  u C ).
La comprobación es análoga a la anterior: donde se escribía: ‘n\ ‘u’, ‘y’, 'o’, ahora se 
escribe: ‘u ’, ‘n ’t ‘o’, ‘y ’, respectivamente.

. Ce (A n B) = (C j?A )  u ( CE B).
En efecto:

x  £ C f íA  n R)

x  € E

y
X  í  A  n  B

X  6  Ce .4 

O
X  E C¡r B

x  e E y x  i  A 

o
x  e  E y x  $  B

x  e ( Cf A) u ( C( B ) .

• C c(A  u B )  = ( C f / \ ) n (  Ce B).
La comprobación es análoga a la de la propiedad anterior.

De las igualdades anteriores, las dos prim eras reciben el nombre, respectiva
mente, de propiedad distributiva de la intersección respecto de la unión, y de propie
dad distributiva de la unión respecto de la intersección; las dos últim as se denominan 
leyes de nE M organ .3 Recogemos todas en el siguiente cuadro:

-Propiedades 
distributivas 

Leyes de A. de 
Morgan

EJERCICIO 1 2

EJERCICIO I 3

Si A, B y C son tres subconjuntos del conjunto E , entonces:

.  A n (B  u C) = (A  n B) u  (A  n  C ),
• A u ( B n C )  = ( A u B )  n  (A u C),
.  C f.(A n B) = ( C f A ) u ( C r B ) ,
• C e (A u  B) = ( C f  A ) n ( C f B)-

Si 4 y B son dos subconjuntos de un conjunto E. demostrar ¡as siguientes igualdades:
a) A = ( 4 - B) u U n í ) ,
b) A U B = (4 - B) u (A n B) u (B - 4),
c) Ct (4 - B) = ( Cf A) u (4 n B). A 

Considérese el con junio E = { 1,2 ,... ,90}, y sean Jos conjuntos:

4 = |.v E E | alguna de las cifras de x  es 6 ] , B = {x £  E \ x  es múltiplo de 3 ¡ ,

C = [x e E | la suma de las cifras de x  es múltiplo de 5j .

Calcular Cardl A) y Cardl.4 u B u C), y definir por extensión los siguientes conjuntos:

(a) ( C f .4) n ( C f B) n C, (b) ( A - B ) - C ,  (c) A - ( B - C ) .

Además, escribir una expresión, utilizando los conjuntos A, B y C, de suene que se obtenga 
un conjunto con un único elemento. A

:í Augustus de Mo rgan  (1808-1878), matemático inglés.
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T e o r e m a  d e  l o s  

c u a t r o  c a r d i n a l e s

C o n j u n t o

u n i v e r s a l

T e o r e m a  2  Sí A  y  B son dos subconjuntos ñnitos de un conjunto E, entonces: 

C a r d M  u B )  +  C a r d M  n B )  =  C a r d ( A )  C a r d ( B ) .  (3)

D e m o s t r a c ió n  El recuento de los elementos de /V u B puede llevarse a cabo contando 
los elementos de A y contando los elementos de B, pero teniendo en cuenta que cada ele
mento de .4 n B se cuenta dos veces: una vez como elemento de A, y otra como elemento 
de 6. Por tanto, para obtener CardM u B) podemos sumar CardM) y Card(fl), y al resultado 
restarle CardM n B). Es decir:

CardM u B) = CardM) + Card(Bl -  CardM n B),

de donde se concluye la igualdad (3). > ■ '■

Un corolario de este teorem a es la  siguiente fórm ula para el cardinal la unión de 

tres subconjuntos finitos A, B  y  C  del conjunto £ :

CardM u B  u  C) = CardM) + Card(B) + Card(C)

-  CardM n B) -  CardM n C) -  CardíB n C) + CardM n B n C ) .

(oí problema propuesto En cierto pais se ha realizado una encuesta entre 1 . 470

lectores de los tres periódicos que se  publican: A, B  y  C. Se obtuvieron los siguientes 

resultados:

•  el periódico A  es leído por el doble de los que leen el periódico B;
•  el B es leído por el doble de los que leen el C;

•  el C es leído por el doble de los que leen am bos periódicos A  y  B;

•  los que leen am bos periódicos A y B son el doble de los que leen am bos perió

dicos A y C;

•  los que leen am bos periódicos A y  C son el doble de los que leen am bos perió

dicos B y  C;

•  por últim o, se sabe que m ás de 29 personas leen am bos periódicos B y C ,  

¿Cuántas personas leen todos y cada uno de los tres periódicos?4

Nota En muchos libros, se define el llamado conjunto universal: un conjunto que contiene 

todos los conjuntos con los que se está trabajando, y que puede ser distinto en cada 
ejemplo. En este contexto, se define la diferencia, la intersección y la unión para conjuntos 
que Implícitamente se suponen subconjuntos del conjunto uni\ ersal, y también se define 
el complementario de un conjunto sin decir con respecto a qué, ya que se entiende que 
es con respecto al citado conjunto universal. En este sentido, es habitual encontrarse 

con una notación más sencilla para designar el complementario de un conjunto A; en vez 
de: C ¡ A, se utiliza: A ’ , o .41-. a

■•P uede v e r s e  la  s o lu c ió n  e n  la  p á g in a  422
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EJEMPLO 17 Consideremos el conjunto C = 11,2,3}, y  sea S la relación en el conjunto C dada por:

S ( x , y ) : { . y  es estrictamente menor que v i.

Elgrafo de S es: 4 =  1(1,2), (1,3), (2,3)).

Nota Frecuentemente, una relación se expresa con un signo. Por ejemplo, la relación R
en IR (o en N, 1 o Q) dada por:

Rtx,y ) :  i x  es menor o igual que y )

suele representarse por el signo «, en el sentido de que la notación: x í j  tiene el mismo
significado que: R(x,y) .  A

l ’wpiedade.v de la.s relaciones en un < mi junto Consideremos un conjunto A, y sea R
Relación reflexiva una relación en A. Se dice que la  relación R es re flex iva si verifica:

V a  e  .4, R(a,a ) ;

esto es: R  es reflexiva si y  sólo si cada elemento está relacionado consigo mismo.

EJEMPLO 18 En el conjunto 2 de los números enteros consideremos las relaciones « (menor o igual) y ■
(estrictamente menor). Obviamente, < es una relación reflexiva, pues todo número entero e-
menor o igual que sí mismo: V x e Z ,  x < x.

Sin embargo, < no es reflexiva; por ejemplo: 1 no es estrictamente menor que 1.

Relación Se dice que la relación R es simétrica si verifica:
simétrica V (a, b) e  ,4', R(a, b) =s- R(b,a)\

esto es: R es simétrica precisamente si de estar relacionado un elemento con otro
elemento necesariamente se deduce que el segundo está relacionado con el primero.

EJEMPLO 19 Si T es la relación en el conjunto N de los números naturales dada por:

T(xty ) :  <x + y  es un número par

entonces T es simétrica.

EJEMPLO 20 Si P es la relación definida sobre N por:

P ( x , y ) : i x  divide ay»,

entonces P no es simétrica: por ejemplo: 2 divide a 4, pero 4 no divide a 2.
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Relación Se dice que la relación R es antisimétríca si verifica:
antisimétríca

V (a, b)  e  A 2, (R(a, b)  y R(b, a))  => (a = b).

Esto os: R es antisim étrica precisam ente si de estar relacionado un elemento con otro, 
y  éste con el primero, necesariamente se deduce que los dos elementos son el mismo; 
o en otras palabras: si se seleccionan dos elementos distintos, entonces al menos uno 
no está relacionado con el otro.

EJEMPLO 21 La relación P definida sobre N considerada en el ejemplo 20 es antisimétrica: si a y h son dos
números naturales, es obvio que de suponer: a divide a b y b divide a a, se deduce: a = b.

EJEMPLO 22 La relación T definida sobre N considerada en ei ejemplo 19 no es antisimétrica; por ejem
plo: T'(3,5), pues 3 + 5 es número par, y también se tiene: T(5,3); sin embargo: 3 * 5 .

Relación Se dice que la relación R es transitiva si verifica:
transitiva

V (a, b, c)  e A 2, (R(a,b)  y R(b, c) )  => R(a,c)\

esto es: R es transitiva precisam ente si de estar relacionado un elemento con otro, y  
éste con un tercero, necesariamente se deduce que el prim ero está relacionado con 
el tercero.

EJEMPLO 23 La relación P del ejemplo 20 (cf. p. 388) es transitiva, pues dados tres números naturales a,
b y c, si a divide a b y b divide a c, es obvio que a divide a c.

EJEMPLO 24 La relación s definida sobre IR es obviamente transitiva: si x « y  y y  « z, entonces x s z,
cualesquiera que sean ios números reales x, y  y z.

Obsérvese que la transitivídad de « permite escribir sin ambigüedad la doble desigualdad:

x  «  y  *c z ,  en vez de: x  «  y  y  y  í  z .

EJEMPLO 25 Si consideramos la relación O e n N  dada por:

D(x,y) \ ix y y  tienen algún divisor común},

entonces D no es transitiva; por ejemplo: P ( 4 , 14) y D(14,49), pero 4 no está relacionado 
con 49 por D.
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Relación de 
equivalencia

Relación de equivalencia De una relación R definida sobre un conjunto A se dice 
es una relación de equivalencia si verifica: 

al R es reflexiva,
b) R es simétrica,
c) R es transitiva.

EJEMPLO 26 En el conjunto IR-’ de los pares de números reales, la relación Q dada por:

Q((x, v ) , (z , t ) )  : i x  = z j

es una relación de equivalencia.

Relación de. orden De una relación R definida sobre un conjunto .4 se dice es una
Relación de orden relación de orden si verifica:

al R es reflexiva,
b) R es antisim étrica,
el R es transitiva.

EJEMPLO 27 En el conjunto 2, la relación «  es una relación de orden.

EJERCICIO 1 4 Sobre el conjunto K2 ele los pares de números reales, definimos la relación s; de la siguiente
manera:

(x, y)  «  (z,f) : ! . v s z  y y  < t).

(Utilizar el signo « tanto para relacionar números reales como para relacionar pares de
números reales no da lugar a confusión, a poca atención que se ponga.) Probar que < es
una relación de orden en IR2. a

Relación de orden total De una relación de orden R en un conjunto ,4 se dice es
Relación de una relación de orden total si verifica:
orden total

V  (a , b) e  A 2, R(a , b)  o R{b, a) .

EJEMPLO 28 La relación «  en IR es una relación de orden total:

V t x , y ) e IR2, x  «  y  o y  «  x.

Sin embargo, la relación de orden « del ejercicio 14 no es total; por ejemplo, ni (1 ,-1 ) está
relacionado con (0 ,0 ), ni (0 ,0 ) está relacionado con ( 1 , - 1 ).
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Relación de preorden Do una relación R definida sobre un conjunto A se dice es 
Relación de una relación de preorden si verifica: 

preorden a ) r  es reflexiva, 
b) R es transitiva.

Obsérvese que toda relación de orden es tam bién de preorden.

EJEMPLO 29 Consideremos el conjunto .4 = {1 ,2,3,4 ), y  sea II = !P(4 ). Definimos sobre tí la relación R 
dada por: R(X, Y ) : ?;Card(X) í  Cardt Y)}. Se cumple:

al R es reflexiva; en efecto, para cada X e  T(A) se verifica obviamente la desigual
dad: Card(X) «. CardlX), y  por tanto: R(X,X)\

b) R es transitiva: si A', Y y Z son subconjuntos de 4 tales que: R(X,Y)  y R(Y,Z),  
es decir: Card(X) « Card(V) y Card(V') í  Card(Z), entonces: Card(X) s  Card(Z), 
y f?(X, Z).

En conclusión, R es una relación de preorden.
Notemos que R no es una relación de orden, pues no verifica la propiedad antisimétrica. 

Por ejemplo, si X  = {1,2} y Y  = {2,31, entonces se tiene: Card(X) = Card(V) = 2, con lo 
que R(X, Y) y R(Y,X),  pero X  *  Y. No toda relación de preorden es de orden.

A.2 APLICACIONES

Correspondencia 
entre dos 
conjuntos 

Conjuntos de 
partida y de 

llegada

1 .  C o rre sp o n d e n c ia s  Sean 4 y  B dos conjuntos. Una correspondencia entre A 

y B (o de 4  en B ) es una terna (4 ,6 ,4 ) ,  donde A es un subconjunto de 4  x B.
Si (4 , B, A) es una correspondencia entre 4  y  B y  ( x , y )  e  A,  se dice que a x  le 

corresponde y  por (4 ,6 ,4 ) .  También, de 4  se dice es el conjunto de partida; de B, 
el conjunto de llegada; y  de A,  el grafo de la correspondencia.

Nota bene Una correspondencia (4 ,6 ,4 ) es una relación entre los elementos de 4 y los 
de 6  cuyo grafo es 4. A

EJEMPLO 30 Consideremos los conjuntos: 4  = B = R, y  sea 4 = \ { x , y  > e R 2 | x ‘ + y 1 = 1}. En la corres
pondencia (R , K ,4 ), R es el conjunto de partida y también el de llegada. .41 número real 0 le 
corresponden los números reales 1 y -1, pues (0,1) € 4  y (0, -1) £ 4 ,  ya que: 0’ + l 2 = 1 
y  O2 + (- 1 ) 2 = I; el número 0  es un elemento del conjunto de partida al que le correspon
den dos elementos del conjunto de llegada. Por otro lado, al número real I le corresponde 
únicamente el número real 0. Y al número 2 no le corresponde ningún número real, pues la 
ecuación: 2 2 + y 2 = I no tiene solución real.



39 2 A. PRELIMINARES

Aplicación entre 
dos conjuntos

magen de un 
elemento

EJEMPLO 31

EJEMPLO 32

Igualdad de 
aplicaciones

2 . A p lic a c io n e s  Sean A  y  B  dos conjuntos. Una ap licación de A y  con valo res 
en B, o aplicación de A  en B, es una correspondencia /  = (4 ,6 ,4 )  que verifica:

para todo x  perteneciente a .4, 
existe un y  perteneciente a B, y  sólo uno, tal que ( x , y )  e  á.

Si A' € 4 . y  y  e  B  es el único elemento de B que le corresponde por la aplicación f  
(es decir, es el único elem ento y  de B  tal que (x,  y )  e  ¿i), se dice que y  es la im agen 
de x  por la aplicación / , y  se le denota: f ( x ) ,  es decir: y  - f ( x ) .

Notación lina aplicación /  = (.4, B, 4 ) se denota de la forma:

4  — -    B,

o más detalladamente:

A * B o x  € A —  f ( x )  g B.
x --------- f { x ) .

El grafo de la aplicación /  puede escribirse: 4  = { (x , y )  e 4  x B I y  = f ( x >|; y también 
se le denota: 4  = ¡(x ,/ (x )) | x  G A). A

La correspondencia (¡R ,l ,4 ) del ejemplo 30 (cf. p. 391) no es una aplicación, pues al número 
real 0  le corresponde más de un elemento del conjunto de llegada. Además, al número real 2 
no le corresponde ningún elemento del conjunto de llegada.

Consideremos el conjunto 4 = {.v e  I  I - I < x  < 11, y sea: 4  = ¡ (x ,y )  G A ¿ I y  = x 3}. En
tonces la correspondencia /  = (4 ,4 ,4 )  es una aplicación. En efecto, a cada x  perteneciente 
a .4 (conjunto de partida) le corresponde un único elemento y  de 4 (conjunto de llegada) tal 
que: (x , y )  G 4: precisamente: y  = x :!. En símbolos:

4   S----• .4
x    x 3.

Nótese se verifica: V x  e 4, f ( x )  = x 3.

Igualdad de aplicaciones Dos aplicaciones /  = (4 , B ,4 )  y  g  = ( C , D , D  son igua
les, y  se denota: f  = g ,  si se verifica:

4  = C, B = ü  y  4  = B;

es decir: los conjuntos de partida: .4 y  C, son iguales; los de llegada: B y  D, también 
son iguales; y  cada elem ento de 4  (o C ) tiene la m ism a imagen por una aplicación 
que por la otra: V x  e  4 , / (x )  = g { x ) .
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Aplicación
identidad

Restricción de 
una aplicación

EJERCICIO I 5

Conjunto de las 
aplic. de un 

conjunto en otro

Imagen de un 
conjunto por una 

aplicación

Imagen de una 
aplicación

Aplicación identidad sobre un conjunto Sea A un conjunto no vado. La aplicación:

x  e  A —- x  e  A

es una aplicación de A en A que se denomina aplicación identidad sobre A (o de A), y 
se denota: I¿. Se verifica: V x e A ,  L\(x) -  x . Nótese que el grafo de la aplicación IA 
es: A = ¡ ( x ,x )  | x  6  A j.

Restricción de una aplicación Consideremos una aplicación /  de un conjunto A 
en un conjunto B, y sea Ai un subconjunto de A. La aplicación f \  de Ai en fi que 
verifica:

V x  e  A i, / 1 (x ) =  / ( x )  

se denomina restricción  de /  a A\.

Si f  es la aplicación de IR en IR+ que verifica: V x e IR, / (x ) = |x|, demostrar que la restricción 
de f  a IR. es igual a la identidad sobre R +. a

Conjunto de las aplicaciones de A en fi Sean A y  fi dos conjuntos. Aceptaremos 
como postulado que las aplicaciones de A en fi constituyen un conjunto. A este 
conjunto lo denotarem os por BA.

3. Im agen e im agen recíproca p o r una aplicación  Sea /  una aplicación de 
un conjunto A en un conjunto B.

Imagen de un conjunto Si Ai es un subconjunto de A, se define:

/ [ A i J  =  {y  €  fi | 3 x  €  A i, / ( x )  =  y \,

y del conjunto / [ A i ]  se dice es el copjunto imagen de Ai por /  (o sim plem ente: la 
imagen de Ai por / ) .  También se escribe:

/ [ A , ]  =  [ / ( x )  | x e A , ¡ .

El conjunto / [ A i ]  es, pues, el formado por los elem entos de B que son imagen por /  

de algún elem ento de A\. Obsérvese que / [ A i ]  es un subconjunto del conjunto de 
llegada: f [ A \ ] £ fi.

Del conjunto / '[A ] (es decir, cuando estam os en el caso en que Ai =  A) se dice 
es el conjunto imagen de la aplicación /  (o sim plem ente: la imagen de / ) ,  y se 
denota: lm (/ ) .  Esto es:

lm (/ )  =  / [ A ]  =  { / ( x )  I x  e  A } .

Nota bene Hemos utilizado corchetes para encerrar los conjuntos, y paréntesis para los 
elementos. Así, si x  € A, escribimos: / (x ); si A i £ A, escribimos: / [A i]. A
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Im a g e n  rec íproca  

(o inversa)  d e  un 

c o n ju n to  po r  una 

ap licac ión

Propiedades de la imagen de un conjunto Si /  es una aplicación de 4  en B y  A ¡ 
y  A¿ son dos subconjuntos de .4, se verifican las siguientes propiedades:

1) (4 , £ 4 ? ) => (/ 1 4 ,J £ / [ 4 , J ) .
En efecto, si y  es un elemento cualquiera de / [4 |], por definición se tiene:

3 *  e  4 , , / ( , * )=  y ;  (4)

pero si 4 | s  A>, entonces podemos escribir: (x  e  4 || => ix e  A>), y de (4) se 
deduce: 3 x  e  42, f ( x )  = y ,  que por definición significa: y  e f [A¿] ,  En conclusión: 
/ [4 ,1  £ / [4 2],

2) f [ A i J A > ]  =  / [ 4 i ]  u / [ 4 2].
En efecto, se tienen las equivalencias siguientes:

y  e f[A\ u A i] «=» 3x e A¡ uA ¡, f (x )  = y
■=■ [ 3 x  e  4 ), / (x ) = y )  o ( 3 x e A j ,  / ( x | = y )
—  ( y  € f [A\  1) o ( y e / [ . 4 , j l  

« y e  / [4 i]  u / [4 2 I,

donde en las equivalencias primera y tercera se ha tenido en cuenta la definición de 
imagen de un conjunto por la aplicación /.

3) f [ A \  n 4 2 ] s / [ 4 , ] n / [ 4 2].
En efecto, de acuerdo con la propiedad (1) se tiene:

4 i n 4 2 S  4] => / [4 , n 4 2] £ / [A , ] ,  4! n 4 2 £ 4 . => / [4 , n4v] £ / [4 2],

y así: / [4 , n 42] £ / [ 4 i ]  n / [4 2].

Nota Debe observarse que el contenido entre conjuntos de la propiedad (3) puede ser 
estricto; es decir, puede ocurrir que f [A\  n A¿] c  / [4 | ] n f\A>\.  Por ejemplo, consi
deremos los conjuntos: 4 = {1,2,31 y 6  = {a,b 1, y sea /  la aplicación de 4 en B dada 
por: / ( l )  = a, / (2 ) = b y / (3 ) = a.  Si 4| = ! 1,21 y 42> = í 2,31, se verifica:

4, 0  4 , = {2!, /14 l ]= / [ 4 , ]  = {a,b},

/ |4 , n A¿] = 1/(2)! = [b] c {a . b } = / [4 , ]  n / [4 2].
A

Imagen reciproca (o im ersai de un conjunto Si B¡  es un subconjunto de B, se 
define:

/  ' [ S l J  = {x  £ 4  i f ( x )  e  B ,|  ,

y  del conjunto /  1 [A?i J se dice es el conjunto imagen recíproca, o inversa, de B¡ 

por / . El conjunto / _ 1 [B | ] es, pues, el de los elementos de 4  cuya imagen por /  
pertenece a B\. Nótese que [B| ] es un subconjunto del conjunto de partida; esto 
e s : / _ l [B | ]  £  4.
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Propiedades de la imagen reciproca de un conjunto Si /  es una aplicación de A 
en B y B\ y  B > son dos subconjuntos de B, se verifican las siguientes propiedades:

1) Puede ocurrir que / _1  ffij] = 0 sin ser B i vacío.
Por ejemplo, para los conjuntos A = {1,21 V B = [<*,B] y para la aplicación /  de 4 en B 
definida por ./'(1) = b y / (2 ) = b, se verifica: f~ '  [ \a ) ] = ¡x  € 4 | / (x )  e la 11 =0.

2) (B, £ B 2) => ( /  ' [ B i ] c /  ‘ [B j ] ) .
En efecto, si £ B j, podemos escribir:

x e f  ' [B i ]  => f ( x )  e B, => / (x ) € B¿ =* x e f ~ l \B>\,

y en consecuencia: / “ ' [B) ] £ [ Bj |. (La primera implicación y la última se justifican
con la definición de imagen recíproca de un conjunto por / , y la segunda con la 
hipótesis: B¡ £ B>.)

3) f  *[B, u B , ]  = / - l [ B | ] u / - H B j ] .
Se tiene la siguiente cadena de equivalencias:

x  e  / " ' [ B i  u B2] <=> f ( x )  € B| u Bj
«=> (/ (x )  e B , ) o ( f ( x ) e B . )

^  ( x e /  ' t B , ] )  o  ( x e /  ' [ B j ] )

<=> X e /  ' [B| ] u / “ ' [Bj],

donde las equivalencias primera y tercera se justifican con la definición.
4) f  - ' [B i  nB>]  = / - , [ B | ] n / - , [B:<].

La prueba es antiloga a la de la propiedad anterior:

x e / “ ' [B| n B j] <=> / (x )  e  B i n B j
<=> (/ (x ) g  B ,) y (/ (x )  € Bj)
<=> (x  e / " ‘ IB, |) y ( x e / " ‘ [B j] )

*=> x e  / " ‘ [B i] n / “ '[B j] .

5) f [ f ~ 1 [B, ]] 5 B | .
Esta propiedad es consecuencia de las definiciones dadas: si y  e  / [ / “ '[B i ] ] ,  enton
ces se verifica:

3 x e f  ' [Bi], f ( x )  = y,  

y la equivalencia: x  € / “ ' [B i ]  <=> / (x )  e B, permite concluir: v  e B E n  conse
cuencia: ./ [./' 1 [B| |] £ B¡. 

ti) Si Ai  es un subconjunto de  4 , entonces: A\ Q f ~ x[ f [ A \]].
Esta propiedad también es una consecuencia inmediata de las definiciones: si x G 4 j, 
entonces / (x )  e  / [4 i], y de esto se deduce que x e f '  [ f [ A\]].

Nota El contenido entre conjuntos de las propiedades (3) y (6 ) anteriores puede ser es
tricto. Dejamos al lector la tarea de darse cuenta de que así ocurre con la aplicación /  
de 4 = (1,2} en B = )a ,B ] dada por/ (1 ) = a  y/<2) = a, y con los conjuntos B| = Ih ¡
y 4 [ - 12 }. a
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Aplicación
inyectiva

EJEMPLO 3 3

EJERCICIO 16

Aplicación
s u p r a y e c t i v a

4. T ipología d e  las ap licacion es  S e a /  una aplicación de un con junto A en un 
conjunto B.

\plicacion inyectiva to inyección) Diremos que la aplicación /  es inyectiva si las 

imágenes por /  de elem entos diferentes de -4 son elem entos diferentes de B:

V ( x , y )  e  A 2, [ x  *  y )  => ( f ( x )  *  f ( y ) ) . (5)

Otra form a equivalente de escribir (5) es:

V (x ,y ) e A2, ( f ( x )  = f ( y )) => (x  = y) .  (6)

En palabras: si dos elem entos tienen la misma imagen por / ,  entonces son el mismo.

Consideremos el conjunto A = [x e  IR | -2 < x < 2¡, y sean / , g  y h las aplicaciones de A 
en IR definidas por las fórmulas:

/ ( * )  = *-•, * < x ) = x - l  y h , x > =  (x + 2)l( x _ 2) .

Veamos si estas aplicaciones son invectivas, y para ello estudiemos en cada caso si se veri
fica (6 ).

Para la aplicación / , s ix  y y  son dos elementos de A con la misma imagen: f ( x )  = / (y ) ,  
es decir, tales que: x 1 = y 2, no necesariamente ocurre que x = y\ por ejemplo: (- 1 )-' = L-, 
pero - I y 1 son elementos distintos de .4. La aplicación /  no es, pues, inyectiva.

Para la aplicación g,  si x  y y  son dos elementos de .4, se verifica:

(¿7<x ) = g(y))  => (x  - 1 = y  - 1 ) =* x  = y ,

y g  es inyectiva.
Finalmente, la aplicación h no es inyectiva. Por ejemplo, los números 1 y — 1 son elemen

tos distintos de .4 con la misma imagen por h: h (1) = h (-1) = 1/3.

Sea /  una aplicación de A en B. Si se verifica:

V (x , y )  e A-, (/ (x ) *  f ( y ) )  => (x  *= y ) ,  (* )

¿se deduce que f  es inyectiva? A.

Aplicación suprayectiva (o su proyección) Diremos que la  aplicación f  es suprayec
tiva (de .4 sobre B) si cada elemento de B es imagen por f  de al menos un elem ento 
de ,4:

V y  e  B, 3 x  e  A, y  = f ( x ) .

Una forma de expresar que la aplicación /  es suprayectiva de .4 sobre B es escri
biendo: / [.4 ] = B, o lm(/ )  = B.
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EJEMPLO 34

EJEMPLO 35

EJEMPLO 36

Aplicación
b iy e c t iv a

Aplicación
inversa

Sea / la aplicación:

Entonces f  es suprayectiva, pues cada elemento del conjunto de llegada es imagen de algún 
elemento del conjunto de partida: si y  es un número real no negativo, entonces y  es la imagen 
por /  de v'y : f  { J y ) = (x/v)~ = y .  Nótese que y  también es la imagen por f  de —y/y.

La aplicación g  de IR" en IR* que verifica:

V x  e OS*, g(x) = — 
x

es una aplicación suprayectiva. En efecto: si y  e IR*, entonces y  es la imagen por g  de 1 /y:

Las aplicaciones /, g  y h, de .4 en IR, del ejemplo 33 no son suprayectivas. El lector puede 
comprobar sin dificultad que y  = 7, por ejemplo, no es imagen de algún elemento de A ni 
por /, ni por g ni por h.

Aplicación biyectiva lo inyeccióni. Aplicación inversa  Diremos que la aplicación /  

es biyectiva (o una biyección de .4 sobre B) si es a la v ez inyectiva y  suprayectiva; es 
decir: cada elemento y  de B es la imagen por /  de un único elemento x  de .4.

Si /  es una aplicación biyectiva de A en B, la correspondencia (B , A , A ), donde:

4  = { ( y , x )  e  B X A  | y  = / ( x ) } ,

es una aplicación de B en ,4, llam ada aplicación inversa (o recíproca) de / , y de
nota: Por definición, se tiene:

/ “ ' ( y )  = A' y  = / ( A').

Se verifica que la aplicación f ~ 1 es suprayectiva. En efecto, si x  es un elemento 
de ,4 (conjunto de llegada de / _ l ), entonces x  es la imagen por f ~ l precisam ente 
de y  = f ( x ) \  f ~ 1 (y)  = x.

También se verifica que la aplicación f ~ l es invectiva. En efecto, si y\  e y?  son 
dos elementos de B tales que / _ 1 { y i )  = f ~ l (yz) = x ,  donde .v e  4 , por definición 
de /  1 se tiene: f ( x )  = y ¡  y f ( x )  = yz,  y por tanto: y  i = y>,  y / ' 1 es inyectiva.

En conclusión: f ~ l es una biyección de B sobre A.  La aplicación inversa de la 
biyección / " 1 es la propia aplicación / : ( / _ 1 ) ~ 1 =
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EJEMPLO 37

Otra definición de 
cardinal de un 

conjunto

Aplicación
compuesta

Nota bene Dado un elemento b del espado de llegada de una aplicación / , no deben 
confundirse las notaciones:

/ _ I t í f cJ ]  v
La primera notación tiene sentido cualquiera que sea la aplicación /, y designa un sub- 
conjunto del conjunto de partida: el de los elementos cuya imagen por f  pertenece a 1 b 
es decir, es igual a b. La segunda notación sólo tiene sentido cuando J ' es biyectiva, y en 
este caso designa un elemento del conjunto de partida: la imagen de b por la aplicación 
inversa de /, o también: el único elemento cuya imagen por /  es b. A

La aplicación f  del ejemplo 34 no es biyectiva, puesto que no es inyectiva. Sin embargo, la 
aplicación g  del ejemplo 35:

.v € R "  e IR*,x
sí es biyectiva, ya que es inyectiva y suprayectiva (lo primero es obvio y lo segundo se probó 
en el mismo ejemplo 35). Para calcular g 1, notemos que si y  e IR* y x e R*, por definición 
de aplicación inversa se tiene: g ~ 1 ( v ) = x  »  y  = g(x).  Como:

_ 1_ _
x  ' y  ’

resulta que g~[ es la aplicación: y  e IR* •—• 1 j y  e IR*. En este caso concreto se verifica 
que g~l = g.

Nota El concepto de aplicación biyectiva permite dar una definición de cardinal y de con
junto finito:
• si n es un número natural mayor o igual que 1, diremos que un conjunto A' es de 

cardinal igual a n (en símbolos: Card(A') = n) si existe una aplicación biyectiv a de X en 
el conjunto 11 ,2 , . . ., n } ;

• de un conjunto X se dice es finito si existe algún número natural n > 1 de modo 
que: Card(.Y) = n.

Aceptamos como postulado que el conjunto vacio tiene cardinal igual a 0 y que es un 
conjunto finito. A

5. Com posición de aplicacion es  Si /  es una aplicación de A en R y g  es una 
aplicación de B en C, entonces para cada elem ento x  de A queda determinado unívo
cam ente el elem ento f ( x )  de B , y el elem ento g ( f ( x )) de C. En otras palabras, la 
correspondencia de .4 en C que a cada x  perteneciente a .4 le hace corresponder el 
elem ento g ( f ( x ) )  perteneciente a C define una aplicación de 4  en C. Esta aplicación 
se denomina aplicación compuesta de /  y g, y se denota:

¿I ° f

—que se lee “./ com puesta con g " —. Se verifica: V x  6  ,4, lg  o f ] ( x )  =  g(, f(x)).
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EJEMPLO 38

EJEMPLO 39

EJEMPLO 40

Utilizando diagramas de flechas, pasamos de:

f  9A   - ■ B ---—

a s i m i s m o :

x  f ( x )  =  y ---------- g ( y ) = g ( f ( x ) )

ÍV.
L l o f

A y  - -  C 

x  g ( f ( x ) ) .

Sean /  y g las aplicaciones del conjunto /t = [1,2,3,41 en sí mismo definidas de la forma:

./'(1 > = 2. / (2 ) = 2, / (3 ) = 4, /  (4) = 4, 

g( 1)=2, g( 2) = 1, g (  3) = 3, g (  4) = 3.

Hallemos la aplicaciones compuestas /  ° g  y g  ° /, que son aplicaciones de A  en sí mismo. 
De la definición de composición de aplicaciones se obtiene:

[ / 0 0 fl 1 ) = /(0< 1 »  = / (2) = 2 , [/  o g  |(2) = f ( g {  2 )) = / ( 1 ) = 2 .
t / ° 0 ] (3 ) = / (0 <3 »  =/(3) =4, l f ° g \ ( 4 ) = f ( g ( 4 ) )  =/(3 ) = 4;

[0 «/]<U = tf(/ (l)) =0 (2 ) = 1 , (0 o / ](2 ) = g ( f ( 2 ) )  =0 (2 ) = 1 ,
[0 « / ] (3 )  = 0(/ (3 ))  =0(4) = 3, [ 0  °  / ]  (4) = 0 (/ (4 ) )  =0(4) = 3.

Sean /  y g  las aplicaciones de R en K definidas por las fórmulas: / ( x ) = x  + 1 y g (x ) = x ~  -  I . 
Calculemos las fórmulas que permiten expresar las aplicaciones compuestas g  ° /  y /  ° g ,  

aplicaciones que también son de R en R.
Se tiene:

[0  ° / ]< x )  = 0 ( / ( x ) )  = g ( x  +  1 ) = (x + l )2 - 1 = x 2 + 2x, 

t / ° 0 l ( x )  =  f ( g ( X ) )  = f ( X -  -  1 ) =  ( X J  -  1) + 1 =  X 2 .

Consideremos la aplicación f  de R2 en R definida por f ( x i ,x>) = X i + 2x_>, y la aplicación g  

de R en R 2 definida por 0 (x ) = (x, 2x).
La aplicación compuesta /  ° 0  es una aplicación de R en R:

[/  0 0 ] (x ) = f ( g l x ) )  = / (x ,2x ) = x + 2( 2x) = 5x;

y la aplicación compuesta g o f  es de RJ en R2:

[0 ° f ] ( x , y )  = 0 ( / ( x ,y ) )  = 0 (x  + 2y)  = (x  + 2 v ,2x  + 4v ).

(Observe el lector que hemos cambiado de (Xt,x_>) a (x ,y ) ;  expresamos en ambos casos lo 
mismo, puesto que estas letras son variables “mudas" o terminológicas: un simple soporte 
para la notación.)
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Composición de 
más de dos 

aplicaciones

Composición con 
una aplicación 

identidad

Composición de 
una aplicación 
biyectiva y su 

inversa

CNS
de aplicación 

biyectiva

Composición de tres aplicaciones Sean f ,  g  y h aplicaciones de .4 en B, de B en C. 
y de C en D, respectivam ente. Se tiene la siguiente igualdad de aplicaciones:

h ° (g ° / )  =  (h ° g)  ° / .

En efecto: ambas son aplicaciones de A en D y, si x  es un elem ento arbitrario de A, 
su imagen es la misma por una aplicación que por la otra:

[h o ( g o f ) ] { X ) =  h([g  ° f ] ( x ) )  =  h ( g ( . f i x ) ) ) ,

[(h o g)  o f ] ( x ) =  [h ° g ] ( f ( x ) )  = h ( g ( f ( x ) ) ) .

Notación La aplicación: h o (g o / ), o bien: { h ° g ) °  / , se denota: h o g  o f.  a

Algunas casos particulares Consideremos una aplicación /  de A en B, y sea IA
la aplicación identidad sobre A , y sea IB la aplicación identidad sobre B. Es decir, 
consideramos las aplicaciones:

x  e  A —  f i x )  e  B, x  e  A ~  x  €  A, y  e  B —  y  e  B.

Se verifica que las aplicaciones com puestas f  o ¡ A y lB o f , que son ambas de A en B ,

tienen la misma imagen que /  en cada elem ento x  de A:

l/ ° / 4 ] (x )  = / ( / A( x ) )  =  / < x )  y [ /B o / ] ( x )  =  /B( / ( x ) )  =  / ( * ) .

En consecuencia: f  ° l,\ = h  ° f  = f -
Sea /  una aplicación biyectiva de A en B, y sea f ~ x su inversa, que es una apli

cación de B en A. La aplicación com puesta / - 1  ° /  es una aplicación de A en A, y 
para cada x e 4 ,  si y  = f ( x ) , s e  verifica:

[ / - *  ° / ] ( x )  = / - ' ( / ( x ) )  = f ' H y )  = x ,

teniendo en cuenta la equivalencia: y  = f ( x )  <=*• x  =  f ~ x(y).  Análogamente, 
la aplicación com puesta /  ° /  1 es una aplicación de B en B, y para cada y  e  f  se 

verifica: [ f  ° f ~ l ](y)  = y-  En conclusión:

= y /  ° / -1 = h-

Teorema 3 Una condición necesaria y  suficiente para que una aplicación f  de A 
en B sea biyectiva es que exista una aplicación g  de B en A tal que:

9  °  /  =  ¡A ) f  ° 9  = h -  (7)
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Composición de 
aplicaciones 

biyectivas

Inversa de una 
composición

EJERCICIO I 7

Demostración Si /  es biyectiva, entonces g  = f  1 es una aplicación de R en A que veri
fica (7).

Recíprocamente, si g  es una aplicación de R en .4 que cumple (7), entonces /  es inyectiva:

f ( x  1) = f(x>) => g ( f { x  1)) = g( f (x¿))  => xi  = x 2

(en la última implicación se utiliza que g ° f  ~ /¿l; y también /  es suprayectiva: si y  e  R, 
entonces .v = g( y)  es un elemento de A cuya imagen por f  es y : f ( x )  = f { g ( y ) )  = y  (en la 
última igualdad se utiliza que f  °  g -  l¡¡). En conclusión: /  es biyectiva.

Consideremos una aplicación f  de A en B, y una aplicación ¿7 de B en C. Como 
sabemos, ia aplicación com puesta g  °  f  está definida y es una aplicación de A en C. 
Tam bién sabemos que si f  y g  son biyectivas, entonces existen sus inversas: / -1, 
que es de B en .4, y  g  \  que es de C en B\ y, en este caso, tiene sentido considerar la 
aplicación com puesta / “ ' °  g ~ ], que es una aplicación de C en A.

Teorema 4 Con las notaciones anteriores, si f  y g  son biyectivas, entoncesg o f  
es biyectiva y su inversa es f ~ 1 ° g ~I ;

(.9 ° / ) _1 = f ~ 1

Demostración S i x e A y z e  C, y y  = f { x ) ,  se tienen las equivalencias siguientes:

z = [ g ° f ] ( x )  <=> z -  g( f ( x) )

*=> y  = f ( x )  y z = g( y)  

x  = f ~ l (y) y y  = g~' (z)

* = >  X  =  f ~ '  (g~' (z))

•¡=> x  =  o 1 ] ( z ) ,

donde la primera y la última se justifican por definición de composición, y la tercera por ser /  
y g  biyectivas. En consecuencia, podemos escribir:

z = \g ° f ] ( x )  x  = [/ “ ' o g '1] (z), (8 )

lo cual establece que cada z perteneciente a C es la imagen por g  o /  de un único elemento x
de A (calculado de la forma: x  = [ / " ’ o g~l } (z)), es decir, g  °  /  es biyectiva.

Por otra parte, al ser g o f  biyectiva, se tiene: [g ° f ] ( x)  = z (g  °  J ' ) l (z) = x,  y al
compararla con la de (8 ), se concluye: (g = / ) “ ' = f  ' 1 o g  1.

Sean f  y g, respectivamente, estas aplicaciones:

x  £ IR+ -—* x  ̂ £ [RE, y X  £ IRE '—* 2x  £ PE.

Demostrar que f  y g  son biyectivas y expresar f  1 y g  1. Asimismo, comprobar la igual
dad (g o / )  1 =  / - '  o 0 - > .  a
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A.3 OPERACIONES

1 .  L ey  d e  com osición  interna  u o p e ra c ió n  Sea E un conjunto no vacío. Una 
Operación ley de com posición interna definida sobre E, o una operación definida sobre E o,

sim plem ente, una operación sobre £ , es una aplicación de E x  E en E.
Es usual representar una ley de com posición interna con símbolos tales como * ,  

+ ,  o, • , * ,  etc. Si la representam os, por ejem plo, con * ,  se dice que E está  dotado de 
la ley * , y la imagen de un par ordenado ( x , y ) perteneciente a E x E por la aplicación 
se denota: x  *  y ;  gráficamente:

E x  E — - — * E

(x , y )  x  *  y .

De x  *  y  se dice es el resultado de operar (con la operación * )  x  con y .
Con la notación: (E, * ) ,  suele designarse el hecho de que el con junto no vacío £  

está  dotado de la ley * .

EJEMPLO 4 1 Sobre cada uno de los conjuntos N, 2, Q y IR, la adición de números es una ley de composición 
interna. Por ejemplo, sobre IR, la adición es la aplicación:

(.y , y )    .y  + y .

La sustracción de números es ley de composición interna sobre 2, sobre Q y sobre ¡R, pero 
no lo es sobre N; por ejemplo: (3,7) e  N x N, pero la diferencia 3 - 7 no es un número natural.

La multiplicación de números, como la adición, es una operación sobre cada uno de los 
conjuntos N, Z, Q y R. Por ejemplo, sobre Q:

(x , y)  e  Q x Q ~  x  ■ y  e Q.

Suele omitirse el signo • cuando no da lugar a confusión, de forma que el producto x • y  se 
denota: x y .

La división de números no es ley de composición interna ni sobre N, ni sobre Z, ni sobre Q,
ni sobre IR: por ejemplo: (4,0) e IR x IR, pero el cociente 4 : 0  no está definido.

EJEMPLO 42 Sea*  la aplicación de N x N en N que verifica: V(ci,b) e N x U ,  a * b  = a + b + ab. Entonces*
es evidentemente una operación definida sobre N. Por ejemplo:

1 * 2  = 1 + 2  + 1 - 2  = 5, 0 * 1 = 0  + 1  + 0  -1 = 1 , o 2 * l = 2  + l+  2 - l= 5 .

EJEMPLO 43 Designemos por I el conjunto de los números naturales impares y sea * la aplicación de / x /
en I que verifica: V (a, b) e / x /, a * b = a 1’ . Claramente, * es una operación definida sobre I,
pues un número impar elevado a un número impar da como resultado un número impar. Por 
ejemplo: 1 * 1 = 1 ' = l. 3 * 5 = 35 = 243, o 5 * 3 = 53 = 123.
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Propiedad
asociativa

EJEMPLO 44

EJEMPLO 45

EJEMPLO 46

2. P ro p ie d a d e s  d e  u n a  o p e ra c ió n  Sea *  una operación definida sobre un con
junto  E.

Asocialividad Se dice que la operación *  es asociativa si se verifica:

V (a , b,c)  e  É*, a *  (b *  c) = (a *  b) *  c

(significando el paréntesis prioridad en la operación); es decir: es lo mismo operar a
con el resultado de operar b con c, que operar prim ero a  con b y luego operar el 
resultado con c.

Si la operación *  es asociativa, y a,  b  y  c son elementos de E, en vez de: a *  ( b * c ) ,
o en vez de: (a *  b) *  c, escribiremos: a *  b *  c.

La adición y la multiplicación de números son operaciones asociativas sobre cada uno de los 
conjuntos N, l ,  Q y R. En efecto, si a, b y c son tres números, se verifica:

a + (b + c) = (a + b) + c y a)bc) = (ab)c.

La suma a + (b + c) (o lo que es lo mismo: (a + b ) + C )  se denota: a + b  + c, y el producto a\bc), 
o el (ab)c , se denota: abe.

La sustracción de números no es asociativa ni sobre l ,  ni sobre Q, ni sobre R; por ejemplo:

6 - (4 - 2 )  = 4 y ( 6 - 4 ) - 2 = 0.

La operación *  definida sobre N en el ejemplo 42 (cf. p. 402) es asociativa. En efecto, si a, b 
y c son tres números naturales, se tiene:

a *  ( b  * c) = a * ( b  + c + be)

-  a  + (b + c + be) + a(b  + c + be) = a + b + c + be + ab  + ac  + abe,

y también:

(a 4 b )  *  c = ( a  +  b + ab) *  c

= (a + b + ab) + c + (a + b + ab)e = a + b + ab  + c -1- ac + be + abe,

luego: a *  (b *  c) = (a *  b) *  c, y * es asociativa. Tiene sentido la notación: a * b  * c.

La operación + definida sobre el conjunto 1 de los números naturales impares en el ejem
plo 43 (cf. p. 402) no es asociativa. Por ejemplo:

3 * (1 * 3) = 3 * <l;i) = 3 * 1 = 31 = 3, y (3 * 1) * 3 = (31) * 3 = 3 * 3 = 3* = 27.
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Propiedad CortmutatMdad Se dice que la operación *  es conm utativa si se verifica:
conmutativa ,

V (a, b) €  E~, a *  b = b *  a.

EJEMPLO 47 La adición y la multiplicación de números son operaciones conmutativas sobre cada uno de 
los conjuntos N, 1 ,  Q y R: si a y b son dos números, se verifica:

a + b = b + a y ab = ba.

EJEMPLO 48 La operación * del ejemplo 43 (cf. p. 402) no es conmutativa. Por ejemplo:

3 * 5 = 33 = 243 y 5 * 3 = 53 = 125.

Elemento neutro Existencia de elemento neutro De un elemento e de E se dice es elem ento neutro 
de la operación *  si se verifica:

V  a e  E, a * e  =  e * a  =  a.

EJEMPLO 49 El número O es elemento neutro de (N. +), (Z. + 1 y (Q , +), y también de ( R, +): si a es un 
número, entonces: a  + O = O + a = a.

El número 1 es elemento neutro de (N, •), (2, ■), (Q, ■) y (R , •): si a  es un número, enton
ces: a • 1 = 1 • a = a.

EJEMPLO 50 El número O es elemento neutro de la operación *  definida sobre M en el ejemplo 42 
(cf. p. 402), pues si a es un número natural, entonces:

£j* 0  = a + 0  + í J - 0  = íi y  0  *  a = 0  + a + 0  • a. = a.

EJERCICIO 1 8  Demostrar que si una operación admite elemento neutro, entonces es único. a

Elemento simetrizable Supongamos que la operación *  admite un elem ento neu
tro e  (único, de acuerdo con el ejercicio 18). Dado un elemento a de E, se dice que 

Simétrico de un un elemento d  de E es sim étrico de a  si se verifica:
elemento

a *  a  = a *  a  = e.

De un elem ento a de £ que admite sim étrico se dice es sim etrizab le (sobre (£, *)). 
Si todo elem ento de £  es sim etrizable, se dice que la operación *  es sim etrizable 
(sobre £).

Nótese que de esta definición se deduce que si a es sim etrizable y  de sim étrico d, 
entonces d  es, a su vez, sim etrizable y  de sim étrico a. Tam bién se deduce de la 
definición que el elem ento neutro e  es sim etrizable y  de sim étrico él mismo.
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EJEMPLO 5 I Los números 8 y -2 son simetrizablcs sobre (Z, + ), (Q, + ) y (R , + ). En efecto: - 8  es simétrico 
de 8 , y 2 es simétrico de - 2 :

8 + (- 8 ) = (- 8 ) + 8 = 0  y (- 2 ) + 2 = 2 + (- 2 ) = 0 .

El número 8  no es simetrizable sobre (N,+) (de hecho, sólo el número 0 es simetrizable 
sobre (N, +)).

La operación + es simetrizable sobre I ,  sobre Q y sobre IR, y no lo es sobre N.

EJEMPLO 52 Los números 8  y -2 son simetrizables sobre (Q, ■) y (R, ■). En efecto: 1/8 es simétrico de 8 , 
y - 1/2  es simétrico de -2 :

« i - r 8 - 1 >
El número 8 no es simetrizable sobre (N, •) ni sobre (2, ■), y el número -2 no es simtrizable 
sobre (Z, •).

Para la multiplicación de números, el número 0 110 admite simétrico.
La operación ■ es simetrizable sobre Q* = Q - 10} y sobre R * = R - {01, y no lo es sobre N 

ni sobre Z (ni sobre N* = N - {0}, ni sobre 2* = Z - {0}).

EJERCICIO 1 9 Estudiar si es simetrizable la operación * definida sobre Q por: a * b = a + b +  ab.  A

Proposición 1.1 Si * es una operación sobre un conjunto E que, además de  
admitir elem ento neutro, es asociativa, entonces cada elem ento de E tiene a lo más 
un simétrico.

Demostración Denotemos por e el elemento neutro de la operación *,
Supongamos que un elemento a de E tiene dos simétricos: a y a'. Por ser d  simétrico 

de a, se verifica: a * a  = e, y por tanto: Tt *  (a 4  a) = a' * e = a '. Y, por otro lado, por ser a' 
simétrico de a, se verifica: a' * a = e, y por tanto: (d' * a ) * a = e 4  a = a . Pero la propiedad 
asociativa nos asegura: a' * {a * a ) = Ca *  a) *  a. Así: d ' = d.

EJEMPLO 53 Pitra la adición de números (que es asociativa), el simétrico de un número real x es su 
Opuesto opuesto: -x.

Para la multiplicación de números (también asociativa), el simétrico de un número real x 
Inverso no nulo es su inverso: 1/x.
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Ñola A veces se utiliza el signo + para representar una operación abstracta sobre un 
conjunto E. En este caso, al simétrico de un elemento a, si existe y es único, se le llama 
opuesto de a y se le denota: -a; y si x  e £', se escribe: x  -  a en vez de: x  + { -ai .  
Además, si la operación es asociativa, la notación: na (donde a s  E y n es un número 
natural mayor o igual que 1 —o bien: n e  N*—) designa el resultado de operar a consigo 
mismo n veces: na = a  + a + • • • + a .

n veces
Otras veces también se utiliza el signo - para representar una operación abstracta 

sobre un conjunto. En este caso, al simétrico de a,  si existe y es único, se le llama inverso 
de a y se le denota: a ', o también: l/ « . Y si la operación es asociativa, la notación: a ” 
(con a e E y n e  N*) designa el resultado de operar a consigo mismo n veces; esto 
es: a"  = a  ■ a ■ ■ ■ a . a

n  veces

Grupo 3. G rupos  Un g r u p o  (£ , * )  es un conjunto no vacío E dotado de una ley de com 

posición interna *  que verifica las ires siguientes propiedades:
IG1)  es asociativa: V (a ,b ,c ) e  E3, a *  (b *  c) =  (a *  b) *  c ;
(G2) posee un elem ento neutro e: V a  e  £ , a *  e = e *  a = a\
(G3) es sim etrizable: V a  e  E, 3 a e  E, a * a  =  a *  a = e.

Si la operación *  además verifica:
(G4) es conmutativa: V (a , b) e  E2, a *  b = b *  a.

Grupo entonces del grupo se dice es c o n m u t a t i v o  o a b e l i a n o .

conmutativo

EJEMPLO 54 Se tiene que (Z, +), (Q, +), dR, + ), (Q*, •) y (R*. •) son grupos abelianos.
Sin embargo, (N, +) no es grupo, porque ningún número natural distinto de O es simetri

zable. Tampoco (Z*. •) es un grupo, ya que ningún número entero distinto de 1 y de -1 es
simetrizable.

EJERCICIO 20 Consideremos sobre Q la operación *  que verifica:

V (fl, b ) e Q x Q, fl * b = fl + b + flfa.

Demostrar se tiene: V  (a ,b) e Q  x Q, (a *  b = -1) =■ ((a  = -1) o ib = -1)). Estudiar, 
además, si la restricción de la operación *  al conjunto Q  - f — 1 1 lo articula como grupo 
abeliano. A

Escolio Si *  es una operación definida sobre un conjunto E, y £ es un subconjunto de £, 
la restricción de la operación *  al conjunto £ define una operación sobre £ precisamente 
si el resultado de operar dos elementos cualesquiera de £ es un elemento de E:

V (x , y)  ~ F  x F, x  *  y  e  F.

En este caso, la operación sobre £ es la aplicación: (x , y)  £ £ x £ —  x  *  y  €  F. A
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EJERCICIO 21 Sobre R2 consideremos la operación + dada por: (X i ,x>) + ( y i , y 2 ) - (x¡ + y ¡ , x¿ + y¿ > 
(adición término a término). Demostrar que < R 2, +)  es un urupo abeiiano. a

Nota Si sobre R " (n 1 y natural) consideramos la operación + dada por:

(x¡ ,X2 ........ x„)  + ( y i ,y 2 , . . . , y n) =  <*1 +  3 0 . *2  + y¿  x„  + y „ )

(adición término a término), entonces se prueba, análogamente a como se hace en el
ejercicio 21, que (0&n, + ) es un grupo abeiiano. A

Cuerpo 4 . C uerpos  Un cuerpo (K, + , •) es un con junto K. dotado de dos leyes de com 
posición internas +  y ■ que verifican:

a) La operación +  es asociativa, conmutativa, tiene elem ento neutro (que se de
nota: 0), y es sim etrizable (el sim étrico de un elem ento «  de K se denota: - « ,  
y se llama opuesto de «); esto  es: (K, + )  es un grupo abeiiano.

b) La operación • es asociativa, tiene un elem ento neutro distinto de 0 (que se 
denota: 1), y todo elem ento «  de K distinto de 0 tiene un sim étrico (que se 
denota: a -1 , o también: 1/ot, y se llama inverso de a ) .s

c) I.a operación • es distributiva respecto de la operación + , esto  es, se verifica:

V (a, f>,c) e K x K x K ,  -
a - { b  + c ) = a - b  + a -  c

y
(a + b) ■ c = a ■ c + b • c.

Cuerpo Si la operación ■ también es conmutativa, del cuerpo (K, + , •) se dice es com nutativo.
conmutativo

EJEMPLO 5 5 Se verifica que (<$,+,•) y (R, +, •) son cuerpos conmutativos. También (C, +, •), donde C es 
el conjunto de los números complejos,6 es un cuerpo conmutativo.

Propiedades de un cuerpo Sea (Oí, + , •) un cuerpo. Se verifica:
1) Para todo elemento a  de K, se  verifíca:

« • 0  =  0 y  0 • «  =  0 .

Como 0 es el elemento neutro de la operación +, se verifica: 0 = 0 + 0, y utilizando 
la propiedad distributiva se tiene: «• 0  = a- (0 + 0) = «-  0 + a-0 . En la igual
dad: « 0 + « 0  = « 0 , operamos en ambos miembros con el opuesto de «  • 0 , es 
decir, con - ( « 0 ) : « 0 - i - a 0 - ( a - 0 ) = a 0 - ( a - 0 ) , d e  donde: «• 0 = 0. De forma 
análoga probaríamos que 0  • «  = 0 .

"’ Cf. nota p. -106.

(’Los números com plejos no se estudian en este curso, pero es muy probable que el lector los conozca 
de Bachillerato o del Curso de Acceso. Fn todo caso, aqui sólo se citan.
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21 Pava rodo elemento tx de K, se veríñca:

( - ! ) • « = - «  y  ix • ( - 1 ) = -  a.

Es decir: se obtiene el opuesto de tx operando (con la operación ■) ei opuesto 
de I con tx.
Como 1 es el elemento neutro de la operación se tiene: oí = 1 • ix, y utilizando la 
propiedad distributiva y la propiedad anterior, se obtiene:

con lo que (-1) • tx es el opuesto de ex, es decir: (-1 ) • ex = -tx. De forma análoga 
probaríamos que a  ■ (- 1 ) = -tx.

3) Si <x y  /i son dos elementos de K distintos de O, entonces ex ■ /? también es 
distinto de  0 .
Como íx es distinto de O, tiene inverso: 1 /íx, y  se verifica:

si ex • fi fuera igual a O, con la primera propiedad se deduciría que p sería igual a O, en 
contra de la hipótesis.

Escolio Si (&,+,•) es un cuerpo, la restricción de la operación • al conjunto K* (don
de: l&" = {«  e K | ex *  Oj) lo articula como grupo (abeliano si el cuerpo es conmutativo). 
En efecto. De acuerdo con la propiedad (3), la restricción de la operación • a K* es 
efectivamente una operación sobre K* (cf. escolio p. 406). Esta restricción es, obviamente, 
una operación asociativa (y conmutativa si el cuerpo es conmutativo), admite elemento 
neutro: 1 (pues: 1 e &*), y  cada elemento tx de admite un simétrico en K*: 1 /ex 
(pues: 1 /tx *  0 ): es decir: el conjunto &* dotado de esta operación es un grupo, que es 
abeliano si el cuerpo es conmutativo. A

Nota A partir de ahora, cuando en este texto consideremos un cuerpo supondremos im
plícitamente que éste contiene el conjunto 2. de los números enteros. (El cuerpo de los 
números reales, por ejemplo, verifica esta propiedad.) A

5. L e y  d e  co m p o sic ió n  e x tern a  u o p e ra c ió n  e x te rn a  Sean E y  K  dos con-
Operación juntos no vacíos. Una ley de composición externa definida sobre E para K, o una 

externa operación externa definida sobre F. para K o, sim plem ente, una operación externa 
sobre E para K, es una aplicación de K x E en E.

Es usual representar una ley de composición externa con un símbolo (por ejem 
plo: • ) de form a análoga a com o se hizo con las leyes de com posición internas:

tx + (- 1 ) • ex = 1 • tx + (- 1 ) • tx = ( 1 + (- 1 )) • tx = 0  • ex = 0 ,

K  x £ E

( A , x )    A •  x .
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EJEMPLO 56

EJEMPLO 57

La aplicación • de N* x 2 en Z que verifica; V n e N*. V z g  Z, n • z = z", es una operación 
externa sobre I  para N*. Por ejemplo:

2 . (- 3 ) = (- 3 ) 2 = 9, 6  • 0 = 0e = 0,

La aplicación de i x S J en R- que verifica:

V A e R, V (x ,y )  g R “, A • ( x , y ) = (Ax,Ay)

es una ley de composición externa definida sobre IR-’ para K.

Nota F.n lo sucesivo, nos interesaremos únicamente por operaciones externas definidas 
sobre un grupo para un cuerpo. Y en este contexto, adoptaremos los siguientes convenios 
de notación. Si (£, + ) es el grupo, representaremos sus elementos por letras en negrita:

x  g  E, u e  £,,..,

y en particular su elemento neutro será denotado: 0. Si ( 0€, +, - i es el cuerpo, representare
mos sus elementos por letras griegas:

oí G  (&, G K .,. . . ,

y utlizaremos la notación general que se introdujo en la definición de cuerpo en la sec
ción 4 (cf. p. 407). Nótese que no distinguiremos el signo - de la operación sobre E del 
signo + de la operación sobre Bí; la práctica muestra que no da lugar a confusión. a

Propiedades de una ley de composición externa Consideremos un grupo (E , +) y
un cuerpo (K , +, ■), y sea • una ley de composición externa definida sobre E para K:

(A, x)  e  K x E —  A • x  e  E.

De la ley de com posición externa • diremos es:
(Ll) asociativa en  los elem entos de !K si:

V (« , (I) e  [Kz, V x  e  £ , a • (fi • x) = (ot ■ fi) • x  \

(L2) d istribu tiva resp ecto  de la operación +  de & si:

V ( oí, fi) £  K.2, V x  £  £, (a  +  ¡3) • x  =  a  • x  + p • x ;

(L3) d istribu tiva resp ecto  de la operación + de £  si:

V ex £  K, V ( x , y )  £  E¿, oí • ( x  + y ) = «  • x  + «  • y ;

(L4) neutra para el elem ento 1 (del cuerpo) si: V x  e  £ , 1 • x  =  x .
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EJEMPLO 58

EJEMPLO 59

Retomemos la ley de composición externa • definida sobre R 2 para R en el ejemplo 57 
(cf. p. 409):

VA  e R, V (x , y )  e R-\ A • ( x . y )  = (Ax,Ay).

Demostramos que • verifica las propiedades (L l), (1.2), (L3) y (L4) (en lo que sigue, los números 
escritos encima de los signos de igualdad hacen referencia a las definiciones o propiedades 
que las justifican, con el siguiente significado: ( 1) definición de la operación externa •, (2 ) pro
piedad asociativa de la multiplicación de números reales, (3) propiedad distributiva de la 
multiplicación respecto de la adición de números reales, y (4) definición de adición de pares 
ordenados de números reales):

o (Ll): Si a  y /i son dos números reales arbitrarios y (x, y)  es un elemento arbitrario 
de R-, entonces:

a *  (0  • (x,y))  =' i\ • (jSx./Sy) =’ (a(p x).a(p y ))

= ((«/?)x,(«/?)v) =' (ap) • (x ,y ) .

o (L2): Si a  y /i son dos números reales arbitrarios y (x , y)  es un elemento arbitrario 
de R2, entonces:

(a + P) • (x , y ) =' ( («  + P) x, (a  + p)y)  =' ( a x  + px, a y  + (¡y)

=' («x , a y )  + (px. f iy)  '= a • t x , y)  + P • (x,y) .

o (L3): Si a  es un número real arbitrario y (x . y )  y (z,t) son dos elementos arbitrarios 
de R-, entonces:

« •  ( ( x , y )  + ( z , f ) )  = ' a  •  ( x  +  z , y  + t) '=  (a(x + z ) , a ( y  + /))

=’ ( íxx  + a z , a y  + at) '=  ( a x , a y )  +  (az,at)

= ’ a • (x .y ) +  oí •  ( z .t ) .

o (1.4): Si (x . y )  e  R2, entonces: 1 • (x , y )  '= ( lx ,  l y )  = ix. y) .

De manera similar a como se acaba de hacer en el ejemplo anterior, podemos probar que la 
ley de composición externa • definida sobre R 1 para R de la forma:

VA e IR, V (x ,y ,z )  e  R 1, A • (x , y ,z )  = (Ax,Av,Az)

también verifica las propiedades (L l), (L2), (L3) y (L4).
En general, si n es un número natural positivo, la ley de composición externa • definida 

sobre IR" para IR de la forma:

VA  e  R, V (x j , x >,..., x „ ) e  R", A • (X|,X2 .......x „ )  = (Axi.Ax? Ax„)

verifica las propiedades (Ll), (L2), (L3) y (L4).
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EJEMPLO 60

EJERCICIO 22

Si consideramos el grupo (R2, +) y el cuerpo (Q, +, •) (de los números racionales), la ley de 
composición externa * definida sobre K2 para Q de la forma:

V A e  Q, V ( x ,y )  e  1- ', A * (x .y )  = (Ax,0)

verifica las propiedades (Ll), (L2) y (L3):
o  (L l): Si «  y fi son dos números racionales arbitrarios y ( x .y )  es un elemento arbitrario 

de IR2, entonces:

«  * (/> * (x ,y ))  = a  * (p x , 0 ) = (« (/ lx ),0) = ((«/Ox.O) = («/!) * (x.y) .

o (L2): Si a  y /I son dos números racionales arbitrarios y (x .y )  es un par ordenado 
arbitrario de R2, entonces:

(a  -/ i)  * ( x .y )  = ((«  + ¡3) x, 0) = (« x ,0 1 + (¡3x,Q) = a *  (x .y )  + /I * (x , y ) .

o (L3): Si «  es un número racional arbitrario y (x .y )  y (z.t) son dos pares ordenados 

arbitrarios de R2, entonces:

«  * ( (x ,y )  + (z ,í) )  = «  * (x  + z .y  + t) = (a(x + z).0)

= ( « x ,0 l + («z ,0) = «  * (x , j ' )  + «  * (z .f) .

Sin embargo, * no verifica la propiedad (L4); por ejemplo: 1 * (2,3) *  (2 ,3), pues se tie

ne: 1 * (2,3) = (I • 2 ,0 1 = (2,0).

Podem os preguntarnos si para cualquier grupo £  y  cualquier cuerpo K  e s  posi

ble definir una ley  de com posición externa sobre £  para  K. que verifique las pro

piedades (Ll), (L2), (L3) y  (L4). La resp uesta  es negativa, com o m uestra el ejercicio 

siguiente.

Considerando el grupo (I.+) y el cuerpo (Q, + , •), demostrar que no es posible dcñnir una 
operación externa sobre TL para Q que veriñque las propiedades (Ll), (L2), (L'3) y (1.4). A

Consecuencia de las propiedades (Ll). (Ld). (1.1) y  (L4> A lgo sorprendente es el 

resultado siguiente: si la ley  de com posición externa •  defin ida sobre £  para llí verifica 

las propiedades (1.1), (L2), (L3) y  (L4), entonces el grupo ( £ ,+  ) es necesariamente 
abeliano.

En efecto (sobre algunas de las igualdades que aparecen a continuación escrib i

m os una referencia a la propiedad que las justifica). Sean x  y  y  dos elem entos arbi

trarios de £ . Por un lado, se tiene:

(1 + 1) • (x + y )  (=) 1 • (x + y )  + 1 • (x + y )  (l= 'x  + y  + x  + y.
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y  por otro laclo:

( 1 + 1 ) • (x  + y )  (= ’ (1 + 1 ) • x  + (1 + 1 ) • y  lL-’y L4' x  + x  + y  + y :

y en consecuencia: x + y + x + y  = x  + x + y + y .  Operando con - x  por la izquierda, es 

decir: - x + x + y  + x + y  = - x  + x - x + y  + y ,  resulta: y ^ x - y  =  x - y + y ; y operando 

ahora con - y  por la derecha: y  + x  + y - y  = x - y + y -  y ,  obtenem os: y  + x  = x  + y .  

En conclusión, se verifica:

V i x . y )  e  £ J , x  + y  =  y  + x,  

es decir, la operación +  es conm utativa, y  (F, + ) e s  un grupo abeliano.

Otras consecuencias Si la ley de com posición extern a • definida sobre F  para K 

verifica las propiedades <L1), (L2¡, (L3) y  (1.4), entonces se tiene:

(P ll V x e E ,  0 * x  = 0.
En efecto. Sea x un elemento arbitrario de E. Por ser 0 el elemento neutro de (IK, +), 
se tiene: 1 + 0 = 1, de donde:

(1 + 0) •  x  = 1 • x . (9)

Ahora bien, el primer miembro de (9) verifica:

(1 + 0) •  x  "=' 1 • x  + 0 • x  = ! x  + 0 • x,

y el segundo: 1 • x  x  = x  + 0, ya que 0 es el elemento neutro de (£', + ). En 
consecuencia, de (9) se deduce: x  + 0 • x  = x  + 0, y operando por la izquierda con el 
opuesto de x , es decir: - x  +  x  + 0 » x  =  - x  + x  + 0, se obtiene: 0 • x  = 0.

IP2) V A e  IK, A •  0  = 0.
Sea A un elemento arbitrario de IK. De la igualdad: 0 = 0 + 0 se deduce:

A .  0 = A •  (0 + 0) ' = ' A •  0 + A • 0;

y operando por la izquierda con el opuesto de A • 0, esto es:

- ( A • 01 + A • 0 = -(A  • 0) + A • 0 + A • 0,

se concluye: A • 0 = 0.

IP3) V x e f ,  - x  =  ( - 1 )  » x .
En efecto, se tiene:

x  + ( - 1 )  • x  I » x  + ( - 1 )  •  x  (= ’ (1 + ( - 1 ) )  •  x  = 0 • x  ' = ' 0,

luego: x  + ( - 1 )  • x  = 0, es decir, el opuesto de x  es igual a ( - 1 ) • x , o lo que es lo
mismo: - x  = ( -  I ) • x .
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A.4

Polinomio con 
coeficientes

IP4) V A e  K., V x  e  £ , A •  x  =  0  «=•

A =  0 

o
x  = 0.

Si se verifica: A •  x  = 0, y ocurriese que A *  0, entonces A tendría inverso: A- 1 , y se 
deduciría: A 1 • (A • x )  = A 1 • 0. Pero:

A-1 • (A .  x )  '= ' (A 1 - A) •  x  = 1 • x  '= ' x ,(L41

y por otro lado: A 1 • 0 ’l 1 0, y en consecuencia: x  = 0. En conclusión, hemos 
demostrado:

A = 0

V A e  K, V x  e  £\ A • x  = 0 ==> o

x  = 0.

(piiLo que queda por probar es inmediato: si A = 0, entonces: A*x = ()»x = 0: y si x = 0,
(P2)

entonces: A • x  = A • 0 = 0.

Recopilam os en el siguiente cuadro las consecuencias vistas de las propieda

des (Ll), (L2), (L 3 )y  (L4):

Si la ley de com posición externa • definida sobre E  para K  verifica (Ll), (L2), (L3)

y (L4), entonces el grupo (£ , + ) es necesariam ente abeliano, y  se  verifica:

(P l)  V x e £ ,  0 » x  =  0 ,

(P2) V A e K ,  A • 0  =  0 ,

(P3) V x  e  £ , - x  =  ( - 1 )  • x ,
A =  0

(P4) V A e K ,  V x e £ ,  A » x  = 0  <=> • 0

x  =  0 .

POLINOMIOS

I .  D efin iciones  Se llam a p o l i n o m i o  e n  u n a  i n d e t e r m i n a d a  y  c o n  c o e f i c i e n t e s  

r e a l e s  a toda expresión de la forma:

P ( x i  =  ao +  a \ x  +  ■ • ■ + a n- i x n~'  + a nx n,

donde «o, a ¡  a „  son núm eros reales y  donde x  designa una variable (o indeterm i

nada) que puede tomar valores reales. De ao, n i, ■ n „  se  dice son los c o e f i c i e n t e s

de grado 0, 1  n, respectivam ente, de P (x ) . Si m > n, se dice que el coeficiente

de grado m de P (x )  es igual a 0.
De un polinom io se dice es n u l o  si todos su s coeficientes son iguales a 0.
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EJEMPLO 61

Grado de un 
polinomio

Si b es un núm ero real, el núm ero real que se obtiene sustituyendo x  p or b en la 

expresión de P ix )  se denota por P(b):

P (b )  =  a 0 +  a\b + ■ ■ ■ + a n-tb"~ l + a nb " .

Si no da lugar a confusión, se  denotará el polinom io P ( x ) sim plem ente por la 
letra P.

Los polinom ios en  la indeterm inada x  y con coeficientes reales constituyen un 

conjunto, que se denota: R [x ] .

Nota En este capítulo sólo trataremos polinomios con coeficientes reales, aunque se pue
den tratar de forma análoga los polinomios con coeficientes complejos, que forman un 
conjunto que se denota: C (x]. En general, el conjunto de los polinomios en la indetermi
nada x  con coeficientes en IU, donde (&, +, ■) es un cuerpo, se denota: K (x], A

Consideremos el polinomio:
P ix )  = l  +  2 x - x 3.

Los coeficientes no nulos del polinomio P ix )  son: el de grado 0: a„ = l; el de grado 1: <t| = 2; 
y el de grado 3: a¡  = - 1 .  También se verifica:

/>(!) =  1 + 2 -  1 -  l 1 = 2, P ( - l )  = 1 + 2 ( - l )  -  ( - 1 ) 3 = 0, P(0) = 1 + 2 • 0 - 0 :i = 1.

Grado Si P ix )  = «o + a\x  +  ■ ■ • +  a nx n es un polinom io no nulo, al m enos alguno

de su s coeficientes de grado m enor o igual que n es distinto de 0 (los de grado m ayor 

que a son iguales a 0). Se define el grado del polinom io no nulo:

P ix )  =  ao  + a  i x  + • • ■ +  í r „ x '\

que se denota: grado P, com o el m ayor núm ero natural p tal que: a r, *  0; es decir, 

que el grado de P  es p significa:

exp ^ 0, y a [>+1 ~ a.p+2 — • • • — an — 0.

Si el polinom io P es nulo, no está  definido su grado (aunque algunos autores lo

definen com o igual a -os).

EJEMPLO 62 F.l polinomio P del ejemplo 61 es de grado 3.

El grado del polinomio Q (x) = 4 es igual a 0.
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Igualdad de 
polinomios

Adición de 
polinomios

EJEMPLO 63

El grupo abeliano 
de los polinomios 

con la adición

Igualdad de. polinomios Dos polinom ios no nulos:

A (x ) = a 0 + a tx  + ■ • ■ + a „ x "  y  B (x )  = b0  + b\X + ■ ■ ■ + b mx m, 

son iguales, y  se escribe: .4 =  B, si

grado A = grado B = p  (con p  «  11 y  p  «  m),

y
¿¡o =  b o , a i  =  b  1, . . . ,  ü p  =  b p ,

o en notación m ás abreviada:

O j  =  b j ,  j  =  0,1 p .

Si A  y  B son dos polinom ios nulos, son  iguales, y  am bos se denotan: 0, es decir, se 

escribe: A = B = 0.

2. O peraciones con polinom ios  Sean .4 y B dos polinom ios de grado m enor o 

igual que n: 4 ( x )  =  «o + a\X  + - ■ • + anx n y  B [x )  = bo + b ] X  + ■ ■ ■ + b „x " .  Se define 

la su m a de los polinom ios A y B, que se denota: A + B, de la forma:

(4  +  B ) (x )  = A (x ) + B (x )  = c0 +  c , x  +  • • • + cnx '\

donde:

c¡ =  a i  +  b ¡ , j  =  0 , 1 , . . . ,  n.

Nótese que 4  +  B  es otro polinomio.

Dados los polinomios Aix) = 1 -  6 x J + 7 x J y Bix) = - 1  + x  + 6x- -  7 x 10, su suma es el 

polinomio:

(4  + B)(x) = Aix)  + Bix)  =  ( 1  -  Gx¿ + 7 x ! ) +  ( - 1  + x  + 6 x 2 -  7 x '° )

= x  + 7 x 3 -  7 x lü.

De la definición dada en el apartado anterior se deduce sin dificultad alguna lo 

siguiente sobre la adición de polinomios:

1) F.s una operación sobre R [x ] .

21 Es una operación asociativa y  conmutativa.
3) Adm ite elemento neutro: el polinom io nulo.
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4) Cada polinomio A (x )  = ao + a\X + ■ • ■ +  a nx "  perteneciente a [&[x] admite

un simétrico (u opuesto): el polinom io - .4 , definido de la forma:

( - A ) ( x )  = ( -« o )  + (-c?i )x  + • • • + ( - a „ ) x n.

En conclusión: (IR[x], +  ) es un grupo abeliano.
Si a  es un núm ero real y A es el polinomio: A (x )  =  a  o + a ¡x  + ■ • ■ + a nx n, se

Multiplicación de define el p r o d u c t o  d e l  n ú m e r o  oí p o r  e l  p o l i n o m i o  .4, que se denota: « A , como el

un n ú m e ro  real polinomio:
por un po lino m io  (OíAHx) =  Oí,4(x) =  d 0 +  d \ X  +  ■ • ■ +  d „ X n ,

donde:

dj = aa j,  j  =  0 , 1  n.

Observe el lector que el polinomio opuesto del polinom io .4 es igual a - 1 A ,  es 

decir: - A  = -  IA .

EJEMPLO 64 Dado el polinom io: A (x) = 1 + x  + 2 x 2, el polinom io - 3 A es: - 3 A (x) = - 3  -  3 x  -  6 x 2; el 

polinom io OA es el polinom io nulo: 0A = 0.

Sean A (x )  =  ao + U iX  + • • • + a „ x "  y  B (x ) = b0 + b tx  + - • • + b „x n dos polinom ios 

M ultiplicación de de grado m enor o igual que n. Se define el p r o d u c t o  de A por B, que se denota: AB, 
p o lin o m io s  como el polinomio:

(A J3)(x) = A (x )B ix )  = eo + eix  +  • • • +  e2„ - i x 2', “ 1 + eznx ln ,

donde:

<?o = a 0b0,
e, =  a0b i + a¡b„,

e, =  a,b  o + • • • + a kbj-k + • • • + a0bj,

e ¿ n - l  — Llnbn  - 1  +  o n - 1 b n ,

@2 ii = C ln b n ',

i
de form a general: e , =  a kbj~k< j  = 0,1.........2n.

k = 0
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EJEMPLO 65

EJERCICIO 23

División de 
polinomios

Raíz de un 
polinomio

El produelo de los polinomios: 4 (x )  = 1 + A' -  x3 y B(x) = 2 - x  es:

(4 R)(x) = (1 + x - x :t) ( 2  -  x) = 2 + ( -1  + 2 )x  + ( - l ) x 2 + (- 2 )x3 +x4
-  2 + x  -  x~ -  2x3 + x 4.

El producto de los polinomios: - 1  + x 10 y 1 + x 10 es el polinomio: - 1  + x 20.

I.a m ultiplicación de polinom ios es una operación sobre R [x ]  que es asociativa, 
conmutativa y distributiva respecto de la adición. La dem ostración (tan sim ple como 

fastidiosa) se  deja com o ejercicio al lector. Esta operación también adm ite elemento 
neutro: el polinom io P (x ) =  1 ,  que se denota: 1 .

Finalmente, es obvio que todo polinom io de R [ x ]  de grado m ayor o igual que 1 

no adm ite sim étrico (respecto de la m ultiplicación). El conjunto R [x ]  dotado de las 

operaciones adición y m ultiplicación no es un cuerpo/

Consideremos dos polinomios P y  Q de grados p y q, respectivamente. Demostrar que su 
producto: PQ, es un polinomio de grado p + q. A

3. D ivisión  de polinom ios. Cero o raí/, de un polinom io  C onsiderem os dos 

polinom ios 4  y  B, que llam arem os d i v i d e n d o  y d i v i s o r ,  respectivam ente, y  suponga

m os que B  es no nulo y  denotem os su grado por b. La d i v i s i ó n  e u c l i d i a n a  de A  por B 
es la búsqueda de dos polinom ios Q y R, llam ados c o c i e n t e  y  r e s t o ,  respectivam ente, 

tales que:
A = BQ + R, con R = 0  o grado R < b.

Se prueba que, en las h ipótesis precedentes, Q y  R  existen  y son únicos.
Se dice que el polinom io A  es d i v i s i b l e  por el polinom io B s i el resto R de la 

división euclidiana de .4 por B es el polinom io nulo: R =  0.

Se dice que un núm ero real tx es un c e r o ,  o una r a í z ,  del polinom io 4  si: 4 (a )  =  0.

Para que un polinomio 4 ( x )  sea divisible por el polinomio (de 
grado 1 ) ( x  -  tx) es necesario y sufíciente que tx sea un cero de 4 ( x ) .

Demostración Sean Q (x) y R(x) el cociente y el resto, respectivam ente, de la d ivisión  
euclid iana de 4 (x )  por ( x  - tx). Es decir, se tiene:

,4(x) = (x  -  tx)Q(x) + R (x), (10)

donde R = 0, o b ien: g r a d o  R = 0 (pues: g r a d o  R < grado(x - tx) = 1).

7Las operaciones adición y m ultiplicación articulan el conjunto K (x  1 como un anillo . No estudiaremos
en este texto este tipo de estructura algebraica.
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Si «  es un cero de A{x), es decir: .4(o¡) = 0, sustituyendo en (10) se obtiene:

0  = ( «  -  o í) Q ( o í) + R ( o í),

luego: R (o í )  = 0, y  por tanto: R = 0 (ya que R es nulo o de grado 0). Esto es: A(x)  es divisible 
por (x  -  «).

Recíprocamente, si ,4(x) es divisible por (x  -  «), es decir: R = 0, de (10) se deduce:

A(x) = (x - a )Q (x ),

y si hacemos: x  = oí, se obtiene: A (a) = (o í -  íx )Q (o í )  = 0, y oí es un cero de A(x). c.q.d.

C oro lario  Si P es un polinomio de grado p > 1 y  a  es una raíz de P, entonces 
existe un polinomio Q de grado p - 1 tai que:

P (x )  =  (x  — o í)Q (x). ( 1 1 )

Demostración Si oí es una raíz de P (x), entonces (cf. proposición anterior) el polino
mio P(x)  es divisible por el polinomio (x  -  o í), y al llevar a cabo la división euclidiana del
primero por el segundo se obtiene una expresión de la forma (11).

Por otro lado, de ( 1 1)  se deduce que el grado de P(x) es la suma del grado de (x  -  íx)

—que es 1 — y el grado de Q (x) (cf. ejercicio 23, p. 417). En consecuencia:

grado Q = grado P - gradolx - o í) = p - 1.
C.Q.D.

EJERCICIO 24 Si A es el polinomio: 4 (x )  = d +• ex + bx¿ + a x !, con la notación A (x + 1)  se designa:

4 ( x  + 1) = d + c(x  + 1)  + b(x  + l ) 2 -i- a (x  + l ) 3.

x - . Deducir de ello la

A

Encontrar un polinomio A de grado 3 tal que: 4 ( x  + 1) -  A{x) = 
igualdad:

+  2- -  • • • +  n 2 =  11(11 +  1 ) < 2 "  +  11 
6
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A.5 SOLUCIÓN DL LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio 1 
(p. 378)

Se cum ple: A * C * D = e B = A, y  se ju stifica  de la siguiente m anera:
(a) (b) (el (di

a) O l e  C, pero {3 }  £ A; o tam bién: 3 6  .4, pero 3 £ C\
b) 2 e  C, pero 2 £ U;

c) 3 e  B, pero 3 £ D\
d) cada elem ento de A también es elem ento de B, y  cada elem ento de B también 

es elem ento de A.

Note el lector que lo escrito anteriorm ente está escrito im plícitam ente que A *  D, y  

también que B *  C. Finalmente, los cardinales de A, B, C y  D  son:

Card(A) = CardíÜ) = Card(C) =  4 y  Card(D) = 3,

Ejercicio 2 Se tiene:
(p. 379) a) Si X  £  A, entonces X  debe ser A, D, E  o F. Si añadim os: A' Q B, entonces sólo 

puede ser X  = D.
b) Los conjuntos que verifican no estar contenidos en B son: A, C, E  y  F. Si 

adem ás pedim os ser subconjunto de C , entonces nos quedan: C, E  y  F.
c) De form a anóloga se com prueba que en este caso debe ser X  = B.
d) Tam bién se com prueba que en este caso sólo puede ser X = B o X  = D.

Ejercicio 3 Por un lado, podem os escribir:
(p. 380)

A C B
A 9 B 

Y

A *  B.
(12)

En electo, por definición de contenido estricto podem os escribir:

' A q B
A c B y

B t  A,

y de: B £ A se obtiene, en particular, que A *  B. 
Por olro lado, tam bién se puede escribir:

A c  B. (13)

En efecto: si A  c  b  y A *  B, entonces hay algún elem ento de B que no partenece a A, 

es decir: B £ A; y  (A s  b  y B £ A) es la definición de: A c  B.
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Ejercicio 4 
(p. 381)

Ejercicio 5 
(p. 382)

Ejercicio 6 
(p. 382)

Ejercicio 7 
(p. 382)

Finalmente, de acuerdo con (12) y  ( 13 )  podem os concluir:

.4 £  b  
4 c  8 •— * - y

A *  B.

Se tiene:

a) A -  B  = { 1 , 3 ,5 } ;

b) C  -  4  =  {6};

c) B -  C  = 1 2 ,8 , 1 0 1 ;

d) B - A = ¡ 6 , 8 , 10 ) ;

e) el conjunto B -  B es vacío: £ - 6  = 0.

Si x  6  ,4, entonces x  £ 8, ya  que —al ser A  n B =  0— ningún elem ento puede 

pertenecer a  A  y  a 6  a la vez. Por el m ism o motivo, si x  G 5 , entonces x  $ A.
Por otra parte, aplicando (1) (cf. p. 378) a los conjuntos A  y  E, se tiene: A £  E 

es lo m ism o que x  G A —♦ x  G £ . Teniendo en cuenta lo recién dem ostrado: 

x  e  4  —  x í B ,  podem os, pues, escribir:

x  g A

de lo que se concluye: A  £  C¿ B.

x  e  £ 

V

x  sf B

x  g  C E S ,

Recordando (1) (cf. p. 378): A £  B es lo m ismo que x  G A 
escribir:

x  G 6, podemos

x e 4 n C y

x  C

de lo que se concluye: 4  n  C £  8 n  C.

x  G 4 x  G 8
y

X  G C

x  g  8 n C ,

Por un lado, podem os escribir: A  £  8  —  4  n  £  =  4 .  En efecto, de acuerdo con 

lo probado en el ejercicio 6 (cf. p. 382), y  con las propiedades de la intersección de 

conjuntos (cf. p. 382), se tiene:

.4 £  8 4  n  4  £  8  n  4  —* 4  £  A n  B —  4  = 4 n 8 ,

donde el último paso se ju stifica  teniendo en cuenta que A n 8 £  .4 (lo que se verifica 

cualesquiera que sean los subconjuntos A  y  8 de £).

Por otro lado, también: A n  8 =  A  —  4  £  8. En efecto, se verifica: 4  n 8  £  8  (de 

nuevo, una propiedad general de la intersección de conjuntos), así que si 4  n 8  =  4 , 

entonces: 4  = 4  n 8 £  B.
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Ejercicio 8 
(p. 382)

Ejercicio 9 
(p. 383)

Ejercicio 1 0 
(p. 383)

E j e r c i c i o  11

(p .  3 8 3 )

Finalmente, una vez hem os com probado:

A £  B —  A n B  = A  y  4  n B =  A —* A Q B, 

podem os escribir: A £ B *— - A n  B - A.

La prim era igualdad es una consecuencia inm ediata de las definiciones de diferencia 

e intersección:

A - B = { x e E \ x e A y x é B }

=  j x £ £ | x e A y x £  C/, tí} — 4  n C fB .

La otra igualdad se deduce fácilm ente de la anterior:

(C  E B)  ÍC , 4 ) = (C f t í ) n C t ( Q  4 )  = ( Cr tí) n 4  = 4  -  B.

(Hemos utilizado las propiedades enunciadas en el cuadro de la página 38 1.)

Recordando (1) (cf. p. 378), podem os escribir:

x e  B u  C,

x  e  A x e  tí
o —* - o

x  e  C x  e  C

de lo que se concluye: 4  u C £ B u C.

Si C E 4  u tí =  E, entonces para cualquier elem ento x  de E ocurre:

x e CE A o  x e B, 

y en consecuencia podem os escribir:

x e E 
x  e C  t tí —  } y 

x  $ B
x  E  Cfc-4 ,

de lo que se deduce: Ce A  2  C£ tí.

Por un lado: 4  q tí —* A  u  B = B. En efecto, de acuerdo con el ejercicio 9 (cf. p. 383) 

y  teniendo en cu én talas propiedades de la unión de conjuntos {cf. p. 383), se tiene:

A  Q B  — * 4  u tí ^  tí U tí — * 4  U B £ B —  4 u t í  = B.

Por otro lado: A u  B =  tí —  4  £ B. En efecto, como 4  u  B 3 A  (propiedad de la 

unión de conjuntos), si 4  u  tí =  tí, entonces: tí = 4  u  tí 3  4 .

Finalmente, una vez hem os com probado:

A £  B  —■ 4 u t í = B  y 4  u B = B —* 4  £  tí,

podem os escribir: A q B -— • A  u  tí =  tí.
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Ejercicio 1 2 
(p. 384)

Ejercicio i 3 
(p. 384)

Problema de la 
p. 385

Se tiene:
a) Si tenem os en cuenta la propiedad distributiva de la intersección respecto  de 

la unión (cf. p. 384) y  el ejercicio 8 (cf. p. 382), entonces:

( A - B ) u ( A n B )  =  ( A n C £ B ) u ( 4 n B )  = A c ( ( C E B)  u B )  = A n E  = A. 

bl Utilizam os el resultado del apartado anterior:

A j B = [(A  -  fi) u  (A n f i l j  u  [ iB  -  A ) u  (fi n  A)J 

.4 B
= ( A - B ) u ( A n B ) u ( B - A ) .

c) Utilizam os una de las propiedades distributivas y  una de las leyes de d e  M o r

g a n  (cf. p. 384):

( C £ A) u  (A n  B) =  ( ( C f A)  u  .4) n  ((  C t A ) u B) = E  n  ( (  C £ A) u  B)
= ( C f  A) u  fi -  C f  (A n  C f  B) = C f  (A - B ) .

Se tiene: Card(A) = 18  y  Card(A  u  B  u  C ) =  54, y  los conjuntos pedidos son:

a)  1 5 , 1 4 , 1 9 ,2 3 , 2 8 , 3 2 ,  3 7 ,4 1 ,  50, 55 , 7 3 ,8 2 ! ,

b) 1 16 , 26, 5 6 ,6 1 ,6 2 ,6 5 ,6 7 ,6 8 , 7 6 ,8 6 !,

el { 16 ,2 6 ,4 6 ,5 6 ,6 1 ,6 2 ,6 4 ,6 5 ,6 7 ,6 8 ,6 9 ,7 6 ,8 6 ! .

Por otra parte, la expresión m ás sim ple con los conjuntos A, B  y  C que proporciona 

un conjunto con sólo un elem ento es: A n  B n C.

Si x  es la cantidad de los que leen am bos periódicos B  y  C , entonces las cantidades 

de los que leen A y  C  (ambos), A  y R (ambos), C, B, y  .4, son: 2 x , 4 x , 8 x , 16 x ,  y  3 2 x , 

respectivam ente.

Denotem os por |A| la cantidad de los que leen el 4 , por |B| la cantidad de los que 

leen el B, por | A  y  B | la cantidad de los que leen el A y  el B (ambos), etc. De acuerdo 

con el corolario visto  del teorem a de los cuatro cardinales, se tiene:

|A o B  o C\ = |4| 4 \B\ - |C| -  14  y  B\ -  |A y  C\ -  |B  y  C| +  |A y  B  y C\ ,

y  sustituyendo:

14 7 0  =  3 2 x  4- 1 6 x  -t- 8 x  -  4 x  -  2 x  -  x  +  | .4 y  B  y  C| =  4 9 x  + 14  y fi y  C \ , 

luego:

14  y  fi y  C | -= 3 0 - x .

Se sabe que x  es m ayor o igual que 30 , luego 30  -  x  es menor o igual que 0;

pero ( 1/4 9 )  |4  y  B y  C| es un núm ero positivo o nulo, así que de la igualdad an

terior se deduce que x  =  30 , y en consecuencia: |4  y  B y  C| =  0.

Nadie lee, pues, todos y  cada uno de los tres periódicos .4, B  y C.
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Ejercicio 1 4 
(P- 390)

Ejercicio 1 5 
(p. 393)

Ejercicio 1 6 
(p. 396)

Ejercicio 1 7
(p. 401)

Si ( x .y )  e  R -, entonces x  «  x  y  y  «  y ,  y podem os escribir: ( x ,y )  «  (x .y ) .  Es decir, 

la relación <  es reflexiva.

Por otro lado, si ( x . y )  y  (z, t) son dos elem entos de R J tales que:

( x , y ) < ( z , t )  y  ( z ,t )  «  (x .y ) ,

entonces:

x <  z , y  «s f y  z  x, t y ,

de lo que se  deduce: x  =  z  y  y  = t, esto  es: ( x , y )  =  (z . t ). La relación es, pues, 

antisim étrica.

Finalmente, si (x .y ) ,  (z .t )  y (u , v )  son tres elem entos de R-’ tales que: 

( x j ) < ( z , t )  y  ( z . t ) ^ ( u . v ) .

entonces:

x « z , y  < t y z  « u ,  t < v ,

de lo que se infiere: x  «  u y  y  «  v, y  ( x . y )  í  ( u . v).  La relación =s es, entonces, 

transitiva.

En resum en, la relación «  es reflexiva, antisim étrica y  transitiva: es una relación 

de orden e n K - .

La restricción de /  a R * es la aplicación / ,  de R+ en R , que verifica:

V x  G R+, f\ (x ) = / ( x ) .

Pero si x t  L  (es decir, s i x  ̂ 0), entonces: f ( x )  = |x| = a-, así que es la

aplicación de R_ en R + que verifica: V x  e  R _ , f \ (x) = x. Es decir: f ¡  = I .

No. Por ejem plo, s i  /  es la aplicación de A  = ¡ 1 , 2 , 3 }  en B  =  {a , b ¡ definida por:

f ( l )  = a, f (2 )  = a y  / ( 3 )  =  b.

entonces /  verifica ( * )  y , en cambio, no es inyectiva.

Realm ente, cualquier aplicación verifica ( * ) . Si no se ve claro, obsérvese que (4  1 
es equivalente a: V (x , v )  e  A2, ( x  = y )  => ( f ( x )  =  f ( y ) ) .

La aplicación /  es suprayectiva, pues si y  e  R + , entonces y  es la im agen de v y  

por / :  / ( . / y ) = { %í y ) 2 = y .  Tam bién es inyectiva; en efecto, si x¡  y  X 2 son dos 

elem entos de R+, entonces:

(/(-Vi) = / ( x 2)) => (x 'i =x\)  => (X| = x 2),

donde la últim a implicación puede escribirse al ser x i  y  x 2 positivos o nulos.
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Ejercicio 1 8
(p. 4 0 4 )

La aplicación /  es entonces biyectiva. Para hallar su inversa: /  ',  nos fijam os en 

que si y  e  ÍR+ y  x  € K+, entonces:

y  = f ( x )  <=• v  = <=> x  =  y y

(recordem os que x  »  0  y  y  »  0); y  como: y  =  f ( x )  <=> x  = /  1 ( y ) ,  se  concluye:

IR.,. — ------• IR*

y -------------------------- v ' 3 7 '

La aplicación g  también es suprayectiva: si y  e  ÍR+, entonces y  es la imagen por g 
de y / 2 .  Y  tam bién inyectiva:

(g (X i)  = g(x>))  =>  (2 x i  =  2x¿) => (x , =  x 2 ).

Es, pues, biyectiva, y com o se verifica:

y  =  g (x )  *=> y  = 2x <=> x  = —,

se concluye:
g '

y ---------------v / 2 .

La aplicación com puesta g  °  /  es de K , e n R t ; la  im agen de x  e  K + por g  o /  es: 

I g o f U x )  = g { f ( x ) )  = g (x 2) = 2x2.

Sabem os que g °  f  es biyectiva (al serlo  /  y g); se verifica:

y  = \g ° f ] ( x )  «=*• y  =  2 x 2 <=> x  =  \/-j 

(pues: x  > 0 ,y >  0), así que:

V y  e  K t , i g ° f ) ^ ( y )  = y j ^ -

Por otro lado, la im agen de un elem ento y  de IR* por la aplicación com pues

ta /  1 °  g ~ ' es:

1 /  '--a , J < y > - r , ( f ) - v ' £

Es claro que {g °  f ) ~ '  =  / ’ 1 °  g  1 .

C onsiderem os una operación *  definida sobre un conjunto, y  supongam os admite 

d os elem entos neutros e y  e'. Entonces:

e *  e' = e, ya que e' es elem ento neutro, 

e *  e' - e’, ya que e es elem ento neutro,

y  en consecuencia: e = e'.
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Ejercicio l 9 El elem ento neutro de la  operación *  es obviam ente el núm ero 0. Un núm ero racio- 

(p. 405) nal a  admite un sim étrico a  precisam ente si: a  *  á  =  a  *  a  =  0, es decir:

a + a  +  a a  = 0.

Ahora bien, s i  a  *  - 1 ,  la  igualdad anterior es equivalente a:

_  a

y - a l (  1 + a ) e  Q; y  si a = - 1 ,  dicha igualdad toma la forma: - 1  + a -  a =  0, igualdad 

que es un absurdo.

En conclusión, podem os afirm ar que todo núm ero racional a distinto de - 1  es 

sim etrizable, y de sim étrico: - t i / ( l  +  a),  y  que el núm ero - 1  no admite simétrico.

Finalmente, com o no todos los núm eros racionales adm iten sim étrico, la opera

ción *  no es sim etrizable sobre Q.

Ejercicio 20 Sean a  y b dos núm eros racionales tales que a * h  =  - l . S i í ? * - l ,  entonces de:

(p. 406)
a  *  b = a  + b + ci b = - 1

se  deduce:
- 1  -  ba ( l  + b) + b = - 1, y  por tanto a =  ̂ =  - 1 ;

es decir, cuando n * b  =  - l , s i h * - l ,  entonces a  = - 1 ;  y  análogam ente: si a  ¿  - 1 ,  

entonces b = - 1 .  En definitiva, si a * b = - 1 ,  entonces necesariam ente a = - 1  

o b =  - 1 .

Lo dem ostrado en el párrafo anterior nos asegura que la restricción de la opera

ción *  al conjunto Q -  { — 1 1  es una operación sobre Q -  { — 1 } :

\/(a,b) €  ( Q -  { - 1 ! )  x  ( Q -  { - 1 } ) ,  a * b  e Q  -  { - 1 J .

Y esta  operación verifica lo siguiente:

o  es asociativa (cf. e jem plo  45, p. 4 0 3; allí se dem ostró para *  definida sobre N, 
pero esta  prueba es análoga); 

o  tiene elem ento neutro: el número 0;
o  cada elem ento de Q -  1 - 1 1  es sim etrizable, y  de sim étrico (cf. solución del 

ejercicio 19 , p. 425): a  =  - a / ( l  + a)\ 
o es conm utativa; en efecto: si a  y  b son dos elem entos ele Q — { — 1 1 , entonces se 

verifica:

a *  b = a  + b + ab = b + a  + ba = b *  a.

En conclusión: (Q -  { - 1 1 ,  * )  es un grupo abeliano.
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Ejercicio 21 
(p. 407)

Ejercicio 22 
(p. 41 1)

Ejercicio 23
(p. 417)

Se verifica:

p I.a operación +  es asociativa:

(X i,x 2) + U y i ,y 2 )  +  U [ , z 2)\ = (x i,x 2) + (y ¡  + Zi,y> + z¿)
= (X ] + V] + Z\ ,X 2 + yz + Z2 ),

y  el m ism o resultado se consigue a partir de: [ ( x i , x 2) +  ( y i , y 2 )] +  (Z |,z>). 

o  El par (0 ,0 ) es el elem ento neutro: (X i, x 2) + (0 ,0) =  (0 ,0) +  ( x i , x 2 ) = ( x i ,X 2>. 

p El par ( x i , x 2) es sim etrizable y  su sim étrico (en este caso, podem os decir 

opuesto) e s : - ( x i , x 2) =  ( - x i , - x 2).

En efecto: (X i,x 2) + (- X i, - x 2 ) =  (- x i, - x 2) +  (x i,x 2) =  (0 ,0). 

p La operación +  es conm utativa. En efecto:

(x  r, x  2 ) + ( y \ , y ¿ )  = (x\ + y \ , x 2 +  y ¿ )  = O 'i + x 1, y 2 + x  ■>) =  ( v i .y ? )  + (x l ,x 2). 

En conclusión: (IR2, + ) es un grupo abeliano.

Supongam os que <1 es una ley de com posición externa definida sobre Z para Q:

Q x Z  ------- 1

(q ,z ) -----------q< z ,

que verifica las propiedades (1.1), (L2), (L3) y  (L4).

Sea z e  Z tal que:

1 . ,  = ,

Entonces:
2 <  ( ¿  <  i )  =  2 < z .  (14)

El prim er m iem bro de (14 ) verifica:

y el segundo m iem bro: 2 <  z =  ( 1  + 1)  <1 z  (= ' 1  <a z  + 1 <  z  z  + z  =  2z . En 

consecuencia, de (14) se  deduce: 1 =  2z , o bien: z =  1 / 2 , en contra de que z e l .

No es posible, pues, definir una ley de com posición externa sobre Z para Q que 

verifique las propiedades ( L l), (L2), (L3) y  (L4).

Pongamos: P (x )  =  ao  +  « i x  + • • • +  a nx n y  Q (x )  = bo + b\x + • • • + b,iX",  con p y q 
(los grados respectivos de P  y Q) m enores o iguales que n. El producto PQ  es:

(P Q ) (x )  = P ( x ) Q (x )  =  e 0 + e ix  + ■ ■ ■ + e 2n- i x 2,,_1 +  e 2nx 2 n ,

donde:
j

e.j = Y, *kbj-k, 3  =  0 , 1 ........2 n.
k-0
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En prim er lugar, estudiem os el valor del coeficiente e, si j  > p + c¡. Para cualquier 

valor del índice del sum atorio (0 «  k «  j),  de j  > p +  q se deduce:

k>  p o j  - k>  q\

en el caso: k > p, como el grado de P  es p, se tiene:

-  0, y por tanto a^bj-k =  0;

en el caso: j  - k> q, como el grado de Q es q, se tiene:

bj-k = 0, y  por tanto akbj-k = 0.

En definitiva, si j  > p + c¡, todos los sum andos de e , son nulos:

1
si j  > p +  q, entonces ej = a kb¡-k - 0.

k  -  ( i

Por otro lado, estudiem os el valor del coeficiente ep+li. Cada valor del índice k del 

sum atorio verifica una y  sólo una de las condiciones siguientes:

a) k < p y  p + q - k > q,
b) k = p y p  + q -  k = q,
c) k > p y p + q - k < q.

En el caso (a), y recordando que Q es un polinomio de grado q, se tiene:

bp+í, k = 0, y  por tanto Ukbp^-k = 0.

En el caso (b), se tiene: a kbv+q-k =  a r bq *  0, pues a f, y bt, son no nulos por ser p y q
los grados de P y Q, respectivam ente. Por último, en el caso (c), por ser P  de grado p,
se tiene:

¿ijt =  0, y  por tanto Ukb,,+,,-* = 0.

En definitiva:

Recapitulando:

it’ +i-í
£j»+í¡ = Q-kbp+q-k - Hpbq *  0.

l - o

e¡ =  0 si j  > p + q, y  ep+q =  av ba *  0;

es decir: el grado de PQ  es p + q.
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Ejercicio 24 
(p. 418)

Querem os se verifique:

x~ =  A ( x  + 1)  -  A(x )

= ( d - d )  + c [ ( x  + 1) - x ]  + b [ ( x  + l ) 2 -  x - ]  + a  [ ( x  + l ) 3 - x 3]

=  c + b(2x  + 1)  +  a ( 3 x 2 + 3 x  + 1)

=  (a  + b + c) + (3 a  +  2 b)x + 3 a x 2,

y esto  se consigue precisam ente si:

3 a  =  1 ,  3 a  +  2b = 0, a  + b + c = 0,

es decir: a  = 1 /3 , b =  - 1 / 2  y  c = 1/ 6 . En consecuencia, el polinomio:

A (x )  =  á. +  \ x  -  \ x 2 + | x 3 
6 2 3

verifica lo que querem os. Nótese que el valor de d es indiferente para conseguir 

que A (x  +  1 )  -  A (x )  =  x 2; elegim os por com odidad d = 0:

A (x ) = \ x - - x 1+ \x 'i . ( 13 )
b ¿  J

Por otra parte, observam os se  tiene:

l 2 =  .4(2) -  A( 1) ,

2-' - 4 ( 3 ) - 4 ( 2 ) ,

n ’ =  4 ( n  +  1 )  -  4 ( n ) .

Sumando se obtiene:

I2 +  2 2 +  • ■ ■ + n 2 = A (n  + 1)  -  4 ( 1 )  =  A (n  + 1) ,

y  sustituyendo en ( 13 )  llegam os finalm ente a:

l 2 +  2 2 +  ■ ■ ■ +  n 2 =  4  (n  +  1)

H +  l ( n + 1 ) 2 (n +  l ) 3 n ( n  +  l ) ( 2 n + l )
-  — 6 2 _  3 "  6
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B. I. DETERMINANTES DE ORDEN DOS

B.l DETERMINANTES DE ORDEN DOS

Sean x  = (x\,x->) Vy  = < Vi ,3'2> dos vectores de R 2.

Los vectores x  y  y  son linealm ente dependientes si y  sólo si:

x\y¿ ~ * ’ } ' i = 0 -  (1)

Ln efecto. Si los vectores x  y  y  son linealm ente dependientes, entonces al menos 

uno de ellos, pongam os el y ,  es igual al producto de un número real por el otro:

y  =  A x , con A e  R,

luego y  i =  A xi y y> = \x¿, y por tanto:

X| J'2  -  X2y\ = X , \ X  > - X 2A X 1 = 0.

Recíprocam ente, supongam os que se  verifica (1). Si uno de los vectores x  o y  es 

nulo, entonces am bos vectores son linealm ente dependientes. Por el contrario, si 

los dos vectores son no nulos, y  por ejem plo y  i ^  0, haciendo A =  X\!y\  —y  por 

tanto X \  =  A j ' i —, de (1) se deduce que X 2 = A jyj. es decir:

x  = A y,

y en consecuencia los vectores x  y y  son linealm ente dependientes.

Una consecuencia inm ediata de lo anterior es que los vectores x  y y  son lineal

mente independientes si y só lo  si:

x  i y 2 - x 2 y  i ± o.

EJEMPLO 1 Para los vectores x  = (2,0) y y  = ( - 1 ,3 )  de IR-, se tiene:

x ,  = 2, x 2 = 0 y j ’ i = - 1 ,  yz = 3,

i uego:
x  i y  2 - X'2 j '  i = 2 • 3 -  0 • ( - 1 )  = 6, 

y x  y y  son vectores linealmente independientes.

Del núm ero X |y> - x ¿y ¡  , que se denota de la forma:

x\ y  i
x> y¿

Determinante de direm os es el determ inante de lo s  v e c to re s  x  =  (X | ,X 2 ) y  y  =  (y\,y-¿) en  la base

dos vectores en canónica:
la base canónica -Vi Vi

xz y¿ = x iy ¿  -  x¿y\ .
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EJEMPLO 2

Función 
determinante en 
ia base canónica 

(orden 2)

B.2

Permutador 
de 11.2.31

Los vectores u = ( 1,3 )  y v = (2 ,A) de IR2 son linealmentc dependientes si y sólo si A = 6. En 
efecto, el determinante de u y  v en la base canónica es:

l 2
3 A

=  A -  6,

que es nulo si y sólo si A = (i.

Para el estudio de los determ inarnos se utiliza la aplicación ¿i de en R tal

que:

A (x ,y )  = = xiy2 -  x¿yi,v i  y ,
v 2 y>

donde x  = ( x i , x 2) y  y  =  (_Vi , y 2 ), de la cual direm os es la función  determ inante en 

la b ase  canónica.
Nos interesa resaltar dos propiedades de esta aplicación:

• A e s  bilineal, es decir, es lineal en cada una de su s variables, dejando fija la otra:

A(c\x + px ' , y )  = txA ix .y )  + P A (x ' , y ) ,

A ( x , a y  + p y ' )  = « 4 ( x , y )  +  P A (x . y ' ) .

cualesquiera que sean los vectores x ,  x ' ,  y  y y '  de R¿ y  los escalares a  y p.
• A es alternada, es decir, cam bia de signo cuando se intercam bian los vectores x  

y y :  A (y .x )  - - A (x ,y ) ,  cualesquiera que sean los vectores x  y y  de R 2.

La com probación de estas dos propiedades es inm ediata.

DETERMINANTES DE ORDEN TRES

1. Perm utaciones del con junto  1 1 , 2 , 3 1  Se tiene:

Definición

Una perm utación  del conjunto { 1 , 2 , 3 1  es una aplicación biyectiva del con

jun to  { 1 , 2 , 3 1  en sí mismo.

Denotarem os por P¡ el conjunto cuyos elem entos son las perm utaciones del con

ju n to  1 1 , 2 , 3 } .  Los elem entos de P2, que son seis, serán denotados así:

•  ti: i í ( l )  -  1 , u<2) =  2, m(3) =  3;

.  f 12 : í 12( l )  =  2 , t 12(2) =  l , t 12 (3) =  3;

.  tn : t 13 ( l )  = 3, t u (2) =  2, tVi(3) =  1 ;
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Transposición 
(orden 3)

• Í23: «23(1) = l . Í 23<2 ) -  3, t¿¿(3) =  2;
•  p: p( 1 )  =  2, p (2) = 3 , p (3) =  1;
•  q: q ( l )  =  3, q(2) = 1, q (3) =  2.

La perm utación 11 se denom ina perm utación idéntica; y  las perm utaciones tj 2. f 13 
y  t >3, tran sposicion es.

La com posición de aplicaciones —que se denota: articula el conjunto P3 como

u n  grupo (no abeliano), cuyo elem ento neutro es la perm utación idéntica: u. La tabla 

de la com posición de las aplicaciones de P;¡ es la tabla 1 .  Por ejem plo, en ella leem os 

que t¿3 o t 12 =  q, pues:

[t23 °  f|2l ( l )  = Í 23( t |2( D)  =  Í 23(2 ) = 3 = ^ ( 1 ) ,

[«23 0 f 121 (2 ) = Í23 ( f  12( 2 ) )  = i 23(1 ) -  1 = d (2 ) ,

[Í23 °  Í12 ](3)  =  Í23(tl2<3)) =  Í23(3) =  2 =  q(3).

0 ll f  1 2 Í 1 3 « 2 3 P d

u ll 1 1 2 f  1 3 « 2 3 P d

t, 2 f  1 2 U P d « 1 3 « 2 3

f  1 3 f  1 3 q ll P « 2 3 « 1 2

Í 2 3 Í 2 3 p q u « 1 2 « 1 3

P P 12 3 112 « 1 3 d 11

Ó < 1 11 3 « 2 3 « 1 2 l í P

Tab la 1. Tabla de la composición de las permutaciones de {1,2,31. Si g 
y h son dos de estas permutaciones, entonces g «h  se encuen
tra en la fíla donde está h y  en la columna donde está g\ por 

ejemplo: °  t ¡2 = q, y «23 °d  0 t i2 = Í23 0 (q °tu> = 0 h 3 = "•

2. I  o rinas trilin ea le s  a lternad as  Sea £  un espacio  vectorial sobre IR de dim en

sión 3. Una form a trilineal a lternad a sobre £ es una aplicación /  de £  x £ x £ en K
que verifica:

• /  es trilineal, es decir, /  es lineal en cada una de su s variables, m anteniendo 

fijas las otras dos:

/(OÍXT + f S x \ , X l , X l )  =  O í/(Xi,Xl’,X;í) + /?/ (X ],X2,X  3),

cualesquiera que sean los vectores X |, x j , x-¿ y  X 3 de £ , y  los escalares tx y  /■> 

de IR, y análogam ente con las variables segunda y tercera;

•  /  es alternada, esto  es, /  cam bia de signo cuando se intercam bian dos cuales

quiera de los tres vectores (dejando en su lugar el restante).
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EJEMPLO 3 Si /  es alternada, se verifica:

= - f ( X ’,X  |,X;¡), (2)

pues hemos intercambiado los vectores x¡ y x ¡ (y el vector x> ha permanecido en su lugar); 
y se verifica:

/ ( x 2,x  |,X 3) = - / ( x  i,x_>,x3), (3)

pues hemos intercambiado los vectores x > y x\ (el vector x ¡ permanece en su lugar ). De (2) 
y (3) se deduce:

f(X>,X¡,X\ ) = f (X ],X2 ,X í).  (4)

Análogamente:
f ( X  3,Xi,X-¿) = - f (x :i,x¿,x  i) = f (X ¡,X2,X}).  (3)

Por ser f  alternada se verifica:

•  f ( x \ , x 3, x ¿ ) =  - / ( x i , X 2. * 3 ) (intercam biado los vectores x 3 y x 2);

•  f ( x 2, x i , x 3) = - / ( x i , x 2, x 3 ) (cf. (3));

•  / ( X 2, x 3 , x i ) =  ,/ (x  1 , x 2, x 3) (cf. (4));

•  / < x 3, x  1 ,X 2> = / ( x i , x 2, x 3) (cf. (5));

•  / ( x 3, x 2 , x i )  = - / ( X ] , X 2, x 3) (intercam biando x 3 y x i ) .

Dada una perm utación g  del conjunto { 1 ,2 ,3 } ,  si defin im os £(¿7) =  - 1  cuando g  es 

una transposición, y e(g) = 1 en otro caso:

f(tl2) =  f(t|3) = f(Í23> = -1 Y £(u) =  £(p) =£(<*) = 1,

cuando /  es alternada se  tiene:

/(Xí,(i),Xí,(2),X„,3)) = £(¿7)/(X i,X2,X3). (6)

3 . D eterm inante de tres vectores en una base  Considerem os un espacio vec

torial E  sobre R de dim ensión 3, y fijem os en E  una base B = (v ¡ ,  V2 , v-j). Si /  es una 

form a trilineal alternada sobre E, y x 3, x>, x 3 son vectores de £ , con:

x¡ = x¡\V\ + Xi2V2 +  x,-3u 3l con  1  <  i  < 3,

de ser /  trilineal se deduce:

. 3  3  3 . 3 . 3  3
/ ( X | , X 2 , X 3 ) = / (  ^ X u l / j ,  X X 2 JV J ’ X x ^ V k )  = X A'i <f [ v i < Y . x '¿jv j< X * 3 f c l ’ k

r- 1 1 k=l i- l  '  /=! k= I
3  3 ,  3  .  3 3  3

= X  ' L X l ¡ X 2 j f  [ V i . V j ,  X x 3 k V k )  = X  X  X X U X 2 j X 3k f l V h V j , V k ),  
i = 1 j =  l k= 1 i=l j = l fc= 1



B.2. DETERMINANTES DE ORDEN TRES 435

Función 
determinante en 

una base 
(orden S)

Determinante de 
tres vectores en 

una base

es decir:
3 3 3

f ( X | ,X 2,X 3 ) = X  X  X * l* '* 2 ¿ * 3 * / (* 'i ,V / ,V fc )-
i= lj= lfc= l

I , I

Si dos cualesquiera de los índices i, j  y  k son iguales, entonces: v k) =  0. En

efecto: si por ejem plo i = j ,  como /  es alternada:

f (V i ,V j ,V k) = - f(V j ,V i,Vk ) ,

y por tanto 2 f ( v l l v ,,v i<) =  0 , es decir: f ( v ¡ ,  v , , v k) = 0 ; y  análogam ente se de

m ostrarían los otros casos. En consecuencia, en (7) sólo tenem os que considerar 

aquellos sum andos donde los índices i, j ,  k son distintos dos a dos; y en este caso, 

si definim os: g(  1 ) -  i, g (2) =  j  y g(3)  =  k, entonces g  e  P3, y por tanto:

: 3 ;¡

X  X  ' Z x u X 2 j X i k f ( V i , v i , v k ) =  X  x i 0 n ) X 2 e i 2 ) X s g a ) f ( V g i u , V 0 {2)'VíH3''>-
i'=l j  = lJk=l gzPi

y de (6) y (7) se concluye:

f ( X i , X ¿ , X 3) =  f ( V l ,V2,V3) X  £(& iX ig (i>X20(2)X3a(3)-
flE r,

(8 )

Se d efín ela  fim ción  determ inante en la base B =  ( t q , Vj, 03 ) como la aplicación D 

de E 3 en IR tal que si ( x i , x 2,X 3) e  E3 y

x ,  =  X q tq  + x , 2v 2 + X 13U3, con 1 < i «  3,

entonces:

D(X] , X 2 , X 3 ) =  X  £ (0'>Xigm X2íH¿)X3g a ) .
¡jrP:

Del núm ero D ( x i , x 2,X 3> direm os es el determ inante de ios vectores x j ,  x 2 y  X 3 en 

la base B, y se denota:

D (x  1 , x_>, X 3 ) =
* 1 1  * 2 1  * 3 1
-Vi 2 X 22 X 32
-Vi 3 -V23 X 33

=  X  l )X2g{2)X3gli)-  (9)
S--T;

En consecuencia, si /  es una form a trilineal alternada sobre E, y  D es la función 

determ inante en la base fijada B = ( tq , tq , 1/3) de E, se verifica (cf. (8 )):

Al estudiar el caso general (cf. sección 4, p. 4 4 1), dem ostrarem os que una condi

ción necesaria y  suficiente para que los vectores x\, x 2 y  X 3 sean linealm ente inde

pendientes es que su determ inante (en cualquier base) sea no nulo.
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Regla de Sarrus 
(sólo orden 3)

EJEMPLO 4

4. C álcu lo  de un determ inante de orden tres: reg la  de  S a r r u s  Si desarro

llam os la sum a de (9), se obtiene:

D (X | ,X 2,X 3) = X , |X 22*33 - X i2*2l*33 - X |3X 22*3I
( 10 )

_  A” 11 * 2 3 * 3 2  +  X i 2X 23X 31 +  X 13X 21X 32 .

Un método para calcular la expresión (10) (que no se generaliza para determ inantes 

de m ás de tres vectores), denom inado regla de Sarrus, es el siguiente: colocam os 

“encima del determ inante" su tercera fila, y “debajo" su prim era fila:

A'13 * 2 3  * 3 3

* 1 1  * 2 1  * 3 1
* 1 2  A'22  A'32  ,

* 1 3  * 2 3  * 3 3

* 1 1  * 2 1  * 3 1

y  escribim os y sum am os todos los productos posibles de tres térm inos en diagonal, 

anteponiendo el signo + a los orientados de la form a: x , y  el signo -  a los orientados 

de la forma: z . lis decir, se antepone el signo +  a los productos:

* 1 3 * 2 1 * 3 2 ,  * 1 1 * 2 2 * 3 3  V * 1 2 * 2 3 * 3 1 ,

y se  antepone el signo -  a los productos:

*12*21*33, *13*22*31 Y *1 1*23*32-

Fijemos en el espacio vectorial K3 la base R - d ' 1, 1' 2, v 3), donde: v\ = ( 1 , 1 ,0 ) ,  vj = (0 ,1 ,1 )  
y v ¡ = ( 1 ,0 ,1 ) ,  y calculemos el determinante en la base B de los vectores: X[ = (0 ,3 ,1) , 
x_. = ( - 1 , 1 ,0 ) ,  y X j = ( 2 , - 1 ,3 ) .

Como:
x i  = i»i + 2v> - v i, x_, = v> -  Vi y x :i = -v, + 3i>j,

se liene:

1 0 - 1
2 i

-1 -1
D ( X | , X _ - , X ; j )  =

= ( — l ) - 0 - 0  + l  - 1 - 3  + 2-  ( — ! ) • (  — ]

sin más que aplicar la regla de Sarru s:

( - 1 ) • 1

- 1 3
0 - 1
1 0

- 1 3
0 - 1

0 = 4 ,
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B.3 PERMUTACIONES

Sea n un núm ero natural m ayor o igual que 1.

Permutación 
de | l ,2  n I

Fl conjunto de las perm utaciones del conjunto 1 1 , 2  n ) será denotado por Pn.
La com posición de aplicaciones articula el conjunto Pn com o grupo. Su elem ento 

neutro, que denotarem os por u „, es la perm utación que verifica:

V i e  ¡ 1 , 2 , . . . ,  n ! ,  u „ ( ¿ )  =  i;

de t(„ direm os es la perm utación idéntica de ¡ 1 , 2 , . . . ,  n }. Para cada g  e  P„ deno

tarem os su perm utación inversa por g ] :

g o g ' = g  1 o g  = u „.

EJEMPLO 5 Las aplicaciones r  y  i  de ¡1 ,2 ,3 ,4 )  en sí mismo tilles que:

r ( l )  = 1, r {2) = 4 , r(3)  = 2, r (4) = 3,

5 (1)  = L, 5(2) = 3, 5(3) = 4, 5(4) = 2,

son elementos de P4, y verifican: r ° s  = s ° r  = iu , es decir, s es la permutación inversa de la 

permutación r: s = r  ', y r  es la inversa de s: r  =  5 " '.

Transposición 
(orden n)

Consecuencias de la definición de transposición Se verifica:

•  Las transposiciones t{¡ y t j ¡  son la misma.
• La permutación idéntica u „ no es una transposición.
•  Cualquiera que sea la transposición t¡j de { 1 , 2 , . . . .  n ) , se  tiene: u „ = t¡j °  í y ,  y 

por tanto: t f l  = tu .

Definición

Si { i , j }  c  { 1 , 2 ........n ) , de la  perm utación t¿¿ de { 1 , 2 ,  — , n) que verifica:

t i j ( i )  = j ,  t i j ( j )  = i y  V k  e  { 1 , 2 , . . . , n ¡ -  tu (k) =  k

direm os es una tran sposición  de ¡ 1 , 2 , . . . ,  n i.

Definición

Una perm utación  del conjunto { 1 , 2  n )  es una aplicación biyectiva de este

conjunto en sí mismo.
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EJEMPLO 6  La transposición ¡2 3  de ! 1,2 ,3,4¡ es la permutación del conjunto ¡ 1,2,3,41 que verifica:

f n d )  = 1, t>í(2) = 3, í 2:!(3) = 2, í_>:((4) = 4.

Obsérvese que f23 » t2j = 113.

EJERCICIO 1 Probar que loda permutación elemento de P„, con n »  2, es igual a una composición de 
transposiciones. a

EJEMPLO 7 Con el método descrito en la solución del ejercicio I, para la permutación r  del ejemplo 5 
(cf. p. 437) se obtendría: r  = t >.1 °  (-«. Obsérvese que también se verifica: r  = t:u °  í 23■

Aplicación
alternada

Definición

Dado un espacio vectorial E  sobre 1 ,  de una aplicación </> de E n en R. direm os es 

a lternad a si para toda transposición t de { 1 , 2 , . . .  ,n }  se verifica:

=  ~4>(x i , x 2.........x „ ) ,

cualesquiera que sean los vectores x 3, x 2, . . . ,  x „  de E.

EJEMPLO 8  Sea E = K. La aplicación </>3 de 0&J en 1 dada por </>3(X i ,x 2 ,x 3) = (x 2 -  x\ )(x 3 - x , )(x 3 - x 2) 
es una aplicación alternada.

En efecto. Dados x ¡ , x2 y  x  1 de IR, para la transposición t l2  de (1,2,3! se verifica:

<#>3Ui,2U),Xf|2(2),X(l2(3)) = <t>3 Í X 2 , X i , X 3 )

= (.Y, -  X2) (x3 - x2) (Y.) -  X , )
= - (X 2 - X i)(X 3 - X2X X 3 - X | )

= -<f>j(x,,x>,x3);

para la transposición ( 13:

0 3 U f|3(i),Xtl3(2),X(|3(3)) = 03(X3,X2,X|)

= (X2 - X 3 )(X | - X 3)(X i - X2) = -03(*1,X2,X3); 

y, finalmente, para la transposición t¿y.

</>3(X,23,n,Xl2,(2),X,23(3l) = 03(X|,X3,X2)

= (X 3 - X |) (X'¿ - X ]  ){x¿ — X3) = -03(X|,X2,X3).

En consecuencia, <p¡ es una aplicación alternada.
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Análogamente se demostraría que la aplicación </>„ de II" en R, con n » 2, dada por: 

<l>n(X, ,X2  X „ i  =  ( X j - X í )

es una aplicación alternada.

Proposición  II.1 Seang, h y t  tres permutaciones de { 1 , 2 , . . . ,  n ] tales que:

g = h o t y  t es una transposición,

y consideremos un espacio vectorial E  sobre IR, y una aplicación alternada </> de E " 
en R. Entonces:

(p ( X g ( ¡ ) ,  X g { 2 ) ,  —  • X g i n ) )  ~  ~ <t>( X h l \ h  -*ti(2)i • • • i X h i n )  )> 

cualesquiera que sean los vectores x i , x ¿ , x „  de E.

Demostración Para cada i e  ( 1 ,2 , . . . .  n i , si definimos: y , = xi,u)< entonces:

y¡(i) = Xh(ti¡)) =

y como <p es alternada, se tiene:

4>(Xgi\),Xg{2)9...,Xifi„ i) = <t>(yl{l)ty t(2 y*<n)) = ~*P^y \' y  2*' •* * y  n)
— — </> (Xi¡  11), Xh < i i , .  . .

C.Q.D.

C oro lario  Si x\, x ¿  x „ son n vectores de E, con n > 2, el número:

(p { X g t  1 ), X g í 2 ) t  ■ ■ ■ ■ X , ¡  ( „  ) )

esigual a<p{x\,x¿  x „ )  o a-<p(x ¡ , x-¿, ■ ■■, x „ ) ,  según sea la permutación g  e  Pn
igual a una composición de una cantidad par o impar, respectivamente, de trans
posiciones.

Sea n »  2. Si una perm utación es igual a una com posición de una cantidad par 

de transposiciones, entonces no es igual a una com posición de una cantidad impar; 

y viceversa. En efecto. Sea <p„ la aplicación alternada de R "  en IR del ejem plo 8 

(cf. p. 438), y  sean x ¡, x>, ..., x „  núm eros reales distintos dos a dos, y por tanto:

( p n ( X i , X 2 , . . . , X n ) 4= 0. ( 1 1 )

Si la perm utación g  e  P„  fuera igual a la com posición de una cantidad par de trans

posiciones, y también igual a la com posición de una cantidad impar, entonces se
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verificarían sim ultáneam ente (cf. corolario de la proposición II. 1): 

4>n(xg(l)iXg[2)i • • ■ t2Cg{n)) = (f)n (X i, X 2, . . . ,  Xn ),

- V

(foniXgd), Xg{2),. . .,  Xg(n)) — — <f>n (X i, X 2, —  ,* n ) i 

de donde se deduciría que $ „ U ' i . * 2, ■ ■ ■ ,* » )  =  -</>«(* i , * 2. ■ ■ ■ ,* n ) , y  Por tanto 
que c/> 1,( x ] , x 2, . .  ■ , x n) es igual a 0, en contradicción con ( 11) .

Signatura de una 
permutación

Consecuencias de la definición de signatura Se verifica:

• La signatura de la permutación idéntica u n, con n > 2, es iguai a 1 :

f ( u „ )  = 1 .

Basta tener en cuenta que un = t¡j ° t,j para cualquier transposición t,j de { 1 , 2 ........ n \ .

• l.a signatura de una transposición es iguai a - 1 :

e íh j)  = - 1 .

• Si g v h son dos elementos de Pn, entonces:

E {g  o h )  = e ( g ) e ( h ) .  ( 1 2 )

El caso n  =  1 es obvio. Supongamos que n  >  2. Si la permutación g  o  h  es igual a la 
composición de un número par de transposiciones, necesariamente g  y h verifican: am
bas son composición de un número par de transposiciones, o ambas son composición 
de un número impar. Es decir: si e ( g  ° h) = 1, entonces:

£(g) = £(ft) = 1  o £(í?) = £(h) = - I ,

y en ambos casos se verifica (12).
Si, por el contrario, g  o  h es igual a la composición de un número impar de trans

posiciones, necesariamente una de las permutaciones: o bien g, o bien h, es igual a la 
composición de un número par y la otra igual a la composición de un número impar. 
Esto es: si r { g  ° h ) = - 1, entonces:

{£(á),£(ft)] = { 1 , - 1 1 ,

Definición

Dada una perm utación g e Pn, con n > 2, la signatura de g, que se denota 

por a (g ), se define como igual a 1 si g  es com posición de una cantidad par de 

transposiciones, y como igual a - 1  si es com posición de una cantidad impar. 

La signatura de La perm utación Mi se define como igual a 1 ; esto es: £ ( u i ) =  1 .

y en consecuencia se verifica (12).
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• La signatura de una permutación coincide con la de su permutación inversa. Es 
decir, para toda permutación g se verifica:

£(0 _ 1) = s(g).

Si g e  Pn, entonces g °  g~' = u „ , y por tanto: £ {g °g~ ] ) = £(u n), luego:

s(g)e(g~l ) = 1; (13)

ahora bien, si ocurriera que E(g~') 4 r(g) (es decir, una toma el valor - 1  y  la otra el 
valor 1), entonces se tendría que s(g) s(g~i ) = - 1 ,  en contradicción con (13).

Nota Para n = 3 la signatura de una permutación g e  P:i coincide con el número s(g) tal 

cual se definió este en la sección 2 (cf. p. 434). A

EJEMPLO 9 La signatura de la permutación r  del ejemplo 5 (cf. p. 437) es igual a 1, pues r  es composición 
de un número par de transposiciones (cf. ejemplo 7, p. 438).

La permutación 5 del ejemplo 5 (cf. p. 437) es igual a la composición de un número par
de transposiciones, p u e s = r  ',  y por tanto: £(.?) = £ ( r ) = 1.

Sean g e P„ y g’ e  Pn ¡ , con n s  2, dos permutaciones tales que:

V i e  11,2 n - 1!, g '(i )  = g(i)

(y por tanto: g(n)  = n). Demostrar que s(g) = s(g'). a

DETERMINANTE DE n VECTORES EN UNA BASE

En toda la sección consideram os un espacio vectorial £' sobre R de dim ensión n no

nula, y fijam os en E  una base B =  (t»i, v ¿  t/„).

Definición

La función  determ inante en la base B =  ( i/ ,, v >  i/ „ ) es la aplicación D de 

en R tal que si ( x i , X 2. . . . | X n) e  E n y 

x, = x ¡ ]V i + x i2v 2 +  ■ • • + X inv n, con 1 <  i <  n, 

entonces:
D (X i,X 2, . . . , X „ )  = X  St'3)Xlgyi)X2gf2)- • -Xngin). (14)

Del núm ero real D ( x i , x 2 x „ )  direm os es el determ inante de los vectores 

X ], x 2  x n en  la b a se  B = ( v ¡ , v 2, . . . , v n).

EJERCICIO 2

B.4

Función 
determinante en 

una base 
(orden n>

Determinante 
de n vectores en 

una base
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Nota bene Si E = IR-1 y fijamos como base B la canónica de IR-, la función determinante D 
en la base B coincide con la función J ,  tal y como se definió esta última función en la 
sección 1 (cf. p. 4 3 1 ). a

Formal n-lineal 
alternada

Definición

De una aplicación /  de E "  en ¡R direm os es una form a n-lineal a lternad a sobre E 
si verifica: 

• f e s  n-lineal, e s  decir, /  es lineal en cada una de su s variables, m anteniendo 

fijas las restantes;

•  /  es una aplicación alternada de E "  en IR (cf. p. 438).

Propiedades Se verifica:

•  La aplicación D es alternada. Es decir, si t e  P „ es una transposición, entonces:

 .................  =  -  D (X | ,X 2 ............x „ ) .  (15 )

Se verifica:

D(Xf< I ),X((2li . 1  Xfmi) =  t i g i X n  1 |J)| 1 )Xf(2 |0 (2 ) • • ' X | |  n i ¿ ) O n .  ( 16)

pues si hacemos: y i = x/m, l < i <  n, entonces:

y , = Xkiii f i  + Xi(,)2tr.- + • • •     con 1 «  i «  n,

y por tanto:

D (xn n ,xn 2> x nnl) = D( y , , y , .......y „ )
l ) y H ) X n 2 ) g r ¿ \  • • '  X i ( „ \ g ( n ) .

gel’n

H1 producto x ((i,fl,i)Xi(2)0(2) • • •X|(,nfli„) aparece en la suma de (16) multiplicado 
por f ( í?), pero aparece en la suma de (14) multiplicado por la signatura de la per
mutación gol, pues si h = g o t —y  por tanto: g = h » t—, entonces los productos:

X ( (| ) ÍJ(n X n 2 )¡ j (2 )  • • • X | («lf l(M ) I '  X u , O l X 2 I U 2 )  '  ' '  X n h m )

tienen los mismos factores. Así, y dado que al recorrer g el conjunto P„, también lo 
recorre h = g o f (al ser f una permutación), y  como: £{g o t) = ng)e (t) = -t(g) 
(cf. consecuencias de la definición de signatura, p. 440), se tiene:

X  E ^ d l X u \ ) p H ) X i i 2 ) g l 2 )  • ■ • X t i i D f l t n i  =  —  X  • • ■ X n h l n h
H ' - f n  h s P „

de lo que se concluye (15).
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La función determinante D es una forma n-lineal alternada sobre E.
La aplicación D es lineal en la variable x¡  manteniendo fijas las restantes:

D («X| + fix\, X ,  X „ )  = Y. E(f))«XX |fl(i J  + Px\g{it)x2g(2) • ' • Xng(n)
gePti

= R 7  )X2gf>) ' '  ’ Xngtn)
íief,,

+ fi 2- £^ X lg{l)X2g(2l ■ --Xnyin) 
g e P „

= «D(xi,x_>.......x „ )  + pDix\ ,X 2 , . . . ,x „ ) ;

y análogamente D es lineal en cualquier otra variable dejando fijas las restantes, lo que 
prueba que es n-lineal, y en conclusión (primera propiedad) D es una forma n-lineal 
alternada sobre E.
El determinante de los propios vectores v\,v¿,---.vn en la base (v ¡ , t>2 , ■ ■ ■, v „ ) 

es igual a 1  :

D(v\,v-¿ v „ ) = 1 .

Si para cada l í i <  n  escribimos: v, = v¡iV\ + Vi>v> + • • • + v , „ v n, entonces:

v u =
I , SI I = J ,  
0, si i é J ,

y por tanto:

D (V \ ,V 2  « » )  =  X  E  t'líK 1) v 2g{2) ■■ -V> ig ln í
g € P „

= £(Un)Viunf|)V2un(2) ‘ ’ ' y iiiir,tn) = OI! V‘>2 • ' • Vn tj = 1,

pues en los restantes sumandos algún factor es de la forma: v,u con j  f  k, que es nulo. 
Si dos cualesquiera de los vectores x t, x>, ■■■, x „  son iguales, entonces:

D (X |, x ? , ■ • •, x n ) =  0.

Si x¡  = Xj, con i f  j ,  y t es la transposición ty  e  /'„, entonces:

D(x,a ,,x ll2 ) x„„>) = D(x 1,x 2, . . . , x „);

pero por ser D alternada: D (x(, i , x (,2j x ,,«>) = - D (x ,, x 2 x „ ), y en consecuen
cia: D (X i ,x->......x „ ) = 0.
No se modiñea el valor del determinante de los vectores X i,  x ¿  x „  en una 
base s i a uno de ellos se le suma una combinación lineal de los restantes.
Si, por ejemplo, sumamos a X\ el vector 0 0 x2 + ■ ■ • + « „x „, como D es n-lineal, se 
tiene:

D (x i 4 y « ,X „ X ,  X „ I = D IX |,X 2  Xn) + D ( ^  a ¡x i, X 2 , . .., X „  I ,
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pero (propiedad anterior):

n H
D I ^(XiX¡,X2  X „ J = X  DfXi.Xj  X,  x„)  = 0,

¡=2 i=2

y por tanto:
t ” \ -D X, + I « , x „ x 2 x „ 1 = D lx i.x , x „).

Sea B = (v ¡,v> ,___ v „ )  una base fijada en E, y sea D la función
determinante en la base B. Dado un número real a, la aplicación:

f  =  a D

es la única forma n-lineal alternada sobre E  tal que:

f ( v  I , l >2........V „ )  = a.

Demostración En primer lugar, como D es una forma n-lineal alternada sobre E (cf. pro
piedades de D), lo mismo acontece con /  = u D.

Por otro lado, si es una forma n-lineal alternada sobre E tal que iF(V\,v> fu l  = u,
entonces ip = f .  En efecto, generalizando el desarrollo llevado a cabo para n = 3 (cf. p. 434), 

llegaríamos a:

l / 4 X | , X 2  X „ )  = t p t V \ , V  2 .........V „ ) D ( X | , X 2 , . . . , X „ )

=  a D ( X | , X 2  X „ )  =  / ( X | , X 2.......... x „ ) ,

para cualesquiera X i , x >  x „  de £ ,  y  por tanto: </' =  / .  c .q .d .

C orolario  Fijada la base B = (v i ,  v 2, . . . ,  v „ )  de E, la función determinante en 
la base B: D, es la única forma n-lineal alternada sobre E  que toma el valor 1 

en ( V ] , V 2 v n).

Teorem a 2 Una condición necesaria y suficiente para que los vectores x\ ,  
x_> x n de E sean linealmente independientes es que su determinante —en cual
quier base de E — sea distinto de 0.

Demostración Sea B = (v\,v>......v„)  una base de E, y sea D la función determinante en
la base B.

La condición es necesaria. Si los vectores X i, x>,..., x „  son linealmente independientes, 
entonces (x i, x_>,..., x „ ) es una base de £, y del teorema 1 (cf. p. 444) deducimos:

• si b 4 0, fijando la base (x i,x _ .,...,x „), existe una única forma «-lineal alternada /  
sobre E tal que: / (X | ,x ¿  x „ ) = í>;

• fijando la base (V [, v 2, ■ ■■, v„),  entonces: f  = a D, con a = f ( v ¡ , v¿  u „).
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Por tanto: a D(X|,X2........x „ )  = f(x¡,x> ........ x „ )  = b 4= 0, y necesariamente:

D (X i,X 2 ,...,X „)  4= 0.

La condición es suficiente. Supongamos que los vectores X|, x_>, . . . ,  x „  son linealmente 
dependientes. Si n = 1 , entonces X| = 0, y  por tanto D(X|) = 0. Si n »  2, al menos 
uno de los vectores es combinación lineal de los restantes; por ejemplo, supongamos se tie
ne: X| = oc¿x¿ + ■ • • + « „ x „ ;  se cumple (cf. propiedades de D):

"  n
D(X| ,x_. x „  I = D I Y a , x , , x >  x „  I =  Y  « , D ( x „ x 2 .......x „ )  =0.

B.5 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ

Sea A  una m atriz real cuadrada de orden n:

( a\\ a j  2 . . .  a i „ \

í.?21 <4-12 <4ln

\d|il ^112 ••• g-iin

.4 =

Determinante de 
una matriz

Recordem os que el j-ésim o ( l j  <  n) vector colum na de .4: a j, es el vector de IR" 

cu yas com ponentes son los térm inos de la j-ésim a colum na de .4:

a ¡  = (ti] j, a>j,..., a n¡ ), 

o bien, si 8 c  =  (e \ ■ e 'i> ■ ■ ■. ) es la base canónica de R ":

a ¡  = flij-Ci + a 2jC  2 + • • • + a, , ¡en. (17)

Sea E  = IR", y denotem os por ¿l la función determ inante, definida sobre £ " ,  en la 

base canónica de R ".

Definición

Se define el determ inante de la m atriz  A, que se denota: det(A ), como:

det(A) =  zX (íJi,a2, . . . , f l „ ) .

Es decir (teniendo en cuenta (17)):

det(A) =  X  <4g(i)iilg(2)2 ' ■ ' <4g{n)n- 
gtP,,
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El determinante 
de una matriz y  el 

de su traspuesta 
son iguales

Notación El determinante de la matriz A se escribe de la forma:

det(A) =

f l n  rt i)  • • •  a ¡

tt> | 6?22 ••• &'¿

01,¡ | U n2 ••• Un

P roposición  11.2 El determinante de la matriz traspuesta de ,4 es igual al deter
minante de A :

d et(A ') =  det(A).

Demostración Por definición:

detM ) = X  f <í?> <lgt I )lflfl(2)2 ' ' ' % («)«!
aefn

det(A') = X  E(h ) i |£22trl2) ’ ' * Unlt\n)> 
ti&Pn

y como los productos:

Q g {l ) lU g (2)2 ' '  ' Ug<n)n V £lfl(j)*l (l))í)-1(l)<lt f W l !2))fl 112> ’ ’ ' a jK ¡r  1 («Oír 1 (n>

son iguales (pues tienen los mismos factores), se tiene:

det(A) = X  Et-&) agt0~UU)g-'n)a!Hg-'i2))g 1 <2> ‘ ’ ' aglg-Hn))g-'(ni
g*P" (|g)

=  X  1 ) t , l 0 - |U(t*2fTl<2> ■ • • <*n g - 't n) >

pues e(g  ') = £(g) (cf. consecuencias de la definición de signatura, p. 440). Ahora bien, al 
recorrer g el conjunto P„, también g 1 lo recorre, luego de (18) se deduce que det(A) es igual 

a:

X  1 1 lí*2fl_l(2) ' ' ' fln0-l(n)>
g~' ePn

que es precisamente el determinante de A1. En conclusión: det(A) = det(A'). c.Q.o.

Propiedades del determinante de una matriz Teniendo en cuenta la definición de 

determ inante de una m atriz, las propiedades del determ inante de n vectores en una 

base (cf. p. 442) y  la proposición II.2 (cf. p. 446), se  verifica:

•  El determinante de la matriz identidad 1„ es igual a 1: det(/„) =  1 .
Pues det(/„) = Ate i ,e 2...... e „)  = 1.

• El valor del determinante de una matriz cambia de signo si se intercambian 
entre sí dos columnas (o dos ñlas) de la matriz.
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El determinante 
de un producto 
de matrices es 

igual al producto 
de los 

determinantes

•  El valor del determinante de una matriz, no varía si a una columna (o a una fila) 
de la matriz se le suma una combinación lineal de las restantes columnas (o 
lilas).

• Si todos los términos de una columna (o de una fíla) de una matriz se m ultipli
can por un mismo número, entonces el valor del determinante queda m ultipli
cado por dicho número.

• El determinante de una matriz es nulo si y sólo si los vectores columna <o 
los vectores fila) de la matriz son lineal mente dependientes. En particular, el 
determinante es nulo si una columna (o una fíla) tiene todos sus términos nulos, 
o si dos columnas (o dos filas) son iguales.
Cf. teorema 2 (cf. p. 444).

Proposición  11.3 Si .4 y B son dos matrices reales cuadradas de orden n, enton
ces:

det(A fí) = det(A) det(B).

Demostración Sean A  y Í5 las aplicaciones lineales canónicamente asociadas a las matri
ces A y B, respectivamente. F.s decir, A y  'J3 son las aplicaciones lineales de R " en R" tales 
que:

A tefí = a ,  y  ® ( e , )  = b¡, con I í  j í  n,

donde a , ,  a 2, a „  son los vectores columna de 4 , y b ,, b2 b„ son los vectores columna

de B.
La aplicación /  de F." en IR tal que:

, f ( x \ , x 2........x „) = ¿}(A(X| ),A .(x2)........A ( x „ ) ) ,

para cada X|, x>, ..., x „  de IR", es una forma n-lineal alternada sobre E = IR'1. En efecto. La
aplicación /  es lineal en la variable x : , dejando fijas las restantes:

/ ( a x  i + px\,x¿.......x„> = /i(4 (íxx , + Px \ ),A (x 2) .A (x „ ) )

= A (« 4 (X |) + pA(x{ ),A(x_>)........A {x „) )
= ivA (4lX i ) ,A (x 2) , . . . ,A ( x „ ) )

-í- pA(Atx\ ),A (X 2)........ 4 (x „ ) l

= « /(X |,X 2 .......x  ,i) + pffx\,x  2------ x „ ) ,

y análogamente se probaría que /  es lineal en cualquiera de las otras variables, dejando fijas 
las restantes; por tanto, f  es n-lineal. Por otro lado, /  es alternada, pues si t s  es una 
transposición, se tiene:

/ < x „ i l,Xi(2)>.. .,X f(n)) = 4 ( 4 ( x f(n ) ,4 ( x (l2))........4 (x „ .,)) )

= - 4 ( 4 ( x ,  ) ,4 ( x 2) , .......A (x „))  = - / ( X i , x 2........ x „) .
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En consecuencia (cf. teorema 1, p. 444), se verifica:

f  = aA,  con a = / (e i,e _* ,...,e „),

y en particular, tomando Xi = B (e i), x> = B le j )  x „ = 'Ble,,):

/ (B < e ,),B  le.-).......Ble,,)) = / (« ,, e2, , . . ,e n)4 (S (e i) ,B (e 2).......B(«>n)). (19)

Ahora bien:

/ (® (c i), 'B < «2 >, - - -,®  (« ,i)) = A ([A  o B  |(e ,), [A °  B|(e_>),..., |A o B ] (e „ )) = det(.4B),

pues [A o B ](e i) , [A °  B ] ( ), ..., [A  o B ](e „ ) son los vectores columna de la matriz ,4B; y 
también:

f i e  ¡ ,e>,..., e „ ) = A (A (e ¡ ),A (e 2 >......A (e „)) = A la i.a ?  a„) = det(,4),

y A (B (e i ),‘Ble>)  B (e M)) = A ( b , , b , ......b„)  = det(B). En conclusión, de la igualdad (19)
se deduce: det(AB) =  det(A) det(B). C.Q.D.

B.6 DESARROLLO DE UN DETERMINANTE POR LOS TERMINOS 
DE UNA FILA O COLUMNA

Sea A una m atriz real cuadrada de orden n, con n > 2:

 ̂d \ \ d j 2 ... d l h ^
Íl21 TI 22 ... di„

A  - .

\dni d„2 ••• Q-n n)
Denotarem os por An la m atriz cuadrada de orden n -  1 que se obtiene cuando en la 

m atriz A se suprim en la i-ésim a fila y  la j-ésim a  columna:

/  ¿Di

A,j -

a uj-\i

fl(í-l)  1 
íl(i+l>]

V TI,ii

ua+inj-D d(i+i)(j+D

TI ntj-1) Tln(j-rl)

d]„  ^

TÍ U-  I til 

Tl(i +1 in

Tl„n J
Menor De la m atriz ,4¿; direm os es el m enor com plem entario  en la m atriz A del término a , ,  

complementario (que ocupa la posición (i, j ) ) .  Del núm ero real:
de un término . .

a ¡ j  = ( - l ) ,+-; d e t(4 u )

Adjunto de un direm os es el adjunto, o co factor, en la m atriz A  del térm ino a¡j  (que ocupa la 

término posición (i , j )).
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P roposición  11.4 Si A es la matriz cuadrada de orden n (n > 2):

A =

'  c* 11 H io i-n  0

ti (n - 1)  l ••• ti (n -1) (n - 1 )  0 
\ tl„] . . .  ü, Kn- l i  CtnnJ

entonces se verifica: det(,4) =  a „ „  d e t(A „„)  =  a m,ix„n.

Demostración Se tiene:

det(A) =  E(0)<*gl Ulít#(2)2 • • ' (lg(n)n¡
gsP, i 

fl{n)-n

pues los sumandos que tienen un factor de la forma a,,,,,),, con gín) 4 n son nulos. Ahora 
bien, observemos que la aplicación que hace corresponder a la permutación g e  don

de g(rt) = n, la permutación g' e P„ - i  tal que:

g’(i) =g(,i), con l  < i < n  -  1 ,

es una biyección entre los conjuntos:

[h  e  P„ | h(n)  =  n| y  P„-1 ,

que además verifica (cf. ejercicio 2, p. 441): f  lg) = £{g' I. Por tanto:

y  E ( g ) < T . g f \ i \ a g ( 2)2 ' ' ' a g l n ) n  
•ítP.i 

í?(H)=n

= U)|II ^  E(g' )dg'<tll<Tg,c¿)2  ■ ' ■ a 0‘ tn 1 HII-I) = Unn det( Ann )| 

y en conclusión: det(A) = a „ „  det(A„„) = c.Q.D.

C orolario  Si A es la matriz cuadrada de orden n (n  s  2J:

A =

/ t l :1 t í i i j- i i 1) t íi( j+ i) t i la

t l ( i - l i l  - - t * ( i _ i ) ( j _ i ) 0 t J ( i - l > 0 + l > • t l ( , _  D„

an t i í( j- u a u t*i( 7 +1 > t l , „

<l(i + l ) l  • t*(i+i)U-i) 0 í*(i+])(l/+l) • H iit-Un

a„i t t „ ( J- l l 0 t*M<7+ 1 > tin a  )

entonces se verifica:

det(A) = < —1 d et(A ij) = u u a IJ.
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Demostración En la matriz ,4, permutamos las columnas j-ésim a y ( j  + i )-ésima, y a con
tinuación permutamos las columnas i j  + 1  l-ésima y (j  + 2)-ésima de la matriz obtenida, y pro
cedemos con permutaciones sucesivas de columnas consecutivas hasta que conseguimos una 
matriz cuya n-ésima columna es la j-ésim a columna original de la matriz ,4, Si llamamos A\ 
a esta nueva matriz, se verifica:

detM i) = ( - 1 det(,4), (20)

pues hemos llevado a cabo exactamente n -  j  permutaciones de columnas y  cada permutación 
cambia el signo del determinante (cf. propiedades del determinante de una matriz, p. 440 . 
Además, obsérvese c¡ue el menor complementario en 4| del término a,, —que ahora ocupa la 
posición ( i,n i — sigue siendo .4,,:

« 1 1 « K . 1 - 1 1 « 1 (j 1 11 a 1 „ 0

« ( ¡ - 1 ) 1 « 0 - 1 ) ( . / - ! « ( i - l ) ( j + l l «<¡ 1 ) M 0

« ¡ 1 a¡(j- n « f ( 7 + 1 1 « ¡ 1 1 « ¡ j

« i ¡ + n i « ( ¡ + i ) ( j - t « < i - l > ( j + l l « ( ¡ + 1  >11 0

> « M i « i t ( j - l ) « 1 !  ( j  1 1 1 « u n 0

Procediendo con las filas de la matriz A¡ análogamente a como hemos hecho con las columnas 
de la matriz A, podemos obtener, después de n -  i permutaciones de filas consecutivas, la 
matriz:

'  «1 1 « l ( j  1 « | ( j - l  1 «  1 M 0

« ¡ ¡ - n i « i ¡ - n i . / - 1 1 « «  1  x./ • i ) « ¡ ¡  I I I ! 0

« ( ¡ + i n « 1 1  + l K j -  11 « ( ¡ l l  >(j + 1) • ■ « ( ¡+ 1 1  n 0

« , , | « M l j - l  1 « n ( 7 + l ) « M il 0

« l l « ¡ ( j - i ) « ¡ U + 1) « ¡ n «(./■/

para la cual se verifica (cf. (20)): dettAz) = ( - 1 ) "  'det(A i) = ( - l ) 2”  1 'det(A), y por tanto:

( -D '^ d e t lA z )  = ( - 1  )2" det(A) = det(A). (21)

Ahora bien, el menor complementario en .42 del término a,/ —ahora de posición (n ,n )—
también es A¡¡, y en consecuencia (cf. proposición 11.4, p. 449):

det(Az) = a u det(A,¡). (22)

De (21) y (22) se concluye: det(A) = (— 1 )'+ ' íí,-, det(.4,; ) = C.Q.D.
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Desarrollo de un 
determinante por 
los términos de la 

/•ésima columna

Demostración De ser la función determinante n-lineal se deduce:

U | | l l  11J  l l 0 a  i  { . h  1 1 O  1 i i

11 0 , i  - | ) | U u - l l l . /  1 )  o U ( ¡ - i 1 1 1 . . .  O , , - 1 t u

X « / , i t i t i - i i Cl i  j O - i i  j *  11 o  Í I I

í  =  1 U t i - l l l 0 , 1 * 1  I I I -  | i  o U ( ¡ - ]  | (  / 4  1 1 . . .  a < / - | | n

< * l i l O f i t j - l i 0 U n í . / -  I t O  i i  ii

y con el primer corolario de la proposición 11.4 se concluye (23). c.u.n.

De (23) se  dice es el d esarro llo  del determ inante de la m atriz A  por lo s  térm inos 

de la /-ésima colum na.

Desarrollo de un 
determinante por 
los términos de la 

i ésima fila

S

Es una consecuencia inm ediata de (23) y  de la proposición 11.2 (cf. p. 446). 

De (24) se  dice es el d esarro llo  del determ inante de la m atriz  A por los térm inos 

de la í-ésim a fila.

C oro lario  Sea A = (tt, , )  una matriz cuadrada de orden n (n > 2). Para cada i, 
con 1  <  i í  n, se verifica:

det(/4) = fl/iot/i + a ,206 2  + • • • + a ¡nci¡n. (24)

C orolario  Sea 4  =  (<!,,) una matriz cuadrada de orden n (n > 2). Para cada j ,
con 1  / «  n, se verifica:

det(.4) =  a i/O íij + a ¿ jc (> j + • • + a„j< xn ¡. (23)

EJEMPLO I 0 Sea 4  la matriz real:
1 1 0
3 1 ') 0
ü 2 1 4
1 0 -1 V

y calculemos det(.4).
Si sumamos a la primera columna la segunda cambiada de signo más la tercera multipli

cada por 2, entonces (cf. propiedades del determinante de una matriz, p. 446):

1 1 0 -1 0 1 0 -1
- 3  1 2 0 0 1 _> ()

0 2 1 4 0 2 1 4
1 0 - 1 2 - 1 0 - 1 2
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y desarrollando este último determinante por los términos de la primera columna (cf. desa
rrollo (23), p. 451):

1 0 - 1
det(A) = - l ) 4* 1 ■ ( - 1 )  • det(A.ii) = 1 2 0

2 1 4

pues el término de posición (4, 1 )  es igual a - 1  y los restantes de la primera columna son nu
los; y, finalmente, desarrollando este determinante por los términos de la segunda fila (cf. de
sarrollo (24)), obtenemos (cf. sección I , p. 431):

1 0 - 1
1 2 0 = ( - 1 ) 2+1 • 1 •

0 - 1  
1 4

+ ( - 1 ) 242 • 2 •
2 1 4

=  ( - 0 ( 0 - 4 -  1  • ( - 1 ) )  + 2 (1 • 4 -  2 • ( - 1 ) )  = 1 1 ,  

y con (25) concluimos que det( A) = 1 1 .

B.7 APLICACION AL. CALCULO DE LA INVERSA DE UNA MA
TRIZ

Considerem os una m atriz real A  cuadrada de orden n:

A =

é a ji a  i_> •••
<421 «22 ••• «2(1

\<4?il <4n2 ••• rlni!/

Matriz adjunta

Definición

Si n »  2, se define la m atriz  ad junta  de A, que se denota: A * , com o la m atriz,

cuadrada de orden n , A*  =  ( * f/ ) ,  donde:

a*j = cxji, con 1  «  i «  n , 1 j  n.

Es decir, A * es la m atriz tal que su térm ino de posición ( i , j )  es el cofactor del

término a , ,  en la m atriz A.

O bsérvese que de acuerdo con la definición de cofactor (cf. p. 448) se tiene: 

ex*. = ( - l ) J+'d e t(A J1).
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El determlniante 
de la matriz 

inversa es igual al 
inverso del 

determinante

Proposición  11.5 La matriz A es invertible si y  sólo si det(A) 4 0 ; y, en este caso, 
se verifíca:

d e tO T 1 ) =
1

d e t(A ) '
(26)

Demostración La matriz A es invertible si y sólo su rango es igual a n, es decir, si y sólo 
si sus n vectores columna son linealmente independientes, lo que es equivalente a det(A) 4  0 
(cf. propiedades del determinante de una matriz, p. 446).

Por otro lado, en el caso de ser det(A) 4 0, como A A _1 = ¡„, se tiene:

det(AA ')  = det(/„) = 1; 

y como (cf. proposición II.3, p. 447):

det(AA_ l) = det(A) det(A_ l),

de (27) y (28) se deduce (26).

(27)

28)

C .Q .O .

P roposición  11.6 Si n > 2, el producto de la matriz A y la matriz adjunta 
de A : A*, es igual al producto del número det( A ) por la matriz identidad I n:

A A * = det(A )/„ =  A* A. (29)

Demostración Sea C = (c ,, )  la matriz: C = AA*. Entonces:

ji n

C i j  -  X  a i k a k j  =  X  a IL(xj k -
L=I k = I

(30)

Ahora bien, si i = j ,  entonces:

ji

cu = X aik°t¡k = X (-1 ),+A:««jv dettAffc),
i- i r=i

y c„ es el desarrollo del determinante de A por los términos de la í-ésima fila (cf. p. 451), y 
por tanto: c„ = det(A).

Por otro lado, si i 4 j ,  y B es la matriz obtenida sustituyendo en la matriz A la j-ésima 
fila por la í-ésima:

/« II «12 • •• « lll\

ÍJ =

U{\ Ufé • • • Uin (f)

Uti U i2 ••• U-m 0‘>

\ani Un 2 ••• Uyin /
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Fórmula para la 
inversa de una 

matriz

EJEMPLO I 1

entonces (30) es el desarrollo del determinante de B por los términos de la j-ésima fila, y 
como det(£) = 0, pues B tiene dos filas iguales (cf. propiedades del determinante de una 
matriz, p. 446), se deduce que c¡j - 0.

En conclusión, la matriz .4.4* es tal que los términos de la diagonal principal son iguales 
a det(4), y los restantes son iguales a 0. Por tanto: 4 4 *  - det(4)/„.

De manera similar (utilizando desarrollos por los términos de una columna) se demostra
ría que 4 * 4  = det(4)/m y en consecuencia se verifica (29). c.q.d.

C orolario  Si la matriz A , cuadrada de orden n »  2, es invertible, entonces su 
matriz inversa: 4 “ 1 , veriñea:

.4 - ' = .4*. (31 )
det(A)

Demostración Utilizando (29) se tiene:

,4* = .4*J„ = 4 * 4 .4 “ ' = det(4)/„4“ ‘ = d e t(4 )4 “ \  (32)

y como det(4) 4 0 (cf. proposición 11.5, p. 453), de (32) se concluye (31).

Determinemos para qué valores de a es invertible la matriz real

/a I 
4 = 0  I

l I 2 0)

y calculemos .4 1 para esos valores.
Desarrollando por los términos de la primera columna, se tiene:

det(4) = u
I _ ) 1 ■]

a 2 0
1

1 -2 = 4a - 4 = 4 (d - I ),

y por tanto (cf. proposición 11.5, p. 453) 4  es invertible si y sólo si a ± 1. 
Ahora calculamos los cofactores de los términos de 4:

1 - 2 , ■, 0 -2 () 1
« H  =  ( -  1  ) 1 ~ 1 9 0

=  4 , « 1 2  =
(i

= -2, a ,3 = ( - l ) l+3
I 2

= - 1 ,

y análogamente: « ji  = 4, a>¿ = - 2  y «23 = 1 -  2a, y por tanto:

i  4 4 “ 4 \
A* = I - 2  - 2  2a .

\ - l  1 -  2a a

En conclusión (cf. corolario de la proposición 11.6, p. 453), si a ± 1, entonces:
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B.8

Submatrriz de 
una matriz

Cálculo del rango 
de una matriz

APLICACIÓN AL CÁLCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ

Dada una matriz; A  de orden (n , m ), al suprim ir p  filas de A, con 0  «  p  «  n  -  1 , 

y q colum nas de A, con 0 <  q m -  1 ,  obtenem os una nueva m atriz R, que es de 

orden (n  -  p, m -  q). De la m atriz R direm os es una su bm atriz  de la m atriz ,4.

P roposición  11.7 Sea A una matriz de orclen (n , m ) que verifíca: 
a) A admite alguna submatriz cuadrada de orden r  (\ «  r  «  m ín|n ,m } )  cuyo 

determinante es no nulo,
b) toda submatriz cuadrada de A de orden r  +  1 ,  si existe, tiene determinante 

nulo. 
Entonces: rango A =  r .

Demostración Sea A = («,/). Sin pérdida de generalidad podemos suponer:

d =

tín U|2 ■■■ U11-
a¿ i a-n ■ ■ ■ n.’r

( I r  I ü r ' ¿  • • •  t t - r r

¿  0. (33)

Sea /  la aplicación lineal:

(x ,,x 2, . . . ,x r ..x „ ) ----------  (X \ ,X ¿,...,X r ).

Si a i, a z, ..., a, son los r  primeros vectores columna de la matriz A (vectores de R"), la 
imagen por /  de a ,  es:

f ( a ¡ )  = f (a \ j ,a 2j , . . . ,a r) .......a„¿) = (a i/ .trp  con I s  r\

ahora bien, el determinante de los r  vectores f ( a ¡ )  = {a , j ,a ¿ ¡ , .. . ,a rJ), con 1 « j  s  r, en 
la base canónica de Rr es precisamente el determinante d de (33), que es no nulo, y por 
tanto (cf. teorema 2, p. 444) estos vectores son vectores linealmente independientes de Rr . 
En consecuencia, los vectores a¡, a> ,.. ..  a, son vectores linealmente independientes de R'\ 
y en conclusión la matriz A tiene rango mayor o igual que r.

Por otro lado, supongamos que rango A > r, es decir, que A tiene al menos r  + 1 vec
tores columna linealmente independientes. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 
los r  + 1 primeros vectores columna de A: a¡, a-,..., a, . son linealmente independientes, 
sin más que basarnos en que a¡, a¿ , . . . ,  a, ya lo son, y  en el teorema de la base incompleta.

El sistema de vectores ( (a ii ,« z i  a r¡), ( a 12. a 22. - - - . a 1-2) .- .- , ( « i r A t n - . - A n ) )  es ba
se de Rr; sean /fi, fc, . . . .  Pr las coordenadas del vector (flnr+n.íJ2<r-n «rir+n) en esta
base, y por tanto:

Y

Uf(ri-I) = y  con 1 « I ^ r .  (34)
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EJEMPLO 12

Ahora bien, como estamos suponiendo que a i , .......a , , a r±\ son linealmente independien
tes, debe existir k, con r  + 1 «  k í  n, tal que:

«cir+n 4= Y. Pj UkJ- (35)

Pero lo escrito en (35) es absurdo. En efecto. De las propiedades del determinante de una 
matriz (cf. p. 446), de (34) y de la proposición 11.4 (cf. p. 449) se deduce:

0
¿Di « i,- aio-i ii

« il  . . .  « rr «?' t r * 11
«H  ... «A-r «fc(i-+ II

«II

«rl

«H

« Ir

« r r 0 -  í « f e t r  +  1 1  -  d ,

« f c r  « t i ( r  +  l i  — / t i ,
3*1

y como ci ¿  O (cf. (33)), de (35) podríamos concluir que .4 tiene una submatriz cuadrada de 
orden r - 1 cuyo determinante es no nulo, en contra de la hipótesis (b).

En conclusión, el rango de 4  es igual a r. c .q .d .

Podemos, pues, decir: el rango de una matriz leuando este rango es mayor que 
cero) es el mayor de los órdenes de sus submatrices cuadradas de determinante no 
nulo.

Calculemos el rango de la matriz real:

1 1 2 3
- 1 2 1 0

0 3 3 3
4  =

Sumando a la cuarta columna las columnas primera y tercera multiplicadas por - 1 ,  obte
nemos la matriz:

1
2

0 3

cuyo rango es el mismo que el de la matriz 4 ; y sumando a la tercera columna de B sus dos 
primeras columnas multiplicadas por - 1 ,  obtenemos:

1 1 O 0\

1
- 1

y

C = - I
O

y rango!C) = rango(4). Ahora bien, la matriz C tiene una submatriz cuadrada de orden 2 de 
determinante no nulo:

1 1
- 1

= 3 ± O,

y todas sus submatrices cuadradas de orden 3 tienen determinante nulo (pues presentan al 

menos una columna de términos nulos), luego: rangotCl = 2. En conclusión: rango(A) = 2.
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B.9

Sistema de 
Cramer

EJEMPLO 1 3

SISTEMAS DE CRAMER

Se denom ina s i s t e m a  d e  C r a m e r  a todo sistem a real de n ecuaciones lineales con n 
incógnitas cuya m atriz asociada es de rango n. Es decir, un sistem a, de m atriz aso

ciada la m atriz cuadrada A, es de C r a m e r  precisam ente si A es invertible, o equiva

lentem ente (cf. proposición 11.5, p. 453): det(A) 4 0.

El sistema real:
í 3x i + 2X2 = 1 

X| + X2 =  2

es de Cramer, pues es un sistema de dos ecuaciones y dos incógnitas, y su matriz asociada:

3 23
1 1 ’

tiene rango igual a 2 . Se verifica:
3 2 
1 1

= 1 ¿  0.

Considerem os el sistem a de n ecuaciones lineales con n incógnitas: 

a u X i  + U 12X 2 + • • • +  a i „ x „  = ci

&21X 1 + U> 2X 2 + ■ • • +  H2nXn = C> (36)

til! 1X 1 + í ín¿X 2 + • • • + UH(iX „  — Cn,

que podem os también expresar de la forma: A X  = C, donde X  y C son las m atrices 

colum na de orden (n, 1):

Xp

\x n /

y C =

y  A es la m atriz:

.4 =

( a  11 a 12
t i  Í I 22

\ttnl TTrí¿

( Ci^

C'2 

\Cnj

ti 2

ü-nn/
Si denotam os por a , el ,;'-ésimo vector colum na de la m atriz A: 

a ¡  =  ( a i j , í i 2j , . . . , a „ j ) ,  con 1 =s j  « n ,
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Regla de Cramer

y por c  el vector cuyas com ponentes son los térm inos de la m atriz C:

c  =  (c | , c >— , c „ ) ,

resolver el sistem a (3fi) equivale a determ inar coeficientes reales X [, a-_», . . x „  que

perm itan expresar el vector c  com o com binación lineal de los vectores a \, a ¿  a n:

X\ü\ + x-2(i¿  + • • ■ + x „ a „  = c.
Supongam os que el sistem a (36) es de C ram er, es decir: rango A  =  n , o equiva

lentem ente: det(A) =  Mci),  a > , . . . , a „ )  4= 0. El sistem a (36) tiene, pues, una única 

solución:

x>
X  -

De las propiedades del determ inante de n  vectores en  una base (cf. p. 442) se deduce: 

X i M a ] , a ¿ , . . . , a n) = A (x\(i\, a ,  «„.)

=  A (X i« i  + x¿a> x „ a n , f l j , . . .  , a „ )  = X  (c,a>........a „ ) ,

y  por tanto:

X| =
A (c, íí2, .  . . ,  a n ¡

det(A)

Análogam ente probaríam os:

A  ( t i l  ® i-\t C, U j  +1, —  , Un )
X ¡  =

det(A)

En conclusión, hem os probado el siguiente resultado:

, con 2 «  i «  n.

P roposición  11.8 Si el sistema (36), de n  ecuaciones con n incógnitas, veri
fica: det(A) 4 0, entonces tiene una única solución:

X =

' x , '
X  2

X „

tal que:
X i = á i a '  « . - l .C .  con u ¡ í  „

'  det(A)
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EJEMPLO 14

EJEMPLO 1 5

Si el sistema reíd de dos ecuaciones con dos incógnitas:

[hi.Yi + ó X: = C,
[ n j.\'i + b¿x¿  = c¿ 

es de C ram er, es decir:
ti i h i

^ 0T
a i b  i
a > b •

entonces su única solución: X  =

■V| =

acuerdo con la regla de Cr a m e r  verifica:

C[ f ’ l (A | Cl
C;; b: c i b'¿ - c>b\ a  2 C2 iX — d¿C\

fll ib a  i b> - a  >b\' a j ib a i b'¿ - a >b\
u _ Ib a  * i b

El lector puede comprobar que el sistema de ecuaciones del ejemplo 13 (cf. p. 457), que 
es de C r a m e r ,  tiene por solución única:

,Y =
( D -

Sea A la matriz del ejemplo 11 (cf. p. 454) con a - 2:

( 2  1 2 \
4 = 0  1 - 2  ,

\ l  2 0/

de determinante det(4) = 4(2 - 1) 4, y sean X  y C las matrices columna:

' ■ S - S '
Entonces el sistema real AX -  C, de tres ecuaciones con tres incógnitas, es de CRAMER, 
pues det(4) 4= 0; y su única solución es la matriz columna:

( X  | \
X = \x>

W
tal que:

x \  =

c, 1 2 2 ci 2
c¿ 1 -2 0  c2 -2
c, 2 0 4C| + 4c> - 4ci 1 t’3 0 -2t’i - 2t’2 + 4C.3

4 4 ' -V J “ 4 4

x <  =

2 I r,
(j 1 c,
i 2 c } -c I - 3c¿ + 2Ci
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B.10

Ejercicio 1 
(p. 438)

Ejercicio 2 
(p. 441)

SOLUCIÓN DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

Un m étodo para escribir una perm utación g e  P „  (n  s  2) com o com posición de 

transposiciones es el siguiente.
Si g = u „,  entonces (cf. consecuencias de la definición de transposición, p. 437) 

g = t,, o t¡j  para cualquier transposición f , , €  P„.
Si por el contrario g  4 u n, sea i el menor elem ento de { 1 , 2  n ) tal que g ( i )  4 i.

Entonces la perm utación g ¡ = t¡gg) °  g  verifica:

g = tigd) °  g i y  v  k «  i, g ¡ (k ) = k.

Si í7i 4- u,u llevam os a cabo el m ism o proceso con g t , y  lo repetim os sucesivam ente 

con las perm utaciones que vam os obteniendo h asta  llegar a u„ (a lo m ás en n - i 
pasos). Finalmente, tendrem os expresada g  como com posición de transposiciones.

Debe observarse que no es única la form a de escribir una perm utación como 

com posición de transposiciones.

El caso n =  2 es obvio. Si n > 3, existen  k transposiciones f , Ul , f¿ ,j ,  t¡kjk
de { 1 , 2 , . . . . n  -  1 }  tales que: g ' = t , , ; ,  o t¡.,j2 o . . .  o tikjk Ahora bien, si consideram os 

las transposiciones t,-, /,, t¡2j2 tjkj k com o elem entos de P „, entonces:

g =  o  thh  o  . . .  o  t iíjk , 

p u e sg (n )  =  n .y p o r  tanto: £{g) = £(g").



ÍNDICE ANALÍTICO

Notaciones 
N*. -405 
2*. 405 
Q*. 405 
IR*, 405 
o, ;¡4 
(£ ,*), 40G 
<£,+,•), 407 
K. 407 
0f , 46 
O. 46, 131 
Kz, 38 
A + 11, 43 
x + 4, 44 
F © G. 49 
£(111, 70 
BC. 74
{et,e¿ e„), 75
dim £, 78 
Im/, 116,393 
Ker/, 117 
mín(x,y), 1 20 
£.(£,£), 131 
£*, 133 
B ‘ , 138 
ii,i. 178 
ay, 178 

180 
O, 180 
A  188 

isa
Mnm(K), 189 
AB. 193
A2, 203 
'•i “  Fj. 213 
£,—  «£,, 213 
F ,- F i + PFj. 214 
A*1, 226 
A1, 230

máx A. 311 
minA, 311 
sup A, 312 
ínfA, 312
(tJ.li), [a,b], (a, fc], [rt.hl, [a, +oo), (a, +oo), (—<»,£>], (-oo,b), 

314 
Ixl, 315 
Á. 317 
( a „ \ n  €  N),

( a „ ) .  321 
|<i„ ; n e M|,
(«pimía e N 
(avtn)), 324 
(a n;n » fc ), 326 
|u„ ; n > fc|, 326 
l¡m (íi„) = l, 330 
l¡m an = L 330 

lim (« „ )  = +co, 334 
lim a,, = +co, 334II -M

lím (<i,,) = -co, 338 
lim <t„ = -oo, 438M — CC

A, 344 
n!, 347 n

421

323 
). 324

351X «n.n -o
",/x, 354n

A — B. 392 
f(x),  392 
BA. 393 
/ [A ,]. 393 
/ - 'IB i J .  394 
/ - ', 497 
0o f .  498



4 í> 4 ÍNDICE ANALÍTICO

abeliano, 406 
abierto

conjunto, 319 
intervalo, 319 

absoluto, valor, 313 
acorado(a)

conjunto, 311
inferiormente, 311 
superiormente, 311 

intervalo, 313 
sucesión, 323

inferiormente, 323 
superiormente, 323 

adherente, punto, 343 
afín

aplicación, 139 
combinación, 62 
subespacio, 34 

ampliada de un sistema, matriz, 272 
aplicación, 392-401

biyectiva (o Inyección). 397 
composición, 398 
identidad, 393 
igualdad, 392
imagen (de un conjunto), conjunto, 393 
imagen (de un elemento), 392 
imagen (de una aplicación), 

conjunto, 393 
imagen inversa o reciproca, conjunto, 394 
inversa o recíproca, 397 
inyectiva (o inyección), 396 
notación, 392 
restricción, 393 
suma, 3 3
suprayectiva (o suprayección), 396 

aplicación afín, 139 
aplicación lineal

asociada a un sistema, 270 
automorfismo, 132 
canónicamente asociada a una 

matriz, 188 
definición, 1 13 
forma lineal, 133 
imagen, 116 
isomorfismo, 132 
matriz asociada, 184 
matriz representante, 184 
núcleo, 117 
rango, 119 

armónica, serie, 350

asociativa, operación, 403
asociativa en los elementos de &, operación externa, 409 
automorfismo de un espacio vectorial, 132

11
base, 72

canónica, 74
coordenadas de un vector, 73 
dual, 138 

biyección, ver biyectiva 
biyectiva, aplicación, 397 

composición, 401

c
canónica, base, 74
cardinal de un sistema de vectores, 64 
Cauchy, criterio de (para series), 354 
cero, matriz, 180 

cerrado
conjunto, 320 
intervalo, 321 

columna, matriz, 179 
de una matriz. 181 

columnas de una matriz, 178 
combinación afin, 62 
combinación lineal, 53 
componente, 36 
composición de aplicaciones, 398 

biyectivas, 401 
identidad, con aplicación, 400 
(de) tres aplicaciones, 400 

conjunto
abierto, 319 
acotado, 311

inferiormente, 311 

superiormente, 311 
adherencia (de un conjunto), 344 
(de) aplicaciones, 393 
cerrado, 320 
cota

inferior, 311 
superior, 311 

finito, 398
imagen de un conjunto por una aplicación, 393 
imagen de una aplicación, 393 
imagen inversa o recíproca de un conjunto por una aplica

ción, 394 
ínfimo, 312
interior (de un conjunto), 317 
(de) llegada, 391 
máximo, 311



ín d ic e  a n a l ít ic o 465

mínimo, 311 
noción intuitiva, 373 
(de) partida, 391 
supremo, 312
(de los) términos de una sucesión, 323 

conmutan, matrices que, 204 
conmutativo(a) 

cuerpo, 407 
grupo, 40fi 
operación, 404 

constante, sucesión, 329 
convergente 

serie, 3 51 
sucesión, 328 

coordenadas de un vector, 73 
correspondencia, 391 

grafo, 391
llegada, conjunto de, 391 
partida, conjunto de, 391

cota
inferior

(de un) conjunto, 311 
(de una) sucesión, 323 

superior
(de un) conjunto, 311 
(de una) sucesión, 323 

creciente, sucesión, 347 
estrictamente, 347 

cuadrada, matriz, 180 
orden, 180
términos de la diagonal principal, 180 

cuerpo, 407
conmutativo, 407

D
d'.Alem bert, criterio de (para series), 333 
débilmente paralelo (subespacios 

afines), 61 
decreciente, sucesión, 347 

estrictamente, 347 
desigualdad triangular, 3 16 
diagonal principal, términos de la, 180 
d intensión

de un espacio vectorial, 78 
finita, espacio vectorial de, 77 
infinita, espacio vectorial de, 77 
nula, espacio v ectorial de, 78 

distributiva, propiedad
de • respecto de +, 407
respecto de la operación + de K  (op. externas), 409 
respecto de la operación + de £ (op. externas), 409

dual
base, 138
espacio vectorial, 135

i:
ecuaciones de un subespacio vectorial, 287 
elemental

matriz, 214 
transformación, 212 

elemento
inverso de un elemento, 400 
neutro, 404
opuesto de un elemento, 400 
simétrico de un elemento, 404 
simetrizable, 404 

equivalentes, sistemas, 273 
escalar, 34 
espacio(s) vectorial(es)

(de las) aplicaciones lineales, 131 
base, 72 
definición, 34 
dimensión, ver dimensión 
dual, 135 
escalar, 34 
generadores, 71 
isomorfos, 132 
sistema de generadores, 71 
subespacio afín, 54 
subespacio vectorial, 37 
vector, 34 

estrictamente
creciente, sucesión, 347 
decreciente, sucesión, 347

I
factorial de un número, 34 Tn 
fila, matriz, 179

de una matriz, 182 
filas de una matriz, 178 
forma lineal, 135

G
generadores 

sistema, 71 
vectores, 71 

geométrica
serie, 3 50, 309 
sucesión, 348 

grafo de una correspondencia, 391 
grupo, 406

abeliano o conmutativo, 406



466 ÍNDICE ANALÍTICO

híperplano, 60
homogéneo, sistema de ecuaciones, 268 

I
identidad

aplicación, 393 
matriz, 180 

igualdad
aplicaciones, 392 
matrices, 178 

imagen de una aplicación lineal, 1 1(¡ 
imagen por una aplicación 

(de un) conjunto, 393 
(de un) elemento. 392 
inversa, ver recíproca 
reciproca, 394 

independientes, subespacios 
vectoriales, 47,49  

inferior, ver cota 
ínfimo de un conjunto, 3 12  
interior

(de un) conjunto, 3 17  
punto, 3 17  

intervalo, 3 14  
abierto, 3 19  
acotado, 3 15  
cerrado, 32 1 

inversa
aplicación, ver recíproca 
imagen, ver recíproca 
matriz, 226  

inverso de un elemento, elemento, 406 
invertible, matriz, 226 
inyección, ver inyectiva 
inyectiva, aplicación, 396 
isomorfismo de espacios vectoriales,

132
isomorfos, espacios vectoriales, 132  

I.
ley de composición

externa, ver operación externa 
interna, ver operación 

libre, sistema, 68 
ligado, sistema, 63

limite de una sucesión, 328 
más infinito, 334 
menos infinito, 338

lineal
aplicación, 1 13

combinación, 33 
forma, 133  

linealmente dependientes, vectores, 65 
linealmente independientes, 

vectores, 68 
llegada, conjunto de, 391

M
matriz

ampliada de un sistema, 272 
aplicación lineal canónicamente 

asociada, 188  
asociada a un sistema, 268 
asociada a una aplicación 

lineal, 184 
cero, 1 80 
columna, .179

de una matriz, 18 1  
columnas de una matriz, 1 78 
(que) conmutan, 204 
cuadrada, 18 0  
definición, 178  
elemental, 2 14  
fila, 179

de una matriz, 182  
filas de una matriz, 178 
identidad, 1 80 
igualdad, 1 78 
(de) incógnitas, 268 
inversa de una matriz, 226 
invertible, 226  
notación por columnas, 18 1  
notación por lilas, 18 2  
nula, 180  
orden, 178

de una matriz cuadrada, 1 80 
producto de matrices, 193 
producto por un escalar, 1 90 
rango, 209 
real, 1 79
representante de una aplicación 

lineal, 184 
suma, 189 
términos, 178

de la diagonal principal, 180 
(de) términos independientes, 268 
transformación elemental, 2 12  
traspuesta, 230 
unitaria, 180 
vector columna, 183 
vector fila, 183



ÍNDICE ANALITICO

máximo de un conjunto, 3  1 1 
mínimo de un conjunto, 3 1 1 
monótona, sucesión, 347
multiplicación de matrices, ver producto de matrices 

N
neutra para el elemento I , operación externa, 409 
neutro, elemento, 404 
no convergente, sucesión, 328 
notaciones de una matriz 

por columnas, 181 
por filas, 182 

núcleo de una aplicación lineal, 1 1 7 
nula, matriz, 180

f)
operación en un conjunto, 402-406 

asociativa, 403 
conmutativa, 404
elemento inverso de un elemento, 406 
elemento neutro, 404 
elemento opuesto de un elemento, 406 
elemento simétrico de un elemento, 404 
elemento simetrizable, 404 

operación externa en un conjunto,
4 08 -4 13

asociativa en los elementos de K, 409 
distributiva respecto de la operación + de IK, 409 
distributiva respecto de la operación + de £ , 409 
neutra para el elemento 1, 409 

opuesto de un elemento, elemento, 406 
orden de una matriz, 1 78

de una matriz cuadrada, 180 
ortogonales (forma lineal y  vector), 1 39

P
paralelos, subespacios afines, 61 

débilmente, 61 
partida, conjunto de, 39 1 
producto (operación)

de una matriz por un escalar, 1 90 
de matrices, 193

por la izquierda, 194 
por la derecha, 194 

propiedad distributiva de • respecto de + , 407 
punto (número real), 3 16  

adherente, 343 
interior, 3 17

raíz it-ésima de un número, 3 3 4 ti 
rango

de un sistema de
vectores, 80 

de una aplicación lineal, 1 19  
de una matriz, 209 
de unos vectores, 80

real
matriz, 179
sistema de ecuaciones, 268 

reciproca
aplicación, 397 
imagen, 394 

recta, 36
restricción de una aplicación, 393

serie, 330
armónica, 330  
CaUCHY, criterio de, 334 
convergente, 3 5 1 
d'ALEMBERT, criterio de, 353 
divergente, 3 3 1  
geométrica, 330 ,36 9  
suma, 33 1 
término general, 350 

simétrico de un elemento, 
elemento, 404 

simetrizable, elemento, 404 
sistema de vectores, 63 

cardinal, 64 
generadores, 7 1 
libre, 68 
ligado, 65 
rango, 80 
subsistema, 64 

sistema(s) de ecuaciones lineales 
aplicación lineal asociada, 270 
equivalentes, 273 
homogéneo, 268 
matriz ampliada, 272 
matriz asociada, 268 
matriz de incógnitas, 268 
matriz de términos independientes, 268 
real, 268 
solución, 269 

solución de un sistema, 269 
subespacio afín, 54

débilmente paralelo, 61 
hiperplano, 60



468 ÍNDICE ANALÍTICO

paralelos, 61 
recta, 36 

subespacio(s) vectorial(es), 37 
base, 72
dimensión, ver dimensión 
ecuaciones, 287 
generadores, 71 
independientes, 47,4(1 
sistema de generadores, 71 
suma, 43 
suma directa, 49, 53 
suplementarios, 49 

subsistema de un sistema de vectores, 64 
subsucesión, 324 
sucesión, 321 

acotada, 323
inferiormente, 323 
superiormente, 323 

conjunto de los términos, 323 
cota

inferior, 323 
superior, 323 

constante, 329 
convergente, 328 
límite, 328

más infinito, 334
menos infinito,, 338

creciente, 347
estrictamente, 347

decreciente, 347
estrictamente, 347

geométrica, 348 
monótona, 347 
no convergente, 328 
serie, 3 50 
subsucesión, 324 
términos, 322
(que) tiende a más infinito, 334 
(que) tiende a menos infinito, 338 

suma
aplicaciones, 35 
matrices, 189

(de una) serie, 351 
subconjuntos, 43 
subespacios vectoriales, 43 

directa, 49, 53 
superior, ver cota 
suplementarios, subespacios 

vectoriales, 49 
suprayección, ver suprayectiva 
suprayectiva, aplicación, 396 
supremo de un conjunto, 3 12

T
teorema de las dimensiones, 129 
término general, serie de, 350 
términos

conjunto (de los términos de una sucesión), 323 
(de una) matriz, 178

de la diagonal principal, 180 
(de una) sucesión, 322 

tiende, sucesión que 
(a) más infinito. 334 
(a) menos infinito, 338 

transformación elemental de una matriz, 212 
traspuesta, matriz. 230 
triangular, desigualdad, 316

II
unitaria, matriz, 180 

V
valor absoluto, 315 
vector(es), 34

columna de una matriz, 183 
combinación lineal, 53 
componente, 36 
coordenadas, 73 
fila de una matriz, 183 
generadores, 71 
linealmente dependientes, 65 
linealmente independientes, 68 
rango, 80 
sistema, 63



I S BN 9 7 8 - 8 4 - 9 2 9 4 8 - 2 9 - '

0
788 49 2 948291

UflED

9788492948291


